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PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES  KEN  DUS  ET  ANALYSES. 


Œuvres  de  HENRI  POINCARÉ  publiées  sous  les  Auspices  du  Ministère 
de  l'Instruction  publique  par  G.  Darboux.  Tome  II  publié  avec  la  colla- 
boration de  N.  E.  Nôblund  et  de  Ernest  Lebon.  i  vol.  in-8°  (28  x  2.1), 
lxxiv-632  pages,  avec  un  portrait  de  Henri  Poincaré;  Paris,  Gautbier- 
Villars  et  Gie,  1916. 

En  présentant  ce  Volume  à  l'Académie  des  Sciences,  le  16  oc- 
tobre 1916,  M.  Gaston  Darboux,  Secrétaire  perpétuel,  s'est  exprime 
en  ces  termes  (  '  )  : 

«  Au  lendemain  de  la  mort  prématurée  d'Henri  Poincaré,  ses 
confrères,  ses  amis,  ses  admirateurs  ont  été  unanimes  à  penser  que 
notre  pays  devait  rendre  au  géomètre  qu'il  venait  de  perdre  le 
même  hommage  qu'il  avait  rendu  aux  plus  grands  :  à  Lagrange,  à 
Laplace,  à  Fourier,  à  Cauchy.  Le  Ministère  de  l'Instruction 
publique  a  décidé  de  publier  sans  tarder  les  Œuvres  de  Henri 
Poincaré.  Un  traité  a  été  conclu  à  cet  effet  avec  l'éditeur,  M.  Gau- 
thier-Villars,  que  tant  de  travaux  analogues,  exécutés  avec  un 
désintéressement  et  une  habileté  universellement  reconnus,  dési- 
gnaient pour  cette  tache  nouvelle.  Le  soin  de  surveiller  et  de  di- 
riger la  publication  m'a  été  confié.  Je  n'en  verrai  pas  l'achèvement  ; 
mais  ce  sera  l'honneur  de  ma  carrière  d'en  avoir  provoqué  et  com- 
mencé l'exécution. 

(')  Comptes  rendus,  t.  163,  n°  10,  iG  octobre  1916,  p.  38i-382. 
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Le  plan  et  le  contenu  des  divers  \  olumes  ont  été  complète- 
ment arrêtés.  Dans  le  désir  de  provoquer  des  recherches,  j'ai  cru 
devoir  commencer  par  le  Tome  II,  parce  qu'il  contient  les  travaux 
les  plus  importants  de  la  jeunesse  de  Poincaré,  ceux  qui  concernent 
les  fonctions  fuchsiennes.  L'hommage  ainsi  rendu  à  un  savant 
illustre  se  doublera,  je  l'espère,  d'un  service  rendu  aux  géomètres. 

»  Dans  la  revision  et  la  correction  du  texte,  j'ai  eu  l'heureuse 
fortune  d'être  aidé  et  secondé  par  un  jeune  géomètre  des  plus 
distingués,  M.  Nôrlund,  professeur  à  l'Université  de  Lund.  Il 
avait  fait,  depuis  longtemps,  l'étude  la  plus  approfondie  des  tra- 
vaux que  Poincaré  a  publiés  sur  ce  beau  sujet.  Les  notes  nom- 
l,i  t  uses  qu'il  a  ajoutées  en  différents  endroits  et  à  la  fin  du  Volume 
mettronl  en  évidence  toute  la  valeur  de  sa  collaboration.  M.  Nôr- 
lund unit  à  sou  beau  latent  mathématique  une  parfaite  connais- 
sance de  la  Langue  française. 

\u\  remerciements  bien  vifs  et  bien  mérités  que  j'ai  le  plaisir 
et  le  devoir  de  lui  offrir,  je  désire  associer  M.  Ernest  Lebon,  pro- 
fesseur honoraire  de  l'Université,  lauréat  de  deux  de  nos  Acadé- 
mies, qui  a  revu  avec  le  plus  grand  soin  les  épreuves  et  qui  m'a 
déjà  donné  son  concours  si  précieux  pour  la  publication  du  Bul- 
letin des  Sciences  mathématiques  et  pour  celle  de  mes  Leçons. 

»  Commencée  avant  la  guerre  déchaînée  par  des  mains  crimi- 
nelles, la  publication  de  ce  Volume,  qui  contient  un  beau  portrait 
dû  à  notre  Confrère  de  l'Académie  des  Beaux-Arts,  M.  Waltner, 
s'esl  poursuivie  et  achevée  au  milieu  de  difficultés  de  toute  sorte 
et  malgré  la  lenteur  des  communications.  » 

Pourdonner  une  idée  de  ce  que  contient  le  Tome  II  des  Œuvres 
de  Henri  Poincaré,  uous  ne  croyons  pas  pouvoir  mieux  faire  que  de 
reproduire  la  Section  \  du  bel  Eloge  historique  lu  par  M.  Gaston 
Darboux,  en  qualité  de  Secrétaire  perpétuel,  dans  la  Séance  pu- 
blique annuelle  de  l'Académie  des  Sciences  le  i5  décembre  1913, 
et  reproduit  en  tête  de  ce  Volume  : 

Nous  sommes  obligé  de  passer  sous  silence  bien  d'autres 
recherches  publiées  pendant  cette  période  de  jeunesse,  pour  abor- 
der la  partie  la  plus  brillante  des  travaux  d'Henri  Poincaré,  celle 
qui  concerne  les  fonctions  fuchsiennes  et  kleinéennes. 

»  L'Académie  avail    mis  au  concours,  pour  le  grand  prix  des 
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Sciences  mathématiques  à  décerner  <*n  1880,  La  question  suivante  : 

»  Perfectionner  en  un  point  important  la  théorie  des  rqualions 
différentielles  linéaires. 

»  Le  prix  échut  à  Georges  Halphen  qui  allait  devenir,  pour 
bien  peu  de  temps,  hélas!  notre  confrère.  Mais  Poincaré avait  pré- 
senté au  concours  un  travail  où  il  avait  adopté  la  fière  devise  de  sa 
ville  natale  :  Non  inultus  premor. 

»  Dans  ce  Mémoire,  qui  fut  retenu  par  la  Commission  et  obtint 
la  mention  la  plus  honorable,  il  faisait  connaître  le  résultai  de  ses 
premières  études  sur  un  problème  qu'il  n'avait  pas  craint  de  se 
poser,  malgré  son  extrême  généralité  : 

»  Intégrer  toutes  les  équations  différentielles  à  coefficients 
algébriques. 

»  Il  serait  trop  long  d'indiquer  par  quelle  suite  de  déductions 
il  fut  conduit,  pour  le  résoudre,  à  introduire  de  nouvelles  trans- 
cendantes, fonctions  fuchsiennes  et  kleinéennes,  dont  la  décou- 
verte constitue,  aujourd'hui  encore,  son  titre  de  gloire  le  plus 
éclatant.  Je  me  bornerai  à  donner  une  idée  de  ces  nouvelles  fonc- 
tions, autant  qu'on  peut  le  faire,  sans  recourir  à  aucun  signe 
mathématique. 

»  La  théorie  des  fonctions  elliptiques  nous  avait  fait  déjà  con- 
naître les  propriétés  de  la  plus  simple  des  fonctions  fuchsiennes, 
le  module  de  la  fonction  elliptique  envisagé  comme  fonction  du 
rapport  des  périodes.  Cette  fonction  modulaire  avait  été  complè- 
tement étudiée  par  Hermite  qui  avait  fait  connaître,  en  particulier, 
la  remarquable  propriété  qu'elle  possède,  de  se  reproduire  par  des 
substitutions  fractionnaires  à  coefficients  entiers  et  au  détermi- 
nant un.  C'est  cette  propriété  delà  fonction  modulaire  (')  que 
généralise  Poincaré  en  considérant  des  substitutions  de  même 
forme,  mais  à  coefficients  quelconques.  La  question  se  dédouble 
alors  :  il  faut  d'abord  trouver  tous  les  groupes  discontinus  formés 
de  telles  substitutions;  il  faut  ensuite  former  les  fonctions  qui 
demeurent  invariables  quand  on  applique   ces  substitutions  à  la 

(')  Il  convient  de  ne  pas  oublier  ici  les  recherches  de  M.  H. -A.  Schwarz  sur 
la  série  hypergéométrique. 
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variable  indépendante.  C'esl  ce  double  problème  que  Poincaré 
résoul  ave»  une  -implicite  inespérée,  créant  ainsi  une  théorie  qui 
embrasse  comme  cas  très  particulier  les  fonctions  trigonomé  triques 
et  les  fonctions  elliptiques.  Son  analyse  lui  permet  d'énoncer  les 
mémorables  propositions  suivantes  qui,  comme  Ta  dit  notre  con- 
frère  G.  Humbert,   lui  donnent  les  clefs  du  monde  algébrique   : 

Deux  fonctions  fuchsiennes  qui  se  reproduisenl  lorsqu'on 
effectue  sur  la  variable  indépendante  les  substitutions  d'un  même 
groupe  -ont  liées  par  une  équation  algébrique 

Inversement,  les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  algé- 
brique quelconque  s'exprimenl  par  des  fonctions  fuebsiennes  et, 
par  conséquent,  par  des  fonctions  uniformes  d'un  même  paramètre. 

\  oici  enfin  les  deux  théorèmes  qui  le  conduisent  au  but  qu'il 
détail  proposé  :  l'intégration  de  toutes  les  équations  linéaires  à 
coefficients  algébriques. 

Toute  fonction  fuebsienne  provient  de  1  iu\  ersion  du  quotient 
de  deux  solution-  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre  à  coel- 
ficienl  -  a  Igébriques. 

•  L'intégrale  générale  «le  l'équation  linéaire  à  coefficients  algé- 
briques d'un  ordre  quelconque  peut  êl re  obtenue  par  les  fonctions 
zétafuchsiennes .  » 

Cette  dernière  proposition  attend  aujourd  hui  encore  ceux  qui 
en  montreront  toute  la  fécondité. 

TABLE    DES    MATIÈRES. 

Préface.  —  Éloge  historique  d'Henri  Poincaré,  par  M.  Gaston  Darboux. 

Première  Section.  —  Analyse  pure. —  Sur  les  fonctions  fuchsiennes  (*). 
Sur  une  nouvelle  application  et  quelques  propriétés  importantes  des  fonc- 
tions  fuchsiennes.  Sur  les  groupes  kieinéens-  Sur  une  fonction  analogue 
aux  fonctions  modulaires.  Sur  le-  groupes  discontinus.  Sur  une  classe 
d'invariants  relatifs  au\  équations  linéaires.  Sur  les  groupes  des  équations 
linéaires.  Sur  les  groupes  hyperfuchsiens.  Sur  les  fonction-  fuchsiennes 
'•i  les  formes  quadratiques  ternaires  indéfinies.  Les  fonctions  fuchsiennes 
el  l'équation  \u  =  e".  Grand  Prix  des  Sciences  ma  thématiques  (Géométrie, 

('i   II  \  a  treize  Notes  et   un  long  Mémoire  ayant  ce  titre. 
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prix  il u  Budget).  Sui  la  théorie  des  fonctions  fuchsienn es.  Sui  les  fonctions 
uniformes  qui  se  reproduisent  par  des  substitutions  linéaires.  Théorie  des 
groupes  fuchsiens.  Mémoire  sur  les  groupes  kleinéens.  Sur  \<--~  groupes  des 
équations  linéaires.  Mémoire  sur  !«•-  fonctions  zétafuchsiennes.  Les  fonc- 
tions fuchsiennes  et  l'Arithmétique.  I>e<  fonctions  fuchsiennes  el  l'équa- 
tion lu  =  e".  Fonctinii^  modulaires  et  fonctions  fuchsiennes. 
Notes,  par  M.  N.  E.  Nôrlund. 

La  It. 


COOLIDGE  (Julian    Lowkll).  \    Treatise  on  the  Circle  and  the 

Sphère,   i   vol.  gr.  in-8,   602   pages.  Oxford,  ;ii    the  Clarendon  Press. 
19 16. 

1.  Les  problèmes  dans  lesquels  le  Cercle  ou  la  Sphère  jouent 
un  rôle  sont  innombrables.  11  était  bien  tentant  de  réunir  en  un 
Traité  l'ensemble  des  résultats  obtenus;  la  principale  difficulté 
était  l'abondance  même  tics  matières.  L'Auteur  n'a  pas  voulu 
passer  sous  silence  le  côté  élémentaire.  L'inversion,  les  problèmes 
sur  les  cercles  tangents,  les  rapports  de  la  théorie  des  cercles  et  de 
celle  du  triangle,  l'étude  du  cercle  en  coordonnées  trilinéaîres,  les 
problèmes  de  construction  célèbres  l'occupent  tour  à  tour,  ainsi 
que  les  questions  analogues  relatives  à  la  sphère.  La  théorie  de  ce 
qu'il  appelle  le  plan  tétracy clique,  ci  Y  espace  pentasplu'rique, 
l'étude  du  groupe  des  transformations  circulaires  et  des  transfor- 
mations sphériques,  celle  du  cercle  orienté,  ou  des  sphères 
orientées,  les  systèmes  de  cercles  orthogonaux  à  une  sphère,  ou 
plus  généralement  les  systèmes  de  cercles  dans  l'espace  forment  le 
reste  du  Traité  qui  contient  un  très  grand  nombre  de  résultats 
harmonieusement  groupés,  avec,  de  temps  à  autre,  des  indications 
sur  des  sujets  de  recherches. 

2.  L'équation  d'une  sphère,  en  coordonnées  cartésiennes  rectan- 
gulaires homogènes,  peut  s'écrire 

ix0 ( x-  -r/2  -+-  z"-  -+-  V-  )  —  Xi  (j-2+y2  -+-  z-  —  t -  1 

-f-  ix*xt  -+-  ix$yt  —  ■ijr.zt  =  o. 

Les  quantités  complexes  X/,  (//<>.  1.  2,  3,   \\  sont  dites  coor- 
données de  la  sphère. 
Si  l'on  pose 


(yz)  =^iyhz/n 
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le  rayon  r  de  La  sphère  et  l'angle  h  «les  deux  sphères  x,  y  sont 
donnés  parles  formules 

r-  =  —. >  cos-  fj  =  • 

(wo-f-^i)*  {xx)(yy) 

L'ensemble  des  systèmes  des  valeurs  (#0,  #,,  .r2,  x3,  a?4)  satis- 
faisant  à  la  relation 

—  a?g  —  a?f  ■+-  a:|  -H  a?§  -+-  r?  =  o 

s'appelle  V espace  pentasphérique.  x0,  xt ,  xA  sont  les  coor- 

données  d'un  point  de  cet  espace.  Ceux  de  ces  points,  dont  les 
coordonnées  satisfont  à  une  équation  linéaire  de  la  torme 

i  i  i  =y„.rlt-+- .)'i-'-|  — .. .— r,.n  =  <»• 

seront  sur  nue  sphère,  M  r„.  r, .  i-  r;;.  y-,  son!  les  coordonnées 
de  cette  sphère  (y  ». 

O/?  peai  efa're  7'"'  l'espace  pentasphérique  correspond  à  une 
hypersphère  euclidienne  \  dans  l'espace  à  quatre  dimensions. 

Dans  cet  espace  pentasphérique.  l'équation  générale  d'une 
1  \  dide  sera 

\     N   ahkxu Xk  =  o         (  a,,k  =  «/. h  ), 

h = 0  .  A-  =  0 

le  discriminanl  |  «/,/, |  étant  différent  de  zéro  et  l'étude  des  cyclides 
revient  à  celle  de  cette  forme  quadratique. 

il  est  naturel  de  faire  intervenir  l'étude  du  groupe  des  transfor- 
mations ponctuelles  de  l'espace  à  quatre  dimensions  qui  laissent 
invariante  l'hypersphère  euclidienne  A,  correspondant  au  complexe 
des  sphères  de  rayon  nul. 

En  résumé,  il  est  important  de  remarquer  que  l'étude  de  Ten- 
semble  des  sphères  revient  à  celle  d'un  espace  non  euclidien  à 
quatre  dimensions,  où  l'absolu  correspondrait  au  complexe  des 
sphères  de  rayon  nul. 

3.  Dans  ce  qui  précède,  r  et  rosO  ne  sont  connus  que  par  leurs 
carrés.  On  apportera  plu-,  de  précision  en  orientant  la  sphère  et 
en  regardant  h'  rayon  comme  susceptible  d'un  signe.  Par  exemple, 
on  le  considérera  comme  positif  quand  chaque  normale  sera 
orientée  à   l'intérieur  de   la  sphère,  et  l'on  définira  cos 8  par  la 
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l'ormii  le 

COSO  =   ; ) 

irr 

r  et  r'  étant  pris  avec  leurs  signes  el  cl  désignant  la  distance  des 
centres  des  deux,  sphères. 

Ce  qui  précède  permet  de  définir  la  transformation  par  semi- 
plans  réciproques,  que  UÀuteur  appelle  inversion  de  Laguerre. 
Aualvtiquemenl,  nue  sphère  orientée  a  pour  équation 

X0(xi  —4—  J>-'2  — S—  Z"-)  -+-  'i.X-2-Tl  -+-  ix3yt  -+-  :u'j  zt  -+-  o.xx  t2  =  o 

avec 

—  iXflXi  -+-  x'i  -+-  x \  ■+-  x\  —  x\  =  o  : 

/  esl  défini  par  la  tbrmu le 


ht.  Dans  l'étude  des  cercles  orthogonaux  à  une  sphère  fixe  ou 
dans  celle  des  systèmes  algébriques  de  cercles  dans  l'espace, 
l'Auteur  fait  usage  des  coordonnées  pluckériennes  de  ces  cercles. 
La  méthode  est  toujours  la  même.  Si  l'on  choisit  une  figure  quel- 
conque comme  élément  de  l'espace,  on  fait  correspondre  un  à  un 
ces  éléments  aux  points  d'une  certaine  variété  dans  un  espace  d'un 
nombre  de  dimensions  convenablement  choisi,  et,  considérant  les 
transformations  de  cet  espace  qui  changent  la  variété  en  elle-même, 
le  problème  se  pose  de  chercher  et  d'interpréter  les  invariants  de 
ce  groupe  de  transformations. 

Prenons,  par  exemple,  les  cercles  orientés  de  l'espace,  c'est- 
à-dire  les  cercles  pour  lesquels  les  foyers  sont  pris  dans  un  ordre 
déterminé;  si  (x)  et  {x)  désignent  les  coordonnées  de  ces  deux 
foyers,  dans  l'espace  pentasphérique,  un  cercle  orienté  aura 
2i  coordonnées  homogènes,  pij,  p 

0  pij  =  Xi  Xj  —  Xj  xt  p  p  =  (  xx) 

liées  par  les  16  relations 

Pji  =  —  P'Ji         Qi(pp  )  =  o        ( i  =  o,  . . . ,  4 ), 

où 

^Qx(PP)  =>  PfrPte-*-  P^Psy  +PfcPtf 
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el  L'Auteur  démontre  que  la  totalité  des  cercles  orientes  de 
l'espace pentasphérique  correspond  un  à  un  aux  points  d'une 
variété  n  six  dimensions,  du  dixième  ordre.  Sg°,  dans  un 
espace  à  dix  dimensions. 

Comme  application,  il  étudie  la  méthode  bien  connue  de 
Laguerre  pour  représenter  les  points  imaginaires  de  l'espace. 

.">.  Le  dernier  Chapitre  est  consacré  à  ce  que  l'Auteur  appelle 
I  i  I  réométrie  di  Serent  telle  des  ^  sternes  de  cercles  non  orientés  », 
c'est-à-dire  à  celle  d'une  certaine  variété  S,!  dans  S9.  On  peut 
.•m  isager,  à  ce  poinl  de  s  ue,  d'abord  les  surfaces  cerclées,  puis  les 
congruences  de  cercles,  etc.,  el  démontrer  leurs  propriétés  infini- 
tésimales. 

La  méthode  de  K.ummer,  relativement  au  même  sujet,  consiste 
,i  faire  correspondre  aux  cercles  de  l'espace  pentasphérique  les 
droite-  d'un  espace  à  quatre  dimensions,  l'absolu  de  cet  espace 
non  euclidien  correspondant  toujours  au  complexe  des  sphères  de 
rayon  nul;  on  peut  ainsi  avec  fruit  appliquer  la  méthode  d'étude 
<\<-  l'espace  réglé  aux  -\  sternes  I  inéaires  de  cercles,  et  en  particulier 
.ni\  congruences  de  cercles. 

6.  Dans  cette  étude,  nécessairement  très  succincte,  il  m'est 
naturellement  impossible  de  rendre  compte  de  tous  les  points 
abordés  dans  ce  volumineux  Traité.  Très  riche  en  résultats,  sa 
lecture  sera  nécessaire  à  ceux  qui  désireront  diriger  leurs  recher- 
ches  de  ce  ente.  La  voie  leur  est  nettement  indiquée,  et  les  sujets 
d'études  ne  manquent  pus  dans  celte  interprétation  au  moyen  des 
systèmes  de  sphères  de  l'espace  non  euclidien  à  quatre  dimension-. 

R.  Le  Vavasselr. 


GRÔNFELDT  (St.).  —  Bibliothèque  mathématique  ue  G.  Mittag- 
I  i  i  i  lui.  Catalogue  systématique,  i  vol.  in-4".  xvi-345  page?,  imprimé 
-m  deux  colonnes.  Stockholm-Djursholm,  MCMXIV. 

Pour  don  11er  une  idée  précise  île  cet  un  portant  Ouvrage,  nous  ne 
saurions  mieux  faire  que  de  reproduire  la  très  intéressante  Préface 
dans  laquelle  M  .  <  îrônfeldt,  Conservateur  à  la  Bibliothèque  Royale 
de  Stockholm,  nous  fait  connaître  le  but  et  l'utilité  de  son  travail. 
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One  of  the  first  and  most  important  questions  for  the  student  of  mathe- 
matical  History  is  that  relating  to  the  avrilable  Sources  of  informations  ('). 

Cette  importante  question,  dont,  la  solution,  suivanl  celle  cita- 
tion, constitue  une  condition  primordiale,  surtout  pour  I  étude  de 
l'Histoire  des  Mathématiques,  se  pose  en  réalité,  pourrait-on  dire, 
dans  tons  les  domaines  de  celle  science.  D'un  autre  côté,  il  est 
vrai  que,  lorsqu'il  s'agit  d'études  limitées  aux  différentes  branches 
des  Mathématiques  modernes,  les  sources  d'information  sontassez 
abondantes  grâce  à  l'activité  des  Bibliothèques  publiques;  au  point 
de  vue  bibliographique,  ces  sources  sont,  au  surplus,  faciles  à 
consulter  (2).  11  n'en  est  pas  moins  certain  que,  pour  |>eu  qu  on 
approfondisse  telle  ou  telle  partie  d'une  science  quelconque,  on 
se  trouvera  fatalement  entraîné  vers  ses  origines,  c'est-à-dire  vers 
le  passé  et  les  devanciers  qui  ont  tracé  la  route  à  suivre.  Et  cela 
s'applique  d'une  façon  toute  particulière  aux  sciences  mathéma- 
tiques, étant  donnée  leur  caractéristique  méthodologique,  qui  est 
la  déduction.  Or,  lorsqu'il  s'agit  d'étudier  les  Mathématiques  des 
temps  plus  ou  moins  lointains,  la  recherche  des  sources  d'infor- 
mation indispensables  est  l'un  des  problèmes  préliminaires  qu'il 
convient  chaque  fois  de  résoudre.  Cela  est  parfois  d'une  exécu- 
tion peu  facile.  En  effet,  le  personnel  restreint  dont  disposent  les 
Bibliothèques  publiques  est  le  plus  souvent  entièrement  occupé  à 
suivre  à  la  trace  l'évolution  de  la  science  contemporaine  et  à  con- 
signer les  résultats,  toujours  plus  nombreux,  que  nous  vaut 
chaque  nouvelle  année  de  travail  scientifique;  c'est  seulement 
pour  un  petit  nombre  de  ces  bibliothèques  que  le  service  com- 
porte en  outre  le  devoir  de  recueillir  les  œuvres  et  les  documents 
du  passé,  devoir  qui  es!  toutefois  généralement  limité  au  seul 
passé  national. 

Par  bonheur,  l'initiative  privée  a,  presque  de  tout  temps,  com- 
plété heureusement  sur  ce  point  l'effort  public.  C'est  ainsi  que, 
notamment,  les  adeptes  et  les  protecteurs  des  sciences  mathéma- 

(')  D.-E.  Smith,  liara  arithmetica ;  Boston  and  London,   tgo8,  p.  ix. 
(-)  Cf.  F.  Mûller,  Fuhrer  durch  die  matliematische  Literatur;  Leipzig  and 
Berlin,   1909. 
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tiques  onl  souvenl  réuni  de  riches  collections  amplement  pourvues 
des  trésors  li\  resques,  rares  ou  ancien?,  traitant  de  leur  spécialité. 
Parmi  ces  bibliothèques  privées,  appartenant  à  une  époque  plus 
récente,  citons  celles,  très  importantes,  de  Libri,  du  Prince  Bon- 
compagni, de  Morgan,  sans  oublier  celles  du  Prince  Roland  Bona- 
parte et  de  M.  Plimpton. 

11  convient  de  ranger,  à  la  suite  de  ces  collections,  malheureu- 
sement toute-  dispersées  à  l'exception  des  deux  dernières  ci-dessus 
mentionnées,  la  bibliothèque  du  professeur  Mittag-Leffler, 
à  Diursholm,  près  Stockholm.  Cette  bibliothèque  comprend 
actuellement  environ  3oooo  numéros  occupant  une  longueur  de 
rayons  de  6oom;  le  nombre  des  manuscrits  s'élève  à  plus  de 
i  >~>u  numéros,  sans  compter  les  1 10  cartons  remplis  de  lettres.  Les 
livres  reliés  forment  près  de  i  i  ooo  volumes;  le  reste  (soit  pour  la 
plupart  des  extraits  et  des  thèses  de  doctoral)  se  compose  de 
brochure-  de  moindre  étendue,  conservées  dans  870  cartons  diffé- 
rents. 

Parmi  les  manuscrits,  la  partie  de  beaucoup  la  plus  importante 
soit  plus  de  [200  numéros)  se  compose  d'une  collection  de  copies 
el  de  fac-similés  de  manuscrits  traitant  de  sciences  mathématiques 
el  d'histoire  naturelle  et  datant,  partie  du  moyen  âge,  partie  des 
premiers  siècles  des  temps  modernes,  collection  qui  fut  originai- 
rement réunie,  au  pris  des  plus  grands  sacrifices  en  temps  el  en 
argent,  par  le  prince  Baldassare  Boncompagni  ('). 

Une  li-te  des  manuscrits  de  ce  trésor  unique  pour  l'étude  de 
l'histoire  des  sciences  mathémal  îques  a  été  déjà  dressée  et  publiée 
sous  le  titre  de  Catalogo  délia  Biblioteca  Boncompagni 
Partiel;  Roma,  1898).  La  partie  acquise  par  le  professeur  Mit- 
tag-Leffler figure  dans  cette  liste  sous  les  nos  507-1223,  elle 
se  compose  en  majeure  partie  d'Ouvrages  anciens  sur  les  Mathé- 
matiques, l'Astronomie  el  la  Physique,  ainsi  que  de  notices 
biographiques  sur  des  savants  ayant  cultivé  I  une  ou  l'autre  de  ces 
s<  iences.  C'est  ainsi,  sans  parler  d'un  certain  nombre  de  lettres 
émanant  d'illustres  savants,  qu'on  y  relève  quantité-  d'algorithmes 


(')  Cf.   Zeitschrift  f.   Mathematik    u.    Physik.  Hist.    lit.    ablh.,  t.  XXXIX, 
1  le  Bibliographe  moderne,  courrier  publié  par  II.  Stkin,  i.  II. 
1898,  p 
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el  d'abaques,  ainsi  que  des  Traités  d'Arithmétique,  'I  \  Igèbre,  de 
Géométrie,  d'Astronomie,  de  Physique,  «I»'  Géodésie,  etc.,  donl 
les  auteurs  sont  tant  des  arabes  que  des  Occidentaux,  roui  en 
renvoyant  le  lecteur  au  Catalogue  précité,  nous  nous  permettrons 
de  citer  ici  un  choix  de  noms  portés  par  les  très  nombreux  auteurs, 
anciens  ou  modernes,  représentés  dans  cette  collection,  soit  par 
des  lettres,  soit  par  des  Ouvrages  plus  importants,  ou  dont  la  vie 
cl  l'œuvre  s'illuminent  par  les  documents  qui  s'y  trouvenl  :  \de- 
lard  (vers  1 180);  Adelbold  (vers  l'an  1000)  ;  Albategnus  (albatani, 
vers  900);  Alkindi  (vers  85o);  Albertus,  Magnus  (1205-1280); 
Albertus  de  Saxonia  (\iv°  siècle);  Alphonse  X  (i223-i284); 
Arnoldo  de  Villa  Nova  (1  2  {8-1.!  1  4)  ;  Arzachel  (vers  1080);  Ber- 
nard, Edw.  (1638-1696);  Bianchini,  Fr.  (1662-1729);  Bernoulli 
(Lettres  datant  de  Hit)."),  etc.);  Blanchinus,  Io  (xve  siècle); 
Blasius  de  Parma;  Boethius  (vers  470-626);  Guido  Bonatti 
(xme  siècle);  Bonincontro,  L.  (1 4 10-1  5o2);  Brunetto,  Latini  (1220- 
i2o,5);  Giovanni,  Gampano  (xme  siècle);  Gastelli,  Bened.  (1077- 
[644);  Gataneo,  Pietro  (xvie  siècle);  Gauchy,  Augustin  (1789- 
i85-);  deux  longs  Traités  autographes  inédits  datant  de 
l'année  1 83  1  et  remisa  l'Académie  de  Turin  (■);  Ghasles,  Michel 
(1793-1880);  Gossali,  Pietro  (1 7 48-181  5) ;  Dell'Abacco,  Paolo 
(vers  i28i-i365);  Délia  Porta,  Giov.  (i538-i6i5);  Diophantus; 
Enclide;  Forcadel,  P.  (xviesièle);  Frontinus;  Galigai  (vers  i5oo); 
Gherardo  Gremonese  (1114-1187);  Gerbert  (Sylvestre  II; 
xe  siècle);  Leonardo  Pisano  (xme  siècle);  Lionardo  da  Vinci 
(1452-1319);  Leibniz  G.-W.  v.  (1646-1716);  Kircher,  Athanas 
(1601-1680);  Lagrange  (1736-1813);  Marlianus,  Io  (xve  siècle); 
Mersenne,  M.  (i588-i648);  Muhammed  ibn  Musa  (ixe  siècle); 
Murio  (Meurs),  Io  de  (xive  siècle);  Nunez,  P.  (1492-1 5-7)  ; 
Nemore,  lord  de  (xin''  siècle);  Paccioli,  Luca  (vers  i45o-i5o9); 
Ptolemams;  Sacrobosco,  Io  de  (xme  siècle);  Tartaglia,  Nice. 
(1006-1559);  Torricelli  (1608-1647);  Viete,  Fr.  (i54o-i6o3); 
Viviano,  Vinc.  (1622-1703);  Wallis,  John  (1616-1703)  ;  etautres. 
La  plupart  des  originaux  de  ces  copies  et  de  ces  fac-similés,  tous 
exécutés  avec  une  exactitude  diplomatique,  sont  dispersés  dans 
les  différentes  bibliothèques  italiennes,  publiques  ou  privées,  et 


(')  Cf.  Valson,  Vie  de  Cauchy,  t.  Il,  p.  vu:  Paris,  is'^- 
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avanl  tôul  dans  la  Bibliothèque  du  Vatican;  d'autres  sont  con- 
servés dans  des  bibliothèques  anglaises,  françaises,  belges,  alle- 
mandes, autrichiennes  et  suisses. 

Proviennenl  également  de  la  collection  Boncompagni  (ancien- 
nemenl  collection  Libri)  Unis  manuscrits  originaux  de  Niels 
1 1 •  - 1 1 r  î k  \lirl  :  Théories  [Recherchés)  sur  les  fonctions  ellip- 
tiques^ Christiania,  •>;  août  1828,  28  pages  in-8°;  Recherches  sur 
les  fonctions  elliptiques  [continuation) ,  07  pages  in-8°;  Notes 
sur  quelques  formules  elliptiques,  Christiania,  26  septembre 
1  828,   î  pages  111-i0. 

En  dehors  des  manuscrits  Boncompagni,  qui  constituent  un 
toul  à  part,  la  collection  des  manuscrits  de  la  bibliothèque  de 
\l .  Mittag-Leffler  se  compose  surtout  de  cours  universitaires  et  de 
la  correspondance  scientifique  du  propriétaire.  Il  faut  cependant 
citer  quelques  pièces  rares  de  moindre  importance  telles  que  : 
Extrait  d'un  Mémoire  contenant  une  nouvelle  théorie  des  attrac- 
tions d'un  corps  homogène  de  ligure  sphéroïdique  elliptique, 
Gœttingue,  5  novembre  1912,  en  transcription  originale  «le 
C.-F.  Gauss,  don  de  Joseph  Bertrand  à  Sophie  Kowalewski,  et 
donné  par  elle  au  propriétaire  actuel  :  une  Ici  lie  de  G.-(  i.  Jacobi  à 
Leverrier,  datée  <!<•  Berlin  1  1  octobre  1848;  une  poésie  religieux' 
de  caractère  patriotique  et  un  livre  de  (laisse  de  Cauchy,  etc. 

Parmi  les  cours  professés  à  l'Université  et  qui  constituent  une 
soixantaine  de  \  olumes,  on  relève,  outre  ceux  de  M.  Mittag-Leffler, 
des  cours  de  Borchardt,  Jacobi,  Kronecker,  kmumer,  J.  Liouville 
el  W  eierstrass  (  ce  dernier  représenté  par  22  volumes). 

\  cela  il  convient  enfin  d'ajouter,  ainsi  que  nous  l'avons  dit 
plus  haut,  la  correspondance  scientifique  que  M.  Mittag-Leffler, 
pendani  toute  sa  carrière  scientifique  embrassant  plus  de  4o  ans, 
.1  entretenue  avec  des  savants  contemporains.  Celle  correspondance 

compte  plus  de   i5 numéros.    Parmi   ces    correspondants   de 

\l.  Mittag-Leffler  nous  citerons  les  suivants  :  Appell,  Paul; 
Baltzer,  R..;  Beltrami,  E.;  Bertrand,  Joseph;  Betti,  E.;  Burens  de 
llaan,  D.  ;  Bjerkues,  C.-A.;  du  Unis  Raymond,  Paul;  Boltz- 
mann,  L.;  Boncompagni  (le  prince  B.);  Brioschi,  F.;  Cantor, 
Georg. ;  Casorati,  F.;Gayley,  \..',  Chasles (Michel) ;  Cremona,  L.; 
Curie,  Marie;  Darboux,  Gaston;  Darwin,  G. -H.;  Dedekind,  lî .  ; 
I  >  1 1 1 1 ,     l  .;     Echegaray,    .l<>s<;;    Einstein,      \.;     Ericsson,    John; 
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Fuchs,  L.  :  Fujisawa,  R.;  Ghasi  Moukhtar  Pacha;  Hadamard,  J.; 
Halphen,  G.;  Hermite,  Charles;  Hertz,  Heinrich;  Hilbert,  l>.: 
Jordan,  Camille;  lord  bvelvin;  K.œnigsberger,  L.;  K.owa 
lewski,  Sonja;  bvronecker,  L.;  K.ummer,  E.-E.;  Laguerré,  E.; 
Landau,  I"..:  Lie,  Sophus,  Lipschitz,  I'».:  Lorentz,  H. -A.; 
Liiroth,  J.;  Malmsten,  C.-J.;  Menabrea  de  Val  Dora;  Min- 
kowski,  II.;  Nevvcomb,  S-.  ;  Painlevé,P.  ;  Picard,  E.;  Poincaré,  II.: 
lord  Rayleigh;  Rosanes,  J.;  Schering,  E.  ;  Schiaparelli,  <■.: 
Schlàfli,  L.;  Schwarz,  H. -A.;  Stieltjes,  T.-J.;  Stokes,  G.-G.; 
Tisserand.  F.  ;  Tannery,  J.  ;  Tchebychef,  l'.-L.  :  Sylvester,  .I.-.I.: 
Volterra,  \  .:  Weber,  II.:  Weierstrass,  l\ .  :    ^.ngslrom,  V.-J. 

Sont,  actuellement  en  préparation,  parmi  les  lettres  de  cette 
collection,  en  vue  de  leur  publication  prochaine  dans  les 
Tomes  \  \  \  \  ll-\  XX  \  1 1 1  des  Icta  mathematica,  un  certain 
nombre  de  lettres  traitant  de  questions  scientifiques  el  émanaul 
de  Henri  Poincaré. 

Mentionnons  également  comme  se  rattachanl  aux  diverses  ques- 
tions susindiquées  une  très  riche  collection  de  portraits  (gra- 
vures et  photographies)  de  mathématiciens,  tanl  ancien-  que 
modernes.  Une  partie  de-  photographies,  soit  200  environ,  -e 
trouvent  reproduites  dans  les  Acta  mathematica, Table  générale 
des  Tomes  1-XXX\  :  igi3  :  ce  -ont.  celle-  de-  savants  avant 
collabore  à  celle  revue  connue,  dont  M.  Mittag-Leffler  est  le  ton- 
dateur  et  le  directeur. 

La  partie  la  plu-  importante  de  la  bibliothèque  de  \I.  Mittag- 
Leffler  se  compose  toutefois  des  Ouvrages  imprimés  consignés 
dans  le  présenl  Catalogue,  il-  forment  11000  volumes.  En  ce  qui 
concerne  celle  partie  de  la  bibliothèque,  non-  renvoyons  en  prin- 
cipe le  lecteur  aux  pages  suivantes. 

Cependant  nous  voudrions  attirer  l'attention  sur  le-  lie-  nom- 
breux Acta  ci  Revues,  donl  la  plupart  se  présentent  par  séries 
complète-,  ainsi  que  sur  la  section  des  auteurs  ancien-.  Il  esl 
rare  en  effet  qu'on  trouve,  dan-  une  bibliothèque  privée,  des 
Ouvrage-  de  ce  genre  représentés  d'une  façon  aussi  complète. 
Nousavons  déjà  insisté,  comme  il  convient,  sur  l'avantage  qu'offre 
aux  intéressés,  pour  l'étude  historique  des  Mathématiques,  la  sec- 
tion des  auteurs  anciens,  avec  ses  très  nombreuses  édition-  origi- 
nales, donl  une  dizaine  d'incunables.  Point  n'est  besoin,  dans  ces 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  v  série,  t.  XLI.  (Janvier  1917.)   ,  2 
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conditions,  de  motiver  spécialement  ce  fait  que  nous  axons  cru 
devoir  ranger  cette  section  à  part  au  point  de  \ue  bibliogra- 
phique. 

Outre  les  Ouvrages  rentrant  dans  l'un  quelconque  des  groupes 
de  matières  qui  ûgurenl  dans  le  présent  Catalogue,  on  trouve  dans 
la  bibliothèque  de  M.  Mittag-Leffler  quantité  d'Ouvrages  élémen- 
taires, traitant  des  diverses  parties  des  sciences  mathématiques, 
tels  que  manuels  scolaires,  recueils  d'exemples,  etc.  On  trouve 
encore  une  très  nombreuse  collection  de  publications  mathéma- 
tiques de  moindre  étendue,  mais  choisis  avec  beaucoup  de  soin, 
l<^  publications  d'une  réelle  valeur  étant  seules  conservées  dans 
la  collection,  telles  que  extraits  el  thèses  de  doctorat. 

Le  l.iii  que  les  Mathématiques  élémentaires  ont  <;tr  omises  dans 
le  Catalogue,  consacré  .1  la  description  d'une  bibliothèque  émi- 
nemment scientifique,  nous  parait  susceptible  de  se  passer  de 
commentaires.  Il  n'en  va  pas  de  même  pour  les  extraits;  on  sait, 
en  effet,  < | ne  ces  publications,  en  apparence  peu  intéressantes, 
traitent  souvent  des  progrès  les  plus  importants  de  la  Science. 
Si  ces  publications  ont  néanmoins  été  exclues  du  Catalogue, 
cela  a  tenu  uniquemenl  à  des  raisons  d'ordre  pratique.  Cette 
partie  de. la  bibliothèque  comprend,  en  effet,  1S000  numéros 
environ.  !>«■  plus,  le  profit  qu'on  pourrait  tirer,  au  point  de  vue 
scientifique,  de  la  classification  et  de  la  spécification  de  toutes  ces 
publications  non-  paraît  d'autant  plus  illusoire  que  ce  genre  de 
publications  a  déjà  fait  l'objet  d'une  bibliographie  systématique 
et  complète  (').  Quant  aux  thèses  de  doctorat,  généralement 
moins  importantes  au  point  de  vue  scientifique,  il  est  relative- 
ment facile  d'en  avoir  connaissance,  au  besoin,  par  l'intermédiaire 
des  bibliothèques  publiques. 

Comme  toutefois  nous  nous  sommes  proposé,  en  rédigeant  le 
présenl  Catalogue,  non  seulement  de  mettre  à  la  disposition  des 
intéressés  un  manuel  bibliographique  pouvant  servir,  le  cas 
échéant,  à  l'étude  des  hautes  Mathématiques,  mais  encore  de 
donner  une  fidèle  image  d'une  bibliothèque  existante,  telle  qu'elle 
a  été  inventoriée  par  nous,  il  nous  est  arrivé  de  mentionner  par- 


I   val   Society,    of    London,    Catalogue  0/  scientific    Papers    1800-1900, 
lex.  \ol.  1  :  Pure  mathematics;  Cambridge,  1908. 
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lois  des  publications  isolées  rentrant  dans  les  catégories  mention- 
nées plus  haut,  mais  ri, mi  rangées,  pour  une  raison  ou  pour  une 
autre,  parmi  les  livres  annotés.  Vussi,  en  nous  efforçant  d'atteindre 
le  second  des  objectifs  mentionnés  ci-dessus,  se  peut-il  que  nous 
nous  soyons  quelquefois  écarté  des  exigences  rigoureuses  d'une 
ordonnance  objective  et  scientifique;  grâce  à  l'index  alphabétique, 
il  est  toutefois  à  espérer  qu'on  pourra  se  tirer  d'affaire  sans  diffi- 
culté. 

En  terminant,  nous  nous  faisons  un  devoir  d'exprimer  ici  pu- 
bliquement notre  profonde  gratitude  à  M.  C.  Gronblad,  Conser- 
vateur à  la  Bibliothèque  Nobel,  à  qui  nous  sommes  redevables  de 
maints  précieux  conseils. 

Stanislaus  Grônfeldt. 

\  cet  exposé  si  intéressant  il  nous  suffira,  pour  donner  à  nos 
lecteurs  une  idée  complète  de  la  publication,  de  joindre  la  Table 
des  Matières  de  l'Ouvrage  : 

Colonne.  Colonne. 

Bibliographie 1  2.   Moyen  âge i3<) 

»,  1  :!.    vve  siècle \.\~> 

Manuels  :  ' 

4.  xvie  siècle 1  "> 7 

5 .  x.viie  siècle 1 93 


1.  Bibliographiques  cliver*.  11 

2.  Mathématiques i5 

Sociétés  scientifiques  et  Con- 
grès   19 


Décadents >  j  I 

Tables 01 

Algèbre 261 

Revues 43      Déterminants 271 

1.  Divers  auteurs 5o       Théorie  des  nombres 275 

2.  Un  seul  auteur 67       Calcul  des    probabilités  (avec 

n   m     ,•       w         î-                                           assurance) 281 

(collection  Wronski 79  ; 


Philosophie    et   enseignement 


Nomographie.. 290 


,       it     1   ■       .•                                o          Calcul  différentiel  et  intégral.  200 

des  Mathématiques bj  VJ 

Calcul  aux  différences  finies..  3 1 3 

Histoire:                                                       Équations  différentielles 3io 

Histoire      des      institutions                  Calcul  des  variation* 333 

scientifiques 97       Théorie  générale  desfonctions.  !  I7 

Histoire  des  Mathématiques.       99       Calcul  vectoriel. 355 

Fonction*  elliptique*  et    abé- 

liennes 36i 

Théorie  du  potentiel ')- \ 

Auteurs  anciens  :                                        Géométrie ">-', 

1.    Auteurs  classiques 127       Géométrie  non  euclidienne.  .  .  4°9 


Biographie n5 

Correspondance 123 
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Colonne.  Colonne. 

Mécanique... 4  '  7"           matique 4/' 

Physique  m  allié  m  a  tique /|  3q       Curiosités \j5 

astronomie  théorique. ...... .      î«>  i       Appendice J85 

Géo  lésie  ei  Géographie mathé-               Table  alphabétique '>'>- 

C.  D. 


LORIA  (Gino).  —  Guida  allô  studio  della  Storia  delle  Matematiche. 
\Januali  Hœpli).    \   vol.    m-8°.   xvi-9.28  pages.  Ulrico  Hœpli,    Milan, 
1916. 

I  ,c  | ici  il  Livre  que  M  .  Gino  Loria  présente  aujourd'hui  au  public 
appartienl  ;i  la  collection  bien  connue  des  Wanuali  ll<i[>li,  c'est- 
à-dire  qu'il  offre  au  lecteur,  en  plus  de  sa  valeur  intrinsèque,  tout 
ce  qu'il  peut  désirer  au  point  de  vue  typographique.  Le  caractère 
«•si  agréable  à  lire,  le  formai  commode,  aussi  bien  pour  la  biblio- 
thèque que  pour  la  poche,  et,  ce  qui  ne  gale  rien  et  caractérise 
bien  nos  amis  les  Italiens,  le  toul  présente  un  certain  souci  d'élé- 
gance, même  de  recherche. 

Ce  Livre  esl  le  résultat  ou.  pour  mieux  dire,  la  manifestation 
d'un  long  labeur  el  d'une  idée  poursuivie  avec  méthode  et  persé- 
vérance.  Au  reste,  si  les  circonstances  avaient  été  différentes,  il 
aurai)  eu  une  toul  autre  destinée.  Avantquede  paraître,  ce  Livre 
;i\.iii  déjà  une  histoire. 

\u  quatrième  Congrès  de  Mathématiciens,  tenu  en  avril  njoS, 
M.  Gino  Loria,  dans  une  Communication  Sur  les  moyens  pour 
faciliter  et  diriger  1rs  études  sur  l'Histoire  des  Mathématiques 
{Comptes  rendus  du  IV'  Congrès  de  Mathématiciens,  t.  JII, 
1908),  avait  manifesté  l'opinion  que,  pour  accroître  le  nombre 
trop  restreinl  de  ceux  qui  s'occupent  de  l'Histoire  des  Sciences 
exactes,  il  convenail  «le  rédiger  un  guide,  ou  un  INfanuel  si  ce 
dernier  terme  convenail  mieux,  destiné  à  éviter,  à  ceux  qui  vou- 
draient se  consacrer  à  ce  genre  d'études,  !<•>  hésitations  pénibles 
du  début,  les  faux  pas  el  la  perte  de  temps.  Il  ne  s'agissail  pas 
bien  entendu  de  former  artificiellement  des  historiens.  Cela 
aurail  été  aussi  illusoire  que  de  formuler  une  recette  pour  former 
des  savants  ou  des  artistes.  Mais  il  était  indubitablement  utile,  et 
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cela  était  possible,  de  recueillir  el  de  coordonner  les  règles  11 
suivre  par  ceux  <jui  cherchent  à  apporter  quelques  contributions  i 
nos  connaissances  sur  l'évolution  de-  Idées  el  des  méthodes  en 
Mathématiques. 

Ces  idées  étaient  depuis  Longtemps  déjà  chères  à  M.  Gino  Loria 
et  il  leur  avait  consacré  certaines  études,  tout  particulièrement 
dan-  les  Comptes  rendus.  <!<■  la  Société  italienne  pour  I  Avan- 
cement des  Sciences.  Encouragé  par  des  personnes  compétentes, 
il  avait  songea  les  réaliser  el  il  avait  pensé  à  un  Livre  collectif  de 
caractère  international.  Evidemment  les  conditions  politiques  du 
monde  sont  devenues  telles  que,  pour  une  période  de  temps  dont 
il  est  impossible  de  préciser  le  terme,  cette  réalisation  est  impos- 
sible, même  pour  un  Livre  d'un  caractère  exclusivement  scienti- 
lique.  M.  Gino  Loria  axait  depuis  longtemps  continué  à  rassembler 
les  matériaux  utiles  à  la  réaction  d'un  tel  Livre;  depuis  1898  c  est 
par  ses  soins  qu'est  publié  le  Bollettino  <li  Bibliografia  e  Storia 
délie  Scienze  matematiche;  il  n'a  pas  voulu  retarder  davantage 
son  apparition  et  il  vient  de  publier  cet  Ouvrage  qu'il  appelle 
modestement  un  essai  qui.  disons-le  tout  de  suite,  est  fort 
heureux. 

Le  Livre  est  divisé  en  deux  Parties  d'inégal  développement. 

Dans  la  première,  courte  par  son  objet  lui-même,  se  trouve 
succinctement  recueilli  tout  ce  que,  d'après  l'Auteur,  doit  néces- 
sairement connaître  celui  qui  veut  se  consacrer  à  l'étude  de 
l'Histoire  des  Mathématiques.  Cette  histoire,  comme,  du  reste, 
tout  antre  branche  de  l'histoire,  esl  une  reconstruction  du  passé 
faite  à  l'aide  de  toutes  les  sources  d'informations  aujourd'hui 
existantes.  Aussi  les  méthodes  de  recherches  ne  diffèrent-elles 
pas,  quant  au  fond,  de  celles  en  usage  dans  les  auti-es  branches  de 
l'histoire.  M.  Gino  Loria  a  cru  bonde  donner  quelques  généralités 
sur  la  méthode  historique  en  général  el  tout  particulièrement  sur 
les  applications  à  la  critique  littéraire.  Ceci  fait,  il  passe  rapide- 
ment en  revue  les  œuvres  et  périodiques  qui  permettront  de  fixer 
les  points  auxquels,  aujourd'hui,  sont  arrivées  les  recherches  sur 
l'Histoire  des  Sciences  exactes.  L'Auteur,  en  citant  un  Ouvrage, 
donne  un  rapide  aperçu  ou  tout  au  moins  une  appréciation  sur  son 
contenu.  Pour  bien  faire  comprendre  sa  pensée,  je  citerai  quelque- 
noms  d'auteurs  français  e1  quelques  titres  d'<  >u\  rages  bien  connu-  : 


' 
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E.  Picard,  La  Science  moderne  et  son  état  actuel  »;  P.  Tannery, 
Pour  l'histoire  de  la  science  hellène.  De  Thaïes  à  Empédocle  »; 
<;.  Milhaud,  -  Les  philosophes  géomètres  de  la  Grèce,  Platon  el 
ses  prédécesseurs  .  Il  dénombre  aussi,  avec  une  parfaite  connais- 
sance, les  grands  périodiques,  en  citant,  dans  chacun  d'eux,  les 
études  les  plus  remarquables  sur  l'Histoire  des  Mathématiques  qui 
\  figurent. 

I  >.i ii ^  la  seconde  Partie,  l'Auteur  t'ait  connaître  le-  moyens  qui 
-<>ni  aujourd'hui  à  la  disposition  de  ceux  qui  veulent  entreprendre 
quelques  recherches  historiques  nouvelles  sur  une  des  branches 
des  Scienees  mathématiques.  ■  <  le  sont,  dit-il,  les  auxiliaires  de 
cette  recherche.  Il  les  classe  en  trois  espèces  :  les  uns  sont 
biographiques,  les  aulres  bibliographiques,  enfui  le>  derniers  de 
nature  critique.  M.  Gino  Loria  s'est  particulièrement  étendu 
sur  la  biographie  el  les  collections  biographiques.  Il  a  noté 
par  pays,  el  dans  chaque  pays  par  régions,  les  sources  fondamen- 
tales. Pour  citer  quelques  noms  et  quelques  Ouvrages,  je  mention- 
nerai les  ■  Éloges  académiques  et  Discours  ■  de  M.  G.  Darboux, 
la  collection  intitulée  Les  Savants  du  jour,  due  à  M.  E.  Lebon. 
Un  long  Chapitre  est  consacré  aux  œuvres  complètes  et  corres- 
pondance- scientifiques.  Dans  l'énumération  de  ces  collections, 
on  a  plaisir  à  constater  que,  grâce  à  l'Institut  de  France  tout  parti- 
culièrement .  notre  pays  est  un  de  ceux  qui  est  le  plus  qualifié  pour 
faire  connaître  les  œuvres  de  ses  savants.  Nous  \  trouvons  men- 
tionné, en  outre,  les  œu\  res  de  ^..  Cauchy,  de  Fermât,  de  Laplace, 
de  Ch.  1 1 crin i te,  etc.  Parlant  des  renseignements  bibliographiques, 
I'  \nieiir  ne  pouvail  pas  ne  pas  citer  le  Répertoire  bibliographique 
des  Sciences  mathématiques.  Enfin  un  Chapitre  entier  est  consacré 
aux  moyens  de  nature  critique.  M.  Gino  Loria  y  mentionne  les  dif- 
férents périodiques  qui  sont  publiés  tant  en  France  qu'à  l'étranger 
el  donl  le  but  est,  en  particulier,  de  faire  paraître,  sur  tout  ce  qui 
est  publié  en  sciences  mathématiques  des  articles  de  critique  et 
des  ana  I  yses. 

Pour  terminer,  M.  Gino  Loria  expose  comment,  à  son  idée,  il 
I . i iit  procéder  pour  écrire  .>oit  la  biographie  il  un  mathématicien, 
soit  l'histoire  d'une  théorie  déterminée,  soit  une  histoire  générale 
les  Mathématiques  pendant   une  période  limitée  de  temps. 

En.  OurvET. 
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SUR  UN  THÉORÈME  DE  JOSEPH  BERTRAND 
RELATIF  A  LA  CINÉMATIQUE  DES  MILIEUX  CONTINUS  ; 

Par  M.  Paul   V.PPELL. 


I.  Joseph  Bertrand,  à  la  suile  d'une  discussion  avec  Helmholtz 
relative  à  la  théorie  des  tourbillons,  a  démontré  If  théorème  sui- 
vanl  :  Dans  tout  volume  élémentaire  d'un  fluide  eu  mouvement, 
entourant  un  point  M  du  fluide .  il  existe  un  ou  trois  éléments 
plans  B,  contenant  \l  a  leur  intérieur  et  tris  qu'après  un 
temps  infiniment  petit  dt  les  molécules  actuellement  sitm:es 
sur  B  se  retrouvent  sur  un  plan  parallèle  {Comptes  rendus. 
t.  LXVI,  1868,  iet' semestre,  p.  122-).  J.  Bertrand  termine  sa 
Note  en  indiquant  qu'il  vu  désaccord  entre  cerésultatel  c<  ceux 
d'un  Mémoire  tort  remarqué  du  Journalde  (relie.  1.  55,  p.  25     . 

On  sait  que  ce  désaccord  n'existe  pas:  on  sail  d'autre  part  que 
les  résultats  du  Journal  de  <  relie  avaienl  été  donnés,  bien  aupa 
ravant,  sous  forme  analytique,  par  Gauchy,  dans  un  Mémoire  pré- 
senté à  l'Académie  de>  Sciences  de  Paris ,  en  181 5  el  imprimé 
dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers  en  1827;  ce  Mémoire, 
intitulé  Théorie  de  la  propagation  des  ondes  a  la  surface 
d'un  fluide  pesant  d'une  profondeur  indéfinie,  esl  reproduit 
dans  le  premier  Volume  (ire  série)  des  QEuvres  complètes  de 
Cauchy,  imprimé  chez  Gauthier- Villars  en  1882  (2e  Partie 
Section  irc). 

Je  me  propose  de  montrer  sommairement  comment  le  théorème 
de  J.  Bertrand  conduit  à  des  recherches  dignes  d'intérêt,  dan^  la 
cinématique  et  la  mécanique  des  fluides. 

II.  On  sait  que  l:i  déformation  infiniment  petite  que  subit 
pendant  le  temps  dt  un  volume  élémentaire  fluide  entourant  un 
point  M(/.  1  .  z  1  d'un  iluide  peut  être  considérée  comme  résul- 
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du    , 
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dx 
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dw    , 
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;=     (Il 
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tant  d'une  translation  el  d'une  déformation  homogène  (dite  tan- 
gente a  I"  déformation  finie).  Celle  déformation  homogène  esl 
définie  par  rapport  k  desaxes  rectangulaires  M./'rV  dedirections 
fixes  passant  par  M.  par  des  formules  (  '  i  telles  que 

./•.    =  .  I  UU   \X  ft,2  «13  =  • 

,  i-,  z_  ,,.,,  \  i  —  ,/,,  .)•     -  a23  s', 

z\  =  a3l  '■       a  i  i       a33   s', 

dan-  lesquel  les 


//.  i  .  n-  désignant    les   composantes  à  I  instant  /  de  la  vitesse  du 
point  M . 

Le  théorème  classique  esl  que  celte  déformation  pure  peul  être 
considérée  comme  résultant  de  trois  dilatations  rectangulaires  el 
l'une  rotation  élémentaire  de  composantes  %  dt,  ~t\  dt,  Ç  dt,  où  le 
vecteur  :.  r,.  C  esl  le  vecteur  tourbillon  Û  au  point  M. 

Soienl  a.  [3,  y;  '/'.  fi',  y';  a  •  (3  '•  y"  les  cosinus  directeurs  de 
trois  demi-droites  \M>.  Ml)'.  Ml)"  formant  un  véritable  trièdre 
ayant  pour  sommet  l'origine  des  axes  M.oo'y'z',  et  a.  a',  "à"  tix>is 
coefficients  relatifs  au  point  Ma  l'instant t;  le  théorème  de  J.  Ber- 
trand revienl  à  ce  fait  que  l'on  peut,  toujours  déterminer  ces 
diverses  quantités  de  façon  que  les  équations  (i)  puissent  être 
mu ous  la  forme 

-y   /  ,       p   r,     -v  z\  =  (n-),  dt)\  j.  ■>'-■    ■  j        y  s'), 
n'j  ,    ■     .',  ,        ;   z\       <  i       X'rf*)'  *'ar'       pV+Y-Oi 

a  -  .    i  — -  v'-'i  =     '       ■'    "^  i    -'-'"'—  PV'"+"  V  z   ' 

En  effet,  remplaçanl  x\.  y\.  z\  parleurs  expressions  (  i)  et  identi- 
i i.i ni .  on  a  1 1  "i  -  groupes  de  trois  équations  dont  le  premier  esl 

i    x  («H—  /.  'il  i   •-  [3  a-.,       |  a  i    -  <>, 

i  a,    .-  |3i  a22-  -)  '//  i      y  "  -  "    " 

'   -/  «t,  ,  —  p  r/ ,-;  --  y<  a3a  —  X  dt)  =  o, 

Voyez  i //,///.   ,/Y  Mécanique,  t.  III,  '  liap.  \XX1I. 
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les  autres  s'obtenanl  en  accentuant  une  fois  ou  deux  fois  les  lettres 
grecques. 

(  )n  voil  alors  que  les  n  imbres  a.  /.'.  /.'  sonl   les  trois  racines  de 
l'équal  ion  cubique 


D(X)  = 


X  dt 


a», —  À  dt 


—  Idt 


Si  nous  prenons  ici  le  cas  général  où  les  trois  racines  sonl  dis- 
tinctes, d'ailleurs  réelles  ou  imaginaires,  nous  trouvons  donc  trois 
directions  MD,  MD',  MD"  dont  une  réelle,  les  deux  antres  réelles  ou 
imaginaires.  On  a  ainsi  le  résultai  suivanl .  en  interprétant  les  ('•filia- 
tions (3)  :  la  déformation  pure  tangente  peut  être  considérée 
comme  résultant  de  trois  dilatations  suivant  les  trois  axes  I». 
D' ,  D',  les  trois  cocj/icie/its  de  dilatation  ('■tant  X,  i.  .  /,'.  Si  une 
molécule  se  trouve  à  l'instant  t  dans  un  des  plans  B,  B',  B"  per- 
pendiculaires à  ces  trois  directions,  elle  s'y  trouve  encore  à  l'ins- 
tant t  -f-  dt:  car  si  l'on  a  par  exemple  à  l'instant  t 

i.  x'  -r-  $  y'  -*r-  y  z'  =  const.. 
on  a  aussi,  à  l'instant  t  -+-  dt, 

a  x\  -t-  [i  y\  -H  y  z\  =  const. 

Les  trois  plans  B,  B',  B'  forment  un  trièdre  supplémentaire  de  D, 
D',  D".  Les  arêtes  G.  G',  G"  intersections  respectives  des  plans  B'B", 
B"B,  BB'  sont,  comme  les  plans  B,  B',  B",  conservées  dans  la 
déformation. 

On  démontrera  facilement  que  le  théorème  de  J.  Bertrand  est, 
au  point  de  vue  analytique,  le  même  que  le  théorème  suivant 
aujourd'hui  bien  connu  et  discuté  dans  tous  ses  détails  :  Dans 
une  transformation  homo graphique  d  un  plan  en  lui-même, 
il  existe  trois  points  qui  coïncident  avec  leurs  homologues. 

III.  Employons  maintenant  les  notations  classiques 

du 

1     Sl=^r' 

dw         dv 

>     Vi=^+^> 

dw        àv 

■11— —  y  2 

dy         dz 
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dw 

du         On 
dz  +  Âr' 

dv         du 
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OX         oy 

du         dw 

Oz         dx 

dv         du 

"'        dx        dy 
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il  celles  dont    j'ai   fail   usage  dans  des  recherches  Sur  quelques 

fonctions  de  point  dans  l<>  mouvement  d'un  fluide  (  '), 

i    0    =  ei-t-  e2-+-e3, 

)  o    =  Yï-t-  Yi  +  Yi-  4(  eoes-H  £3^!  H-  e,  s2). 
/.   =4e1sis3-i-YiYiY3—  eiYÎ  —  EsYi  —  «sy!. 

'  y    =îeiçtH_ei1,iH_Slç«_h1fl1,+Tlçç  +  Tl^. 
Nous  verrons,  en  développant,  que  l'équation  D(l)  =  o  s'écrit 


16 
H Z  =  O . 

4 


Il  esl  ii  remarquer  que,  dans  la  dérivée  totale  par  rapport  au  temps, 
de  chacun  des  coefficients  de  cette  équation,  figure  le  suivant. 
\in^i  on  a,  d'après  les  formules  du  Mémoire  cité. 

£  =  •— (a'-r)- 

où  0'  est  formé  avec  le  vecteur  accélération 

,       du        Ou        Ou  Ou  du 

dt         dt         Ox  Oy  dz 

dv         Ov         Ov  Ov  0i> 

(i)  '    v    =  —    =  —    -+-  —  u  -f-  — -  v  -i ir  , 

^/<         dt  Ox  Oy  dz 

,       dw        Ow        Ow  Ow  dw 

dt  Ot         Ox  Oy  Oz 

comme  ')  .i\  ec  !<■  vecteur  \  itesse. 
De  même 

'  s  '       S  ('■''-  \  '',)  =  2(8'-<-lV-+-  "'  i  -  jSIï.Y1.  -  X  >i"+  «.)«'il 

"(!!!-isH(?+H' 


(')  Journal  de   Mathématiques  de   M.  Jordan,   .">•  sthie,   t.  IV  igo3,  p.  5,    et 

Uni  In  in   de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  \\\l     tgo3,  p.  68. 


,        du' 

t .,  —   —  » 

"y 

.        dw'        dv' 

du'        dw' 

Y'2=;  ~dz  "+"  ~àx 

dw'        dv' 

,       du         dw' 
1          dz          dx 
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où  Ton  a  pose 

du' 

dï' 

t'*=£+-dj> 

,      dv'        du' 
s  —  dx  ~   dy" 

Enfin 

+  ^^[(4£l£2-  YÎ)S'l  +  (ï2Ï3-    2e»ïi)ïl] 

-'(»■-? 

IV.  Sans  développer  davantage  ces  calculs,  je  montrerai  en 
terminant  commenl  le  vecteur  tourbillon  se  rattache  à  la  repré- 
sentation précédente. 

Ecrivons  les  équations  (4)  •' 

du        ,  dv        ^    dw 
dx  dx  dx 

du        „  dv  dw 

h  S 1-  y  -t—  ' 

dy  dy  dy 

du        „  dv  dw 

àz  "4" "  ^  dz  + '  Y  ~dz 

,  _     ,  d«        „,  di>  »  ^w 

d.r  dr        '    da? 

.  , . ,  _    ,  d«        „,  dp  ,  dw 

. ,   ,         ,  d«        ...  dp  ,  dw 

XV  =  «  r  +  PV+ïT" 
'  d~        '    ds  dx; 


xp  = 


M  =  «  —  +  P  -  +  Y  m» 


Ajoutons  les  trois  premières  équations  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  a! ,  $',  y'i  les  trois  dernières  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  a,  [3,  y;  puis  retranchons  membre 
à  membre  les  deux  équations  obtenues,  nous  aurons 

(X  —  X')  1  aa'-f-  (3 fi' 4-  yï') 

„   ,,  I dw        dv\         .      ,  ,,  /da        dw  \ 

,„  ,         „,.  /d^        du\ 
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Nous  obtiendrons  deux  autres  relations  analogues  en  permutant 
les  accents  de  X,  /. .  a.  (3,  y,  a',  V.  y'.   La  quantité  xa'+  fv'-î-yy' 

esl  cosDD'.  Désignons  par  a,  l>.  c  ;  rt'.  //.  c';  a  '.  6",  c",  les  cosinus 
directeurs  des  arêtes  <  1.  C,  <1  du  trièdre  donl  les  faces  sont  B, 
B',  B".  Mous  aurons 

a"  0"  c"  i 

-; Y  -  p-;'  "  aï'  —  V7-'  ""  ;^'—  y.i/  —  sinDD'  ' 

L'équation  ci-dessus  s'écrit  donc 

X'  )  coi  D  D'  =  2  ■  ;  a!       i\  b"  —  1_  c"  ) 

où  l<-  second  membre  esl  la  projection  Qc.  du  vecteur  tourbillon 
-m  l'arête  G".  On  a  ainsi  le  groupe  des  trois  formules 


i     -(X    —  /.     ICOt  DD'=:  ÛC", 

(n)  /  -(X'—  X")cotD'D"  =  Qc, 


-(!"-  X  )cot  D  D  =  <>,.■. 

Quand,  dans  l'élément  considéré,  le  trièdre  des  trois  demi- 
droites  Ml).  Ml)'.  Ml)'  est  trirectangle,  le  tourbillon  ù  est  nul, 
el  réciproquement.  Si  doue,  dans  un  élément,  ce  trièdre  est  tri- 
rectangle  à  1  instant  initial,  les  accélérations  dérivant  d'un  poten- 
tiel, il  l'est  toujours.  I).ui-  un  mouvement  irrotationnel,  tous  les 
trièdres  MIMVI)'  relatifs  à  tous  !<■>  points  AI  sont  trirectangles  à 
chaque  instant. 

Si  deux  des  droites,  par  exemple  MD  et  MD\  sont  rectangu- 
laires, le  tourbillon  tJ !  esl  dans  le  plan  de  ces  deux  droites. 
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COMPTES    li  i:\IU  S    ET    \\  \  I.VSKS 


INSTITl   I     DE    FRANCE.     ACADÉMIE    DES    SCIENCES.  Procks 

verbaux  des  séances  m.  l'Académie  h. mis  depuis  la  fondation  de 
l'Institut  jusqu'au  .mois  d'août  i 835,  publiés  conformément  à  une  décision 
de  l'Académie,  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels.  Tome  I\  :  An  1808— 
1  s  1  1 .  1  vol.  in-4"  Jésus  1  \i  '".  >  i5cm),  i\  iv  627  pages.  Hendaye 
(Basses-Pyrénées),  imprimerie  de  l'Observatoire  d'Abbadia,  on'!.  1  lui 
venir  chez  Gaul  hier-  \  illars,  Paris. 

Pour  I  an  1808,  Bougainville,  qui  passe  uormalemenl  à  la  prési- 
dence, désire  se  démettre  de  ses  fonctions  pour  raisons  de  santé  : 
la  Classe  n'accède  pas  à  sa  demande,  le  nouveau  vice-président, 
Tenon,  pouvant  le  remplacer  éventuellement. 

Le  1  1  janvier,  le  Ministre  de  l'Intérieur  annonce  que  l'intention 
de  S.  M.  I.  est  de  recevoir  séparément  le  compte  que  chaque 
Classe  doit  lui  rendre,  el  quelle  ordonne  qu  il  lui  soit  fait  un 
discours  d'une  demi-heure  de  lecture  qui  mm t  un  résumé  du  compte 
général.  La  députation  qui  portera  le  Rapport  sur  l'Histoire  des 
Sciences  à  S.  M.  I.  sera  composée  du  plus  ancien  de  chaque 
Section. 

Le  18,  lieau  Rapport  de  Vauquelin  sur  un  Mémoire  de  Chevreu] 
relatif  à  l'indigo. 

Le  20,  la  Classe  interdit  à  ses  membres  de  prendre  à  la  tète  d'un 
livre  ou  dans  les  journaux  le  litre  de  Membre  de  l'Institut  sans  le 
faire  précéder  de  son  nom. 

Gay-Lussac  lit  un  Rapport  sur  un  Mémoire  de  Malus  concernant 
l'action  des  corps  opaques  sur  la  lumière. 

Le  1er  février,  Vauquelin  analyse  un  travail  de  Thénard  mit  les 
combinaisons  des  acides  végétaux  avec  I  alcool. 

Le  8,  Tenon  rend  compte  de  la  présentation  à  Napoléon  Au 
rapport  sur  l'Histoire  des  Sciences.  La  députation  a  été  introduite 
par  un  chambellan  dans  la  salle  du  Conseil  d  Etat;  S,  M.  I.  a  daigné 
faire  donner  des  sièges  au  Président  el  au  Vice-Président.  \u 
discours  lu  par  Delambre,  S.  M.  I.  a  répondu  en  ces  termes  :  0  J'ai 

Bull,  des  Sciences  mathém.,    •    série,  t.  XLI.  (Février  t  y  »  7-)  ! 
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voulu  vous  entendre  sur  les  progrès  de  l'esprit  humain  dans  ces 
derniers  temps,  afin  que  ce  que  vous  auriez  à  me  dire  fui 
entendu  de  toutes  les  Nations  el  fermât  la  bouche  aux  détracteurs 
de  uotre  Siècle  qui,  cherchant  à  faire  rétrograder  l'esprit  humain, 
paraissenl  avoir  pour  bul  de  I  éteindre.  J'ai  voulu  connaître  ce  qui 
m,'  restail  à  faire  pour  encourager  \<>s  travaux,  pour  me  consoler 
de  m'  pouvoir  plus  concourir  autrement  à  leur  succès.  Le  bien  de 
mes  peuples  el  !-i  gloire  'I''  mou  trône  — 

|,e  <>.  rapporl  intéressant  sur  le  Traité  de  Navigation  de 
I  in  lîourg'iiel. 

Le  i  i  mars,  aperçus  curieux  dans  un  Rapporl  de  Charles  sur 
divers  Mémoires  de  I  lassenfratz  concernanl  la  colora  lion  des  corps. 

Le  -i.  compte  rendu  des  opérations  imaginées  el  exécutées  par 
Brémontier  pour  la  fixation  des  dunes. 

Le  28,  présentation  d'un  nouveau  cristal  très  supérieur  .m  11ml- 
glass  anglais. 

Le  11    avril,    nouvelle  édition  de   la   Théorie  de  l<i   Terre,  de 

<    l,H  1  .111I  ,   donnée    par   I  'oisSOll. 

Le  '.  Rapporl  monumental  lu  par  Cuvier  sur  les  recherches  de 
Gall  el  Spursheim  relative  -  au  ystème  nerveux  en  général  et  sur 
le  cerveau  en  particulier  :  les  Commissaires  ne  dissimulent  pas 
qu'ils  onl  un  instanl  hésiti  .1  se  charger  de  cet  examen  ;  leur  étude, 
qui  n'occupe  pas  moins  de  trente  colonnes  d'impression,  est 
cependant  la  plus  longue  qui  ait  été  insérée  aux  Procès-Verbaux. 

Le  g  mai,  un  membre  réclame  contre  un  article  du  Journal  de 
V Empire  dans  lequel  on  a  dénaturé  les  conclusions  d'un  Rapporl 
adopté  par  la  <  liasse. 

Le  ••  >,  un  membre  demande  expressément  qu'il  soit  placé  deux 
planches  noue-  dans  la  -aile  des  séances  :  il  en  est  ainsi  ordonné. 
Rapporl  de  Huzard  sur  l'impression  des  Cartes  géographiques 
par  le  procédé  Poleral . 

Le  6  juin,  accidenl  survenu  à  Gay-Lussac  par  une  explosion  de 
potasse  caustique  qui  s  es|  portée  dans  le-  \  V\w .  Réglementation 
du  régime  des  correspondants  qui,  au  nombre  de  loo,  seront  plus 
équitablemenl  répartis  entre  les  diverses  sections  de  la  classe  des 
Scien 

Le  1 G  août,  important  Rapportde  Lagrange,  Laplace  et  Biol  sur 
le  Mémoire  de  Poisson  relatif  aux  perturbations  des  planètes. 
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Le  M),  examen  d'une  proposition  >\<-  Burckhardt  Loucliaiil  la 
mesure  d'un  arc  du  parallèle  qui  passe  par  l'Observatoire  de 
Milan. 

Le  12  septembre,  Rapport  sur  une  voiture  destinée  au  service 
de  la  poste  aux  lettres.  Rappoi  l  sur  un  métier  à  fabriquer  le 
o  Thull  o,  dil  «  toile  d'araignée  »  ou  -  tricot  de  Berlin  ».  •  Rap 
porl  digne  d'attention  stir  le  plan  d'une  cuisse  de  prévoyance  el 
de  secours,  dont  l'auteur  esl  un  membre  de  l'Administration  des 
Hospices  civils  de  Paris  :  quiconque  s'occupe  d'oeuvres  d  assis- 
tance et  de  mutualité  \   trouverait  encore  matière  à  réflexion. 

Le  26,  Laplace  présente  un  supplémenl  à  son  Truite  de  Méca- 
nique céleste,  dont  l'objet  est  < I < ■  perfectionner  la  théorie  des 
perturbations  planétaires. 

Le  3  octobre,  la  Classe  constate  qu'elle  n'a  reçu  aucun  Mémoire 
sur  la  question  des  perturbations  des  planètes  à  orbites  liés  excen- 
triques et  très  inclinées. 

Le  1-,  il  faut  retenir  un  Rapport  de  Delambre  et  Burckhardt 
sur  un  travail  d'Oltmanns  concernant  les  positions  géographiques 
du  royaume  deW  estphalie.  notamment  celle  de  I  Observatoire  de 
Gottingen. 

Le  24.  présentation  de  Y  Acoustique  de  Chladni.  très  humoris- 
tique Rapport  sur  l'histoire,  les  espèces  el  les  vertus  des  Narcisses. 

Le  3i,  Watl  esl  élu  correspondant  clans  la  Section  de  Méca- 
nique. --  Saint-Michel,  procureur  général  à  Douai,  adresse  un 
Mémoire  ft Algèbre  descriptive . 

Le  -  novembre,  Biot  rend  compte  d'expériences  sur  la  propa- 
gation du  son  à  travers  les  corps  solides  et  à  Iravers  I  air  dan-  les 
tuyaux  cylindriques  très  allongés. 

Le  1  {,  la  Classe  accorde  l'entrée  des  séances  au  médecin  Fried- 
lander  qui  offre  s?>  services  à  l'Institut  pour  donner  des  extraits 
des  ouvrages  allemands  qui  seront  adressés  à  la  Compagnie. 

Le  21,  analyse  d'un  Mémoire  de  Larrej  sur  la  colique  de 
Madrid. 

Le  5  décembre,  Des  Essartz  et  Pinel  résument  un  Mémoire  >ui 
la  plique  polonaise,  par  Robin,  ancien  médecin  du  grand  I  rédérii 
alors  domicilie  a  Ben  j 

Le  19,  Rapport  important  de  Laplace,  Berthollet,  Chaptal  et 
llaiiv  sur  un  Mémoire  consacre  par  Malus  à  la   double   réfraction. 
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I  .  ..  i  i  Classe  propose  pour  sujet  de  prix  de  physique  en  1  S09 
la  question  suivante  :  «  Rechercher  s'il  existe  une  circulation 
dans  les  animaux  connus  sous  le  nom  d'astéries  ou   il  étoiles  de 

mer,  d'échinus,  sins,  etc.,  et,  dans  le  cas  où  elle  existerait,  en 

décrire  la  marche  H  les  01  ganes.   0 

Pour  1800,  Tenon  devienl  président  el  Pron)  est  élu  vice- 
président  . 

Le  i(>  janvier.  Rapport  de  Pronj  sur  les  moyens  employés  à 
l'Hôtel  de  la  Monnaie  pour  opérer  la  combustion  de  la  fumée  de  la 
..  machine  à  feu    >  qui  met  en  jeu  les  laminoirs. 

Le  io.  La  place  lii  un  Mémoire  sur  la  loi  de  la  réfraction  extra- 
ordinaire de  la  lumière  dans  les  milieux  transparents. 

Le  ">  février.  Prony,  Fessier  el  Berlhollet  donnent  un  Rapport 
intéressant  cl  importanl  sur  les  moyens  proposés  pour  dessécher 
I  étang  de  Capestrang,  situé  près  de  Narbonne. 

Le  >.- .  il  est  décidé  qu  un  prix  de  3ooofr  sera  décerné  au  savant 
qui  donnera  la  théorie  mathématique  des  expériences  acoustiques 
.1.'  Chladni. 

Le  1 3  mars,  Lagrange  lii  un  Mémoire  sur  la  Théorie  générale  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  tous  les  problèmes  de 
Mécanique.  —  Rapport  sur  le  iextanl  .1  réflexion  de  Lenoir  (intérêt 
historiqui 

Le  20,  Berthollel  rend  compte  des  résultats  du  concours  relalil 
aux  phénomènes  de  phosphorescence. 

Le  mi  avril,  rapporl  sur  un  nouveau  flint-glass  qui  donne  lieu  à 
une  étude  historique  de  la  fabrication  des  o I > | < •  « •  1 1 1 >  achroma- 
tiques. Rapporl  de  Laplace  ••!  Lacroix  sur  un  Mémoire  de 
Poisson  relatif  à  la  rotation  de  la  Terre. 

Le  'i  le  Mini-ire  de  l'Intérieur  transmet  mit  ampliation  d'un 
décret  impérial  sur  les  formes  à  suivre  pour  les  discours  qui  doi- 
vent être  prononcés  au  nom  des  Corps  devant  s;i  Majesté. 

!  1  :  mai,  rapporl  d<'  Carnot,  Charles  et  Prony  sur  une  nouvelle 
machine  .1  feu  poui  éle^  er  l'eau. 

Le  i5,  Rapport  de  Desmarest  sur  un  métier  à  filet. 

Le  >.'..  Rapporl  sur  un  Mémoire  de  Magendie  et  Delille  ayant 
[>oiir  litre  :  Examen  de  I  action  de  quelques  végétaux  sur  la 
lie  <  /uni- 


COMPTES    REMOUS   liT  ANALYSI  :  • 

Le  3  juillet,  Rapport  sur  un  Mémoire  de  Clievreul  relalil  au 
principe  amer  formé  par  l'action  de  l'acide  nitrique  sur  I  indigo 
(acide  picrique  i. 

Le  10,  Note  de  Burckhardl  sur  la  comète  de  Halle}  donl  il  a 
calculé  les  perl  urhations. 

Le  \-  juillet,  une  Commission  examine  les  moyens  d  augmenter 
l'activité  de  la  Classe  :  en  juin  en  effet,  deux  fois  de  suite,  le 
défaut  de  matière  a  obligé  de  lever  I  i  séance  peu  de  minutes  après 
l'ouverture.  La  Classe,  alarmée  d'une  disetleà  laquelle  elle  n  élail 
pas  accoutumée,  croil  y  trouver  trois  causes  :  i"  la  trop  grande 
affluence  des  étrangers  aux  séances,  ce  qui  intimide  plusieurs 
membres;  :>."  la  concurrence  de  sociétés  savantes  particulières; 
3°  l'accroissement  du  nombre  des  périodiques  scientifiques  qui 
permettent  une  publicité  rapide.  Elle  adopte  trois  mesures  :  res- 
triction des  entrées  aux  séances;  création d 'interprètes  qui  donne- 
ront des  analyses  des  travaux  étrangers;  impression,  dans  le- 
Mémoire-  de  la  (.lasse,  des  travaux  importants  des  Membres, 
même  lorsqu'ils  auraient  été  publiés  ailleurs. 

Le  .h.  Rapport  de  Desmarest  sur  un  métier  à  bas  de 
\\  iedmann. 

Le-  août,  analyse  d'un  travail  de  Clievreul  sur  les  substances 
précipitant  la  gélatine.  La  <  liasse  arrête  une  liste  de  56  personnes 
qui  auront  le  droit  d'entrée  aux  séances,  pour  avoir  remporté  un 
prix  ou  présenté  deux  Mémoires  :  on  \  relève  les  noms  d  Ampère, 
Clievreul,  Decandolle,  Clément,  Desormes,  Perce  val,  Poisson. 
Thénard,  V  enturi,  . .. 

Le  17,  Rapport  de  Lagrange,  Legendre  et  Delambre  sur  la  tra- 
duction des  Données  d'Euclide  dont  Peyrard  a  établi  aussi  un 
texte  critique  (il.  s'agit  des  Livres  7,  8,  9  et  10  qui  traitent  des 
quantités  numériques)  :  Delambre  apprécie  avec  compétence  les 
variantes  relevées  sur  divers  manuscrits. 

Le  4  septembre,  Arago  lit  un  Mémoire  sur  les  opérations  qu'il  a 
exécutée-  en  .Espagne  pour  la  prolongation  de  la  méridienne.  — 
Delambre  analyse  un  Mémoire  du  même  Arago.  datant  déjà  de  trois 
m  et  relatif  à  la  vitesse  de  la  lumière  :  il  donne  à  cette  occasion 
un  historique  de  la  question. —  L'Académiese  décide  à  pourvoir  à  la 
vacance  créée  dan-  la  Section  d'Astronomie  parla  mort  de  Lalande 
qui  sera  encore,  malgré  cela,  porté  encore  comme  absent  jusqu  à 
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|,i  fin  d'octobre.  Les  fonctions  des  interprètes  (Helma,  Eisenmann, 
Friedlander    sonl  réglementées,  mais  leur  rétribution  esl  ajournée. 

Le  r8j  ^rago  esl  élu  en  remplacement  de  Lalande.  —  Laplace  lit 
un  Mémoire  sur  la  libration  de  la  Lune. 

Le  -  j.  compte  rendu  d'un  Mémoire  de  Clievreul  sur  différents 
composés  formés  par  la  réaction  de  l'acide  sulfurique  sur  le 
c  imphre. 

Le  o,  octobre,  étude  des  moyens  de  faire  disparaître  el  réappa- 
raître l'écrilure,  ri  de  fabriquer  une  encre  indélébile. 

I  e  i<>.  Rapport  de  Legendre  sur  les  nouveaux  polygones  et 
polyèdres  étoiles  de  Poinsot,  professeur  de  Mathématiques  au 
Lycée  Bonaparte. 

Le  >o.  Rapport  rie  Deyeux  sur  les  manufactures  de  produits 
chimiques  qui  peuvent  être  dangereux  :  ces  établissements  sont 
répartis  en  trois  classes  suivant  leur  insalubrité. 

Le  i3  novembre,  lecture  d'un  Mémoire  de  Legendre  sur  diverses 
sortes  d'intégrales  définies.  —  R.appor1  sur  un  Mémoire  de  Delille  et 
Magendie  concernant  les  substances  émétiques,  el  où  la  méthode 
expérimentale  moderne  est  déjà  judicieusement  appliquée  :  «  Sans 
le  danger  de  mettre  au  jour  les  effets  puissants  de  ces  sortes  de 
poisons,  ce  Mémoire  aurait  dû  trouver  place  parmi  ceux  des 
Savants  étrangers.  » 

Le  5  décembre,  à  propos  d'une  nouvelle  lampe  de  Lange,  étude 
critique  des  systèmes  d'éclairage. 

Le  i  i.  présentation  de  VFlistoire  générale  <l<-s  Mathématiques 
de  Bossul . 

Le  26,  Rapport  de  Lacroix  el  Laplace  sur  un  Mémoire  de  Poisson 
-nr  le-  variations  des  constantes  arbitraires  dans  les  problèmes  de 
Mécanique  céleste.  Le  prix  de  la  double  réfraction  est  attribué 
a  l'unanimité  a  Malus,  lieutenant-colonel  au  corps  du  Génie, 
Membre  de  l'Institut  d'Egypte.  La  Classe  propose  comme  nouveau 
sujet  de  prix  la  théorie  mathématique  de  la  propagation  de  la 
chaleur  dans  les  corps  solides.  La  médaille  Lalande  esl  décernée  a 
Gauss,  pour  -a  théorie  des  planètes  el  -on  moyen  de  déterminer 
l'orbite  de  première  approximation  d'après  trois  observations  et 
sans  connaissance  préliminaire  d'aucun  des  éléments.  ■  Rapport  de 
Legendre  sur  un  travail  d'application  de-  logarithmes  aux  changes, 
a  I  usage  des  commerçants.         I  e  président  sortant  Tenon  lit  un 
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Rapporl  ~. h r  (|iicli|iics  objets  qui  paraîssenl  devoir  fixer  l'aUention 
de  la  Classe  i  liste  des  académiciens  défunts  el  encore  sans  «éli 
étal  de  la  bibliothèque  :  négligent  e  de    membres  pour  le  dépôl  des 
rapports;  situation  languissante  des  publications). 

Dura  h  i   1810,  la  (  la    i     era  pn    idée  pai   De  P \     elle  nomme 

I  >c  I  .acépède  vice-présidenl . 

Le  8  janvier,  annonce  de  là  morl  du  ci  unie  de  Fourcroy.  Pré- 
sentation par  Gay-Lussac  d'une  méthode  d'analyse  des  substances 
végétales  el  animale-.. 

Le  22,  nouveau  Rapporl  sur  les  divers  systèmes  de  lampes  à 
huile. 

I  .e   u),   1  lié na rd  est  élu  dans  la  section  de  Chimie. 

Le  26  février,  intéressanl  Rapporl  d'Huzard  sur  Y  Art  de  l'Im- 
primerie, de  Pierres.  Rapport  de  Chaptal  sur  un  Mémoire  de 
Bérard  consacré  à  l'acide  oxalique  el  aux  oxalates;  <le  Pinel  sur  un 
Mémoire  relatif  aux  accidents  causés  par  la  tarentule. 

Le  5  mars,  le  Ministre  de  l'Intérieur  invite  I  Institut  à  lui  pré- 
senter le  dessin  et  l'aperçu  de  la  dépense  de  ce  qu'il  se  propose  t\r 
faire  pour  l'illumination  générale  de  Paris  à  l'occasion  du  mariage 
de  S.  M.  I. —  Carnol  fait  hommage  de  son  Ouvrage  intitulé  :  De 
la  défense  des  places  fortes. 

Le  21  mai,  Rapporl  de  Laplace,  Biol  et  ^.rago  sur  la  mesure  des 
hauteurs  par  le  baromètre,  d'après  Daubuisson. 

Le  28,  Rapport  de  Burckhardl  sur  une  pendule  à  éphémérides. 

Le  18  juin,  lecture  d'un  Mémoire  de  Rochon  sur  la  double 
réfraction. 

Le  ((juillet.  Gergonne  el  Lavernède  adressenl  le  premier  cahier 
des  \nnales  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  -  La  Classe 
adopte  le  principe  de  désigner  à  l'avance  des  commissaires  pour 
se>  dix  ers  prix. 

Le  3o,  Malus  présente  un  goniomètre  de  son  invention. 

Le  i>  août,  .Malus  est  élu  dans  la  Section  de  Physique. 

Le  ie'  octobre,  le  prix  d'Anatomie  et  de  Médecine  est  accordé  à 
Cuvier  pour  ses  Leçons  d'Anatomie  comparée. 

Le  i5,  Rapport  de  Lacroix  sur  un  Mémoire  présenté  par 
\\  ronski  et  ayant  pour  titre  :  Premiers  principes  des  méthodes 
analytiques 
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Le  i6  novembre,  comple  rendu  |»;ir  \  auquel  in  de  deux  Mémoires 
de  N'y  s  Le  n  sur  les  effets  asphyxiants  des  gaz,  et  notamment  sur 
I  influence  des  gaz  injectés  dans  les  veines  à  l'égard  des  phénomènes 
de  la  respiration. 

Le  3  décembre,  Legendre  lii  un  Mémoire  sur  la  réduction  des 
fonctions  de  l'ellipse  i  fonctions  elliptiques). 

Le  \~.  Rapport  sur  les  observations  des  solstices  el  des  équi- 
noxes   de    Mathieu;  sur   nue    nouvelle   roue    hydraulique    de 

Cagniard-Latour  examinée  par  Garnot. 

Le  ■>.  î.  la  Classe  reçoit  les  Leçons  de  Mécanique  analj  tique, 
données  à  I  École  Polytechnique  par  De  Prony,  el  le  Traité  élé- 
mentaire d'  istronomie  physique  de  Bio.l.  —  Le  sujel  suivant  est 
proposé  pour  le  prix  de  Physique  :  o  Déterminer  la  chaleur  spé- 
cifique des  gaz,  en  la  comparanl  à  celle  de  L'eau;  déterminer,  au 
moins  approximativement,  la  variation  de  chaleur  spécifique  qui  est 
produite  par  la  dilatation  des  gaz;  indiquer  les  principales  consé- 
quences de  ces  nouvelles  déterminations  dans  les  théories  phy- 
siques, o 

Le.ii,  le  Grand-Maître  des  cérémonies  prévient  l'institul  que 
S.  M.  i.  en  recevra  les  Membres  individuellement  le  iel"  janvier, 
el  qu  ils  devront  être  en  grand  costume  complet.  LeprixLalande 
esl  décerné  aux  Mémoires  analytiques  de  Poisson.  —  Le  Ministre  de 
la  Guerre  demande  un  rapporl  sur  les  moyens  de  mettre  des 
bornes  aux  ravages  «les  teignes  qui  vivenl  aux  dépens  des  étoffes, 
des  fourrures  el  autres  objets  analogues.  Rapport  sur  l'analyse 
du  liui^  de  campêche.  laite  par  Ghevreul. 

Pour  i8ii,  Laplace  est  élu  vice-président  après  un  scrutin  de 
ballottage,  à  une  voix  de  majorité  sur  Gassini. 

Le  m  janvier,  Rapport  lu  par  Berthollet  sur  l'Ouvrage  de 
Thénard  el  Gay-Lussac,  intitulé  :  Expériences  physico-chimi- 
ques faites  à  V occasion  de  (a  grande  batterie  voltaïque  donnée 
à  l'Ecole  Polytechnique  /><ir  S.  M.  I.  < '.e  rapport,  auquel  ônl 
collaboré  Laplace,  Monge,  Ghaptal,  Haiïy,  ne  comprend  |>a>  moins 
de  56  colonnes;  il  est  le  plus  étendu  qui  aitété  publié  et  constitue 
un  document  fondamental  pour  l'histoire  de l'électroly se.  La  fabri- 
cation des  grandes  lunettes  astronomiques  donne  lieu  à  un  Rapport 
technique  de  Biol  qui  occupe  plus  de  20  colonnes. 
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Le  s8,  Rapport  désapprobalif  sur  nu  nouveau  systèi le  navi- 
gation par  bâtiments  à  fond  plat  à  semelle. 

Le  i  février,  Kapporl  sur  une  nouvelle  poudre  à  tirer,  composée 
de  muriate  suroxygéné  de  potasse,  de  nitrate  de  potasse,  de  soufre 

el  >l"  lycopo  le.        Rapport  de  Lacroix  el  Legeiidre  sur  un  Mé ire 

de  Vlourgues  consacré  à  la  fondation  de  société*  de  secours 
mutuels. 

Le  i  i ,  Cauchy  lit  un  Mémoire  sur  les  polygones  el  les  polyèdres, 
où  il  généralise  les  principes  donnés  par  Poinsot.  Il  donne  notam- 
ment ce  théorème  :  Si  l'on  décompose  un  polyèdre  en  tant 
d'autres  que  Von  voudra  en  prenant  à  V intérieur  de  nouveaux 
sommets,  la  somme  faite  du  nombre  des  sommets  et  de  celui 
des  faces  surpasse  d'une  unité  la  somme  des  Domines  des 
arêtes  et  celui  des  polyèdres  i  théorème  dont  celui  d'Euler  est  un 
cas  particulier  où  l'on  ne  considère  qu'un  polyèdre). 

Le  [8,  Vrago  lit  une  Note  sur  les  anneaux  colorés  el  sur  un 
nouvel  exemple  de  polarisation  de  la  lumière. 

Le  2."),  Hachette  l'ait  hommage  de  son  Traité  élémentaire  des 
machines. 

Le  j  mais,  compte  rendu  d'expériences  relatives  au  Strychnos 
el  à  d'autres  plantes  empoisonnées. 

Le  m.  Mémoires  de  Malus  et  de  Biol  sur  la  réflexion  de  la 
lumière. 

Le  [8,  Rapport  de  Lagrange  et  Lacroix  sur  un  Mémoire  de 
Gorancez  relatif  aux  conditions  qui  excluent  tous  les  facteurs  réels 
d'un  polynôme  algébrique  de  degré  pair,  et  la  distinction  à  établir 
entre  divers  ordres  d'imaginaires,  el  où  l'on  trouve  plusieurs 
points  dignes  de  remarque. 

Le  Ier  avril,  Rapport  de  Garnot  sur  le  nautile  sous-marin  des 
frères  Gœssin,  fondamental  pour  l'histoire  de  la  navigation  sous- 
marine  :  «  Il  n'y  a  plus  de  doute  qu'on  puisse  établir  une  navigation 
sous-marine  très  expéditivement  el  à  peu  défiais,  et  nous  croyons 
que  MM.  Gœssin  ont  établi  ce  fait  par  des  expériences  certaines.  » 
(p.  468-47o). 

Le  i5.  Rapport  sur  la  conversion  de  l'alcool  en  éther  par  l'acide 
arsénique,  effectuée  par  Boullay. 

Le  2Q,  Laplace  lit  un  Mémoire  sur  les  intégrales  définies. 

Le    i3   mai,    la   maison    Pleyel   adresse  des  cordes    métalliques 
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fabriquées  dans  ses  ateliers  avec  des  métaux  de  France  (il  s'agit  «le 
faire  concurrence  aux  cordes  de  Nuremberg).  —  Jenner  est  élu 
associé  étranger. 

Le  20,  Gorvisarl  est  élu  dans  la  Section  de  Médecine. 

I  e  _  Desormes  et  Clément  présentent  un  nouveau  procédé  de 
élalion. 

I  .c  in  juin,  Rapport  sur  un  système  de  signalement  méthodique 
des  plantes,  proposé  par  Lefèvre. 

Le  i".  Lacroix,  chargé  de  rendre  compte  d'un  Ouvrage  de 
Wronski,  intitulé  Introduction  à  la  philosophie  des  Mathéma- 
tiques et  lechnie  <l>>  Falgorithmie,  déclare  que  ce  travail  est 
fondé  sur  une  métaphysique  qu'il  n'a  point  étudiée  et  qu'il  lui  est 
impossible  de  rendre  le  compte  qu'on  lui  demande. 

Le  >j.  Biol  et  Laplace  examinent  un  Mémoire  sur  la  Théorie 
des  moments  d' inertie,  présenté  par  Binet,  répétiteur  à  l'Ecole 
Polytechnique.  I  ne  grande  partie  de  ce  travail  est  devenue  clas- 
sique; l'analyse  cependant  mérite  encore  lecture;  elle  se  termine 
ain^i  :  (s  La  manière  dont  M.  Binet  es|  parvenu  à  ses  théorèmes 
montre  beaucoup  de  sagacité  et  surtout  une  habitude  très  heureuse 
de  lire,  dans  les  expressions  souvent  compliquées  des  formules 
analytiques,  les  résultats  simples  qu'elles  renferment,  de  manière  à 
pouvoir  ensuite  les  rendre  sensibles  par  d'élégantes  constructions. 
('.cite  élégance  est  en  quelque  sorte  devenue  un  devoir  pour  les 
jeunes  géomètres  après  les  beaux  exemples  qu  ils  ont  eus  sous  les 
veux.  I.lle  en  est  surtout  un  pour  ceux  «pu.  comme  M  .  Binet,  ont 
étudié  à  l'Ecole  Polytechnique.  L'alliance  de  la  Géométrie  et  de 
I'  analyse  a  été  portée  à  un  tel  point  dans  celte  école  célèbre,  que 
des  considérations  qui  paraîtraient  extrêmement  compliquées  et 
difficiles  pour  les  personnes  peu  familiarisées  avec  la  Géométrie 
descriptive,  ne  paraissent  qu  un  jeu  pour  celles  qui  se  sont  appli- 
quées à  ce  genre  d'étude,  et  qui  se  sont  exercées  à  réaliser  dans 
leur  entendement  et,  pour  ainsi  dire,  à  voir  des  veux  de  l'esprit, 
ce  que  l'on  ne  pourrait  tracer  par  des  figures  que  d'une  manière 
extrêmement  pénible  et  grossière.  » 

Le  3  septembre  1810,  I'  académie  avait  décerné  le  prix  relatif  à 
l'application  des  Sciences  aux  Arts  utiles,  à  l'Ouvrage  de  Delambre 
sur  la  méridienne,  encore  que  Méchain  ail  collaboré  à  ce  travail  : 
sur  une  réclamation  des   entants  de  Méchain,   Arago  lil    le   L er  juii- 
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loi  iSi  i  un  Elapporl  où  il  amoindrit  le  rôle  de  Méi  hain  avec  un 
manque  de  générosité  el  de  lad  qui  choque  surtout  chez  l'ami  el 
le  protégé  de  I  >elambre. 

Le  22  juillet.   S.    \.  I..  M  ''  le  Grand-Duc  de  Frankforl  adi 
à  la  Classe  un  premier  Mémoire  intitulé:  Recherches  sur  les  ana- 
s  dans  les  sections  coniques. 

Le  12  août,  Rapport  sur  un  travail  de  Larre>  concernant  les 
amputations  dans  les  cas  de  gangrène.  Lecture  d'un  Mémoire 
<1"  Vrago  sur  de  nous  eaux  phénomènes  optiques  qu'il  a  observés  sur 
la  lumière  polarisée. 

Le  19,  lecture  d'un  Mémoire  de  Malus  sur  l'axe  de  réfraction  des 
cristaux  et  des  substances  organisées.  —  Rapport  sur  un  Mémoire 
de  Larrev  concernant  le  tétanos  (les  travaux  de  Larrev  sur  la 
chirurgie  militaire  sont  plus  queiamais d'actualité).  Le  Ministre 
de  l'Intérieur  transmet  un  décret  impérial  réglementant  les  forma- 
lités à  remplir  quand  une  Classe  de  1  Institut  voudra  exceptionnel- 
lement changer  le  jour  d'une  séance. 

Le  26  août,  Deschamps  est  élu  au  second  tour  pour  remplacer 
Sabatier  dans  la  Section  de  Médecine  ;  Larrev  n'arrive  qu'en 
troisième  ligne. 

Le  2  septembre,  mort  de  M.  de  Bougainville.  --  Présentation 
d'un  planimètre  graphique  pour  le  toisé  des  surfaces.  —  Rapport 
humoristique  d'Arago  sur  un  Mémoire  grotesque  de  Marc-An 
toine-César-Auguste  Sanchès,  ex-professeur  doctrinaire  aux  col- 
lèges de  Bordeaux  et  autres  villes.  Le  Conseil  de  perfection- 
nement de  l'Ecole  Polytechnique  comprendra  :  Monge,  ampère, 
Poisson  el  Deshays,  nommés  par  l'Ecole;  Lagrange,  Laplace, 
Berthollet,  nommés  par  la  Classe. 

Le  00,  Delambre  présente,  de  la  pari  de  l'auteur,  le  Traité  de 
Mécanique  de  Poisson. 

Le  -  octobre,  Delambre  lit  une  Notice  où  il  compare  l'optique 
de  Ptolémée  à  celles  d'Euclide,  d'Alhazen  et  de  ^  itellion. 

Le  1  j.  Legendre  présente  ses  Exercices  de  calcul  sur  divers 
ordre*  de  transcendantes  et  sur  les  quadratures. 

Le  21,  Rapport  de  Legendre  sur  un  Mémoire  de  Budan  qui 
n'arrive  pas  à  démontrer  rigoureusement  des  théorèmes  entrevus 
concernant  la  recherche  des  racines  réelles  d  une  équation  algé- 
brique. 
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Le  28,  Budan  proteste  contré  quelques  expressions  du  Rapport 
précédent.  -  Rapporl  de  Lacroix  sur  un  Mémoire  de  Paoli  ayant 
pour  litre  :  Réflexions  sur  les  équations  primitives  </ui  satis- 
font aua  équations  différentielles  entre  trois  ou  un  plus  grand 
nombre  de  variables. 

Le  j  novembre,  un  membre  demande  I  excculion  <l  un  arrêté 
l»ii>  par  la  Classe  pour  que  l'on  conserve  au  Secrétarial  les 
Mémoires  -. 1 1 1-  lesquels  on  aura  fail  de^  Rapports. 

Le  1  1,  Rapporl  d'Arago  sur  lu  Réfutation  de  lu  théorie  des 
fonctions  de  Hœné  de  \\  ronski  :  c'est  une  défense  très  nette  <!<•  la 
théorie  de  Lagrange,  ri  une  appréciation  sévère  des  prétentions 
du  rêveur  polonais.  Vrago  a  contribué  par  là  à  faire  omettre 
pendanl  longtemps  la  prise  en  considération  de  résultats  neufs 
enfouis,  il  csl  vrai,  sous  un  fatras  de  déclamations  philoso- 
phiques. 

Le  >').  Rapport  de  Sané  sur  une  nouvelle  manière  d'enfoncer 
les  pilotis  :  railleur  formulera  bientôt  une  réclamation  contre  ce 
Rapporl . 

Le  2  décembre,  découverte  d'une  nouvelle  comète  par  Pons, 
concierge  de  l'(  observatoire  de  Marseille. 

Le  i(i.  la  Classe  décerne  le  prix  relatif  à  la  chaleur  au  Mémoire 
poriani  pour  épigraphe  :  Et  igné  m  regunt  numeri,  el  donl 
l'auteur  esi  Joseph  Fourier.  Elle  propose  pour  nouveau  sujet  de 
prix  de  Mathématiques  la  recherche  des  lois  de  I  équilibre  élec- 
trique de  deux  sphères  mises  en  présence. 

Le    ' '>.    Bessel    adresse    un    Mémoire  sur   les   observations   de 

l'»iadle\  donl  il  a  déduil  les  ascensions  des  élodes,  leurs  déclinai- 
sons,  la  latitude,  l'obliquité,  les  réfractions.  Les  résultats  de  ce 
beau  travail  confirmenl  presque  entièrement  tous  les  éléments  qui 
servent  de  fondemenl  à  l'  astronomie. 

Le  3o,  le  prix  Lalande  esl  attribué  a  (  >ltmanns  et  à  Bessel. 

La  période  couverte  par  le  Volume  que  nous  venons  de  feuilleter 
esl  marquée  par  un  ralentissement  d'activité  que  la  Classe  elle- 
m. ■m.  ,  reconnu  el  donl  I..  cause  pourrail  bien  être  dans  l'influence 
déprimante  du  gouvernement  impérial.  Des  tableaux  permettent  de 
juger  de  l'assiduité  aux  séances  :  pour  181 1,  les  ronds  d'absence 
sonl  presque  aussi  nombreux  que  les  barres  de  présence.  Les  Rap- 
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I > < > 1 1  s  publiés  présentent  cenendaiil  une  forme  toujours  très  soignée 
fi  restent  des  documents  très  importants  à  consulter. 

fcrminons  par  une  observation  pratique  qui  s'applique  aux 
quatre  Volumes  parus  :  des  Tables  alphabétiques  permellenl  de 
trouver  ai  sémenl  tout  ce  qui  concerne  un  sa  va  ni  ou  une  institution, 
et  peuvent  rendre  de  grands  services  pour  l'établissemenl  de 
monographies. 

\  .     I3()l    I    \  M.IJi  . 


GRIALOt     (J.).  —   Coins  d'Hïdkaulique.  i    vol.  gr.   in-8",  vi-54g   pages. 
Paris,  '  «aul  hier-Vi  llars  el  <  '.  ".  i  g  1 6. 

L'Ouvrage  que  M.  Grialou  vienl  de  publier  conlienl  l'exposé 
du  cours  d  H  ydraulique  appliquée  qu'il  professe  à  Y  Ecole  centrale 
lyonnaise.  L'Auteur  _j  a  joint  quelques  études  d  Hydrodynamique. 

La  tache  de  l'ingénieur  qui  doil  calculer  le  rendemenl  d'une 
machine  est  assez  délicate.  Il  doit  en  eflel  construire  un  schème 

qui  soil  nue  approximation  |)lus  ou   ins  grande  de  la  machine 

réelle,  <•(  auquel  soient  applicables  les  raisonnements  mathéma- 
tiques. Pour  cette  conslrui  tion,  il  devra  s  appuyer  sur  des  résul- 
tats d'expériences,  el  c'esl  là  que  gil  la  difficulté,  car  un  appel 
peu  judicieux  à  l'expérience  peut  fausser  tous  les  calculs.  Il 
importe  donc  que  le  professeur  d'école  technique  sache  faire 
acquérir  à  ses  élèves  I  habileté  el  le  jugement  nécessaires  à  ce 
genre  <l<"  travaux .  Nous  ne  doutons  pas  que  M .  <  rrialou  ne  réussisse 
dans  cette  voie  ;  à  chaque  pas,  I  ai  util  mu  de  I  étudiant  esl  appelée 
sur  les  résultats  expérimentaux  auxquels  le  professeur  a  recours 
pour  étayer  ses  calculs  el  sur  l'usage  qu  il  fail  des  équations  de 
l'Hydrodynamique  théorique. 

On  sail  quelles  ressources  les  chutes  d'eau  des  régions  monta- 
gneuses du  sud-ouest  de  la  France  offrenl  à  l'industrie.  Lyon  esl 
trop  près  de  ces  régions  pour  que  M.  Grialou  ne  se  soit  pas  spé 
cialemenl  attaché  dans  son  cour-,  à  l'étude  des  roues  et  turbines 
hydrauliques.  C'est  donc  ces  questions  qui  occupent  le  plu  ^  de  place 
dans  l'Ouvrage.  Celui-ci  débute  par  un  rappel  des  notions  fonda- 
mentales d'Hydrostatique  et  d'Hydrodynamique  théoriques. 
le  cas  des  fluides  pariait-  La  relation  de  Bernoulli  est  obtenue 
de  deux  manières,  su  il  comme  corolla  ire  des  équations  de  l'Hydro- 
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dynamique  appliquées  aux  fluides  pesants  el  incompressibles,  soil 
en  appliquanl  le  principe  des  forces  vives.  Vienl  ensuite  l'étude 
des  questions  d'écoulemenl  des  liquides  dans  lesquelles  on  peul 
négliger  la  viscosité  el  le  frotlemenl  contre  les  parois  :  écoule- 
inenl  par  les  orifices,  les  ajutages  el  la  théorie  des  déversoirs. 
Xous  mentionnerons  ici  l'étude  que  M.  Grialou  fail  de  l'écoule- 
menl  dans  un  canal  ou  uu  tuyau  donl  la  section  varie  brusquemenl . 
(  )n  -  iii  qu'une  telle  variation  produit  mie  perte  de  charge  dont  la 
valeur  est  déterminée  par  le  théorème  de  Bélanger  ou  de  Borda- 
Carnot.  L'Auteur  détermine  cette  perte  de  charge  en  tenant  compte 
du  frottement  qu'exercent  l'un  sur  l'autre  les  différents  filets 
liquides.  Pour  cela,  il  admet  que,  dans  nu  tuyau  prismatique,  la 
d'un  lil(j(  liquide  situé  à  la  distance  r  de  l'axe  lu  tuyau  a 
une  expression  de  la  forme  \  M  eKZ-\-  e~nz).  Si  le  tuyau  est 
cylindrique,  cette  expression  <'-i  kiii  pi. m  ée  par  \  M  /  .  Ces  deux 
hypothèses  sont  justifiées  dans  une  note  placée  à  la  lin  du 
\  olume. 

M.  '  ni. don  passe  alors  .1  l'étude  si  importante  d<  -  tuyaux  de 
conduite.  '  )n  m  qu  "ii  doit,  dans  ces  questions,  tenu  compte  du 
frottement  du  liquide  contre  les  pai  lis  du  tuyau  et  introduire  ainsi 
un*-  fonction  de  la  vitesse  m  lyenne  du  liquide  exprimant  ce 
h  ittement.  Différentes  expressions  ont  été  proposées  pour  cette 
fonction.  En  se  basant  sur  l'hypothèse  de  iNavier  d'après  laquelle 
le  mouvement  d  un  liquide  dans  mi  tuyau  circulaire  à  section 
1  instante  se  ferait  par  tranches  concentriques  donl  la  vitesse 
décroît  à  mesure  qu'on  s'éloigne  de  l'axe  du  tuyau,  l'Auteur  se 
propose  d'établir  une  théorie  rationnelle  de  ce  mouvement.  11 
arrive  ainsi,  pour  la  perte  de  charge,  à  une  expie --ion  qui  dépend 
lu  coefficient  de  frottement  d'une  tranche  liquide  sur  une  autre 
tranche  liquide,  el  du  coefficient  de  frottement  du  liquide  sur  la 
p. moi  du  tuyau,  \pre-  avoir  étudié  différentes  questions  :  con- 
duites branchées,  tuyaux  de  diamètre  variable,  etc.,  M.  Grialou 
fail  l'étude  d'une  distribution  d'eau  eu  indiquant  sur  quels  prin- 
cipes on  se  base  pour  tracer  le  réseau  el  eu  calculant  ensuite  le 
diamètre  des  tuvaux.  Le  '  hapitre  se  termine  par  la  théorie  des 
:   ni  -  de  .  1    dans  les  tuj  au  s    li   1  onduite. 

I  •  Chapitre  suivant  traite  d<  l'écoulement  dans  les  canaux.  Le 
problème,  bien  qu'au, d  >_ue  au  précé  lent,  est  plu-  compliqué  en 
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<•<•  -en-  que  I''  1 1  >i  i  fiiifiii  contre  les  parois  amène  une  sorte  de 
dissymétrie  dans  le  uiouvemenl  i\r-  couches  liquides.  I  ..i  aussi 
I  auteur,  après  avoir  exposé  les  théories  déjà  connues,  donnera 
une  théorie  rationnelle  de  la  question.  La  première  étude  est  celle 
du  uiouvemenl  d'un  liquide  permanent  <'i  uniforme  dans  un  canal 
dont  la  section  admet  un  axe  de  symétrie.  L'Auteur  étudie  d'abord 
ce  mouvement  dans  l'hvpothèse  où  la  vitesse  esl  constante  dans 
une  tranche  horizontale.  Le  problème  se  ramène  à  I  intégration 
de  l'équal  ion  diiïèrenl  ielle 

<i- h         /" i  z  i  du        k      i         / ; ;:sin2 

>>:■-         J<  z  i    dz         i  f(z)  J  t 

où  u  désigne  la  vitesse,  i        /  '  z  I  él  inl  I  équation  de  la  section  du 
canal,  a  l'inclinaison  du  canal .  /. .     respectivement  les  coefficient 
de   rugosité  des  parois  el   de  viscosité   du    liquide,   z   la   hauteur. 
M.  Griulou  étudie  spécialement  le  cas  d'une  section  rectangulaire, 
où  l'équation  différentielle  devient 

■  >'u       ■■  /. 
5F      -i  " 


dont   l'intégra  le  e  il 


u  =  - 


i   ■  i    -"  i 

- 1  sina        ..    V    7  ~   -\/  ji 


k 


Al   et   N    sont   des  constantes  déterminées  par  le-   conditions  aux 
limite-. 

L'Auteur  passe  ensuite  au  cas  où  la  vitesse  varie  clans  une 
tranche  horizontale.  Le  problème  conduit  alors  à  l'équation  diffé- 
rentielle 

iT-  u        d'il        -si ii  y. 
«y*-      '  z 

dont  1  intégrale  est 

,,              .,                                  "-nia 
//  =  i  Me"~  ■+-  A  c   "'•  |  cosnjK ■ V-  —  A. 

les  constantes  \J .  \.  n,    Y  étant  déterminées  par  les  mêmes  condi- 
tions aux  limites  que  dans  le  problème  préi  édent 

Le  mouvement  permanent  d'un  liquide  dans  un  canal  ne  peut 
dans    tous    les    cas,    être    considéré   comme    uniforme  avec  assez 
d'approximation  pour  les  besoins  pral  iques.  Dans  le  cas  de  barrages, 
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,,,,,  exemple,  il  esl  nécessaire  de  considérer  le  mouvemenl  comme 
varié.  On  aborde  généralemenl  ce  problème  en  supposanl  que  le 
mouvemenl  se  ï;iii  par  tranches  successives,  <•!  c'esl  dans  celle 
hypothèse  que  M.  Grialou  traitera  cette  question  toul  d'abord. 
Mais  l'expérience  montre  que  cela  n'esl  pas  conforme  à  la  réalité  : 
il  \  .1  des  parties  de  Liquides  qui  reste.nl  stagnantes.  Ces  considé- 
rations  "iii  amené  I  auteur  ;i  traiter  la  question  en  lenanl  compte 
de  ce  dernier  point.  Il  se  borne  d'ailleurs  au  cas  d'un  barrage 
établi  dans  un  canal  à  section  rectangulaire  constante,  à  pente 
constante  également.  Il  revienl  sur  cette  question  à  la  (in  du 
\  olume,  après  une  étude  sur  le  mouvemenl  des  liquides  doués  de 
viscosité.  Différentes  questions  pratiques  sur  les  barrages  sont 
ensuite  traitées  el  quelques  pages  sonl  consacrées  aux  écoulements 
soulerra  ins. 

\\,,ni  d'aborder  l'étude  des  récepteurs  hydrauliques,  deux 
Chapitres  sont  consacrés,  l'un  à  la  question  -i  peu  avancée  de  la 
résistance  des  fluides,  l'autre  aux  mouvements  ondulatoires  des 
liquides  pesants  incompressibles.  En  peu  de  pages,  le  lecteur  est 
mis  .m  (oui, mi  'le-  principales  recherches  sur  le  premier  de  ces 
problèmes.  Le  second  problème  esl  traité  avec  quelques  détails; 
mentionnons  notammenl  la  théorie  des  colonnes  oscillantes. 

La  théorie  des  récepteurs  hydrauliques,  roues  el  turbines,  fail 
l'objel  des  trois  Chapitres  suivants.  M.  Grialou  commence  par 
établir  d'une  manière  générale  quelles  sonl  les  conditions  pour 
qu'un  récepteur  hydraulique  ail  le  rende menl  maximum  ;  pu is  il 
passe  à  l'élude  détaillée  des  roues  el  turbines.  Ces  études  sonl 
i',iii<>  avec  beaucoup  <!<•  soin  H  d'une  manière  complète.  L  auteur 
revienl  |>lns  l<>m  sur  ces  questions  dans  un  Chapitre  où  il  se  pro- 
pose d'appliquer  les  coordonnées  cylindriques  à  l'étude  des 
turbines.  En  fait,  il  ne  considère  ]>lu>  alors  que  deux  espèces  de 
turbines,  celles  que  l'on  appelle  turbine  centrifuge  el  turbine 
centripète  . 

L'étude  des  pompes  à  eau  el  du  bélier  hydraulique  esl  égale- 
ment faite  avec  •-«  >  i 1 1 . 

I  •  -  <  hapitres  restants  du  Livre  de  M.  Grialou  cessenl  d'être 
jiui  >  nu  ni  pratiqui  -  :  ce  sonl  d<  -  études  originales  de  I  auteur  sur 
différent)  questionsd'Hydrodynamique.  La  première  d<  ci  études 
esl  relative  au  mouvemenl   des  liquides  parfaits  dans  le  cas  où  la 
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pesanteur  est  la  seule  force  extérieure  à  considérer  Supposant  le 
mouvement  irrotationnel,  l'Auteur  se  propose  de  montrer  que, 
clans  certains  ras,  on  peul  prendre  comme  fonction  potentielle  une 
somme  de  termes  tels  que 

(AWs^  ■+■  Be-'V^)  cos  (mt  —  nx)  cos(m't  —  ny). 

l'axe  des  s  étant  vertical,  te  plan  des  xy  horizontal;  À,  B,  /£,  m, 
m'  des  constantes  et  t  le  temps  ;  ou  d'autres. analogues.  A  cet  ellet, 
il  considère  trois  exemples  d'écoulement  par  des  orifices. 

Dans  une  deuxième  étude,  partant  des  équations  de  Lamé  de  la 
théorie  de  l'élasticité,  l'Auteur  en  t'ait  l'application  aux  liquides 
visqueux  et  en  déduit  successivement  l'équation  analogue  à  celle 
de  Bernoulli  pour  les  liquides  parfaits,  celles  de  Helmholtz  pour 
les  composantes  du  vecteur  tourbillon.  Les  formules  trouvées  sont 
appliquées  à  l'élude,  déjà  faite  sommairement  plus  haut,  des 
remous  produits  dans  un  canal  à  section  rectangulaire  et  à  pente 
constante,  par  l'établissement  d'un  barrage;  on  y  introduit  toute- 
fois un  terme  correctif  tenant  compte  du  frottement  du  liquide 
contre  les  parois  du  canal.  Le  résultat  atteint  est  la  détermination 
de  l'étendue  des  remous  et  de  la  perte  de  force  vive  produite  par 
le  frottement  de  la  partie  liquide  en  mouvement  sur  la  partie 
stagnante. 

Une  étude  analogue  est  faite  du  déversoir  en  mince  paroi,  établi 
dans  un  canal  à  fond  horizontal,  illimité  en  amont. 

Enfin,  un  dernier  Chapitre  est  consacré  au  mouvement  d'une 
plaque  mince  dans  un  liquide  et  dans  un  gaz.  Ces  études  sont 
faites  en  partant  des  équations  des  liquides  visqueux  établies  plus 
haut. 

Trois  Notes  terminent  l'Ouvrage.  De  la  première,  relative  aux 
pertes  de  charge  dans  les  tuyaux,  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de 
dire  un  mot.  La  seconde  a  Irait  à  la  formule  de  Bernoulli  et  la 
troisième  au  mouvement  des  liquides  parfaits.  L'  \uieur  recherche, 
dans  celte  dernière,  des  expressions  remarquables  de  la  vitesse. 

A  l'heure  où  l'on  se  préoccupe  tant  en  France  de  l'avenir  de 
l'enseignement  technique  et  de  la  préparation  des  ingénieurs,  il 
estagréable  de  voir  paraître  un  Ouvrage  tel  que  celui  de  M.  Grialou. 
Ce  Livre  donne  en  effet  une  idée  du  niveau  élevé  que  cet  ensei- 
gnement a  déjà  atteint;  il  faut  savoir  gré  à  son  auteur  de  l'avoir 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XLI.  (Février  «917»)  i 
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publié  et  d'avoir  permis  ainsi  à  d'autres   que   ses  auditeurs   de 
l'Ecole  centrale  lyonnaise  de  profiter  de  ses  leçons. 

L'Ouvrage  est  édité  par  la  librairie  Gauthier-\  illars  et  C'e  avec 
le  soin  habituel  à  cette  maison. 

Luciex   Godeaux. 


CONWAY  (  A.-W.).  —  Relativitï  (E<linburg  Mathematical  Tracts,  n°3). 
i  vol.  in-8°,  vin— 43  pages.  London,  G.  Bell  and  Sons,  1 91 5. 

Ce  petit  livre  est  la  reproduction  de  quatre  Leçons  données  à 
l'Edinburgh  mathematical  Colloquium  par  M.  Arthur-W.  Conway, 
professeur  de  Physique  mathématique  à  University  Collège 
('Dublin),  sur  la  question  de  la  Relativité. 

L'auditoire  étant  très  composite,  l'Auteur  a  pensé  que  le  mieux 
était  de  suivre  l'ordre  historique  de  Lorentz  à  Minkowski.  C'est 
un  excellent  exposé  à  la  manière  anglaise,  réduit  au  strict  néces- 
saire pour  bien  savoir  comment  se  présente  aujourd'hui  la  question 
au  point  de  vue  strictement  scientifique,  un  peu  schématique,  sans 
aucun  encombrement  de  vues  à  prétentions  philosophiques.  On  en 
jugera  par  le  court  sommaire  de  chacun  des  quatre  Chapitres  qui 
composent  le  livre. 

Chapitre  I.  —  Les  relations  fondamentales  établies  par 
Einstein.  —  Rappel  très  rapide  des  expériences  relatives  à 
l'influence  du  mouvement  de  la  terre  sur  les  phénomènes  lumi- 
neux :  l'aberration  de  Bradlev;  l'absence,  inattendue,  de  tout  ellèt 
du  second  ordre  établie  expérimentalement  par,  Michelson  et 
Mosley. 

La  transformation  mathémathique  de  Fitzgerald-Lorentz.  qui 
met  la  théorie  d'accord  (approximativement)  avec  les  faits  observés. 

Renversement  du  point  de  vue.  Einstein  admet,  en  u)o5.  comme 
postulat  rigoureux  ce  qui  paraissait  peu  probable  avant  les  expé- 
riences de  Michelson-Morley,  et  ce  que  la  transformation  de 
Lorentz-Fitzgerald  ne  fournissait  qu'approximativement,  à  savoir 
I  impossibilité  de  mettre  en  évidence  par  quelque  procédé  que  ce 
soit  un  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme  d'un 
système    matériel,    avec    toutes    ses  conséquences.    Cinématique 


COMPTES   RENDUS   b)T   ANALYSES.  47 

d'Einstein,    composition   des    vitesses,    composition    des   accélé- 
rations. 

Chapitre  II.  —  Transformation  des  équations  électroma- 
gnétiques.  Transformation  générale.  Exemples  particuliers: 
effets  d'une  ligne  chargée  uniformément,  <mi  mouvement.  Mouve- 
ment d'une  sphère.  Propagation  des  ondes  planes.  ElTets  Doppler. 
Aberration  astronomique. 

Chapitre  TIT.  —  Application  au  Rayonnement  et  à  la  théorie 
des  électrons.  —  Mouvement  quasi-stationnaire.  Mouvement 
arbitraire. 

Chapitre    IV.    —    Transformation    de  Minkowski.    —    Les 

coordonnées  x,  y,  z,t  par  rapport  à  un  système  animé  de  la  vitesse 
uniforme  v  suivant  l'axe  des  x  sont  remplacées  par 

U=y, 


Z3  —  •*) 

;    Q  , 

:  a  —   j  ' 


im- 


posant 


c 

/         v*  I 
vitesse  de  la  lumière;   i  =  l  /  i I  • 

(3  =  cos6,  sin8  =  — p-y/^. 


la  relation,  entre  x,  t  et  £i,  £4,  est  une  rotation  de  l'angle  imagi- 
naire 9. 

Pour  bien  faire  comprendre  la  signification  de  cette  transfor- 
mation, M.  Conway  traite  d'abord  le  mouvement  rectiligne  d'un 
point,  puis  le  mouvement  plan,  et  enfin  l'existence  de  deux 
espèces  de  vecteurs,  quadruple  et  sextuple,  et  leur  relation  avec 
les  quantités  électromagnétiques. 

Tout  l'intérêt  de  la  transformation  de  Minkowski  est  dans  la 
symétrie  formelle  qu'elle  donne  aux  équations;  physiquement  elle 
n'ajoute  rien  aux  notions  introduites  par  Einstein,  et  n'en  diffère 
en  rien. 

M  .    Bl'.ILLOLTN. 
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EGHEGARAY  (José).  —  Conferencias  sobke  Fîsica  Matemâtica.  Curso 
de  1909  à  1910  :  Cuestiones  de  Analisis.  Aplicaciôn  ci  la  Fisica  ma- 
temâtica. 1  vol.  gr.  in-8,  392  pages.  Madrid,  Estableciniiento  Tipogiâfico 
y  Editorial  ;  1910. 

Ce  cinquième  Volume  (')  des  Conférences  de  Physique  mathé- 
111, 1  tique  de  M.  Echegaray  est  essentiellement  consacré  à  l'étude  de 
quelques  questions  d'Analyse,  assez  élémentaires,  qui  jouent  un 
rôle  constant  en  Physique  mathématique.  En  les  traitant  ainsi  à 
part.  l'Auteur  veut  éviter  d'avoir,  dans  les  Volumes  suivants  de 
son  œuvre,  à  interrompre  l'exposition  par  des  développements 
mathématiques,  sans  que  pour  cela  ses  Ouvrages  perdent  leur 
caractère  d'introduction  très  élémentaire  à  la  Physique  mathé- 
matique. 

Comme  pourtant  M.  Echegaray  n'a  nulle  répugnance  pour  le.s 
digressions,  il  n'a  pas  hésité,  après  l'examen  de  chacune  des  ques- 
tions d'Analyse  qu'il  étudie,  à  s'étendre  assez  longuement  sur 
quelques  problèmes  de  Physique  théorique  où  elles  interviennent 
plus  ou  moins  essentiellement  :  c'était  tout  indiqué,  dans  un  Cours 
de  Physique  mathématique.  D'ailleurs,  dans  ces  Conférences  qui 
sonl  plutôt,  comme  le  dit  leur  Auteur,  des  causeries  illustrées  par 
le  calcul,  un  programme  et  un  plan  rigoureusement  suivi  sont  inu- 
tiles, et  ce  sera  un  charme  de  plus  pour  ses  lecteurs  que  l'aisance 
avec  laquelle  M.  Echegaray  sait  utiliser  la  moindre  occasion  pour 
ouvrir  à  côté  du  sujet  principal  d'attachants  aperçus  sur  des  ques- 
tions voisines. 

La  première  des  questions  traitées  dans  ce  Livre  est  la  Théorie 
des  vecteurs  (Conférences  3  et  I).  Sans  insister  sur  l'étude  même 
de  cette  théorie,  suffisamment  classique,  l'Auteur  présente  à  ce 
propos  d'intéressants  développements  philosophiques.  11  précise 
par  quelle  abstraction  se  forme  le  concept  de  vecteur  et  comment 
(■!!<•  entraîne  naturellement  la  définition  des  opérations  sur  les 
vecteurs.  Il  définit  enfin,  d'après  Grassmann,  le  produit  interne 
et  le  produit  externe  de  deux  vecteurs  et  en  indique  les  principale.-, 
propriétés. 

Le  reste  du  Livre  est  consacré  à  l'établissement  des  théorèmes 
de  Green  et  de  Stokes  et  à  diverses  applications  de  ces  théorèmes. 

(')  Pour  l'analyse  des  Volumes  précédents,   cf.  Bulletin,  tgi5  et  191G. 
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Apres  avoir  indiqué  comment,  là  comme  en  d'autres  branches 
de  la  Science,  la  théorie  mathématique  a  devancé  L'expérimenta- 
tion, il  démontre  la  formule  de  Green  (nommée  plus  souvent 
formule  d'Ostrogradsky)  et  en  fait  quelques  applications  :  il  exa- 
mine ainsi  les  deux  cas  où  le  champ  des  vecteurs  considéré  dérive 
d'un  potentiel  ou  admet  un  facteur  intégrant  et  arrive  à  l'impor- 
tante formule,  connue  aussi  sous  le  nom  de  Green, 

Il  en  déduit  ensuite  les  deux,  équations,  fondamentales  en  Elec- 
trostatique, de  Laplace  et  de  Poisson,  el  se  trouve  ainsi  naturel- 
lement engagé  dans  une  digression  (Conférences  8  à  11)  sur  le 
problème  fondamental  de  l'Electrostatique  :  il  indique  comment 
se  pose  ce  problème  dans  les  théories  classiques  et  dans  les  théo- 
ries modernes  où  l'éther  joue  un  rôle  actif. 

M.  Echegaray  s'occupe  alors  de  la  formule  de  Stokes  et  de  ses 
applications  (Conférences  il  à  17).  Il  suit  dans  cette  étude  une 
marche  analogue  à  celle  qu'il  a  adoptée  pour  l'étude  du  théorème 
de  Green.  Il  démontre  d'abord  le  théorème  de  Stokes  en  suivant  la 
démonstration  donnée  par  Poincaré  dans  Electricité  et  Optique; 
je  crois  qu'en  cet  endroit  l'Auteur  aurait  pu,  vu  le  caractère  élé- 
mentaire de  son  Livre,  préciser,  plus  nettement  qu'il  ne  le  fait,  le 
rapport  entre  le  sens  positif  choisi  sur  la  normale  à  la  surface  et 
le  sens  de  circulation  sur  la  courbe  contour.  Il  examine  ensuite  les 
deux  cas  où  le  champ  admet  un  facteur  intégrant  ou  dérive  d'un 
potentiel  et  obtient  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  ces  circonstances  se  produisent. 

Pour  terminer,  de  même  que  le  théorème  de  Green  l'a  amené  à 
faire  une  étude  rapide  de  l'Electrostatique,  il  est  conduit  ici  à 
donner  une  idée  d'ensemble  du  développement  de  l'Electrodyna- 
mique  depuis  les  recherches  d'Ampère  (il  démontre  la  formule 
classique  qui  détermine  l'action  entre  deux  éléments  de  courant) 
jusqu'aux  théories  modernes. 

Je  passe  rapidement  sur  cette  fin  du  Livre,  comme  précédem- 
ment sur  la  partie  consacrée  à  l'Electrostatique.  On  n'y  trouvera 
pas  un  exposé  systématique  de  ces  théories,  mais  seulement  un 
premier  aperçu  d'ensemble,  souvent  très  rapide,  toujours  intéres- 
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3ant  parles-qualités  de  vulgarisateur  dont  fait  preuve  M.  Echegaray. 
L'Auteur  en  prépare  ainsi  une  étude  plus  profonde  qu'il  réserve 
pour  des  Volumes  suivants  de  son  œuvre  :  j'aurai  donc  l'occasion 
de  revenir  plus  longuement  sur  ces  questions. 

Joseph  Pérès. 


VBENBÉDER.  —  Compendio  de  Algebha  (Junta  para  ampliacion  de  estu- 
dios  e  investigaciones  cientificas;  Centro  de  estudios  histôricos).  Texto 
arabe,  Traducciôn  v  Estudio  par  JosÉ-A.  Sànchez  PÉREZ.  i  vol.  in-8°, 
xlviii  -+■  117 -H  76  (texte  arabe)  pages.  Madrid,  Moreto.  1.  1916. 

( ,  esl  à  l'heure  actuelle  une  tendance  assez  générale  en  Espagne, 
que  de  revendiquer  comme  espagnole  la  brillante  civilisation 
musulmane  dont  les  centres  furent  Cordoue,  Grenade,  Séville. 
Ainsi  M.  Sànchez  Pérez,  dans  la  Préface  de  ce  Livre,  affirme  que 
l'histoire  des  mathématiciens  hispano-musulmans  n'est  qu'uue 
partie  de  l'histoire  des  Sciences  espagnoles.  Cette  prétention  est 
évidemment  bien  discutable  :  il  est  impossible  de  séparer  l'étude 
»  I  e  -  écoles  mathématiques  hispano-arabes  de  celle  de  l'extraordi- 
naire mouvement  scientifique  qui,  du  vme  au  xve  siècle,  se  déve- 
loppe dans  tout  le  monde  musulman;  d'ailleurs,  l'influence  des 
savants  arabes  semble  bien  moindre  en  Espagne,  où  du  xvie  au 
x\  [11e  siècle  le  mouvement  scientifique  est  à  peu  près  nul,  que 
dans  d'autres  pays  d'Europe.  Quoiqu'il  en  soit,  ces  tendances  ont 
une  heureuse  influence  en  dirigeant,  vers  l'étude  des  nombreux 
documents  arabes  que  conservent  les  bibliothèques  de  leur  pays. 
un  groupe  notable  de  chercheurs  espagnols. 

Dans  l'Ouvrage  dont  j'ai  à  m'occuper  ici,  M.  Sânchez  Pérez 
publie  un  manuscrit  arabe,  daté  de  1 343,  actuellement  conservé  à 
la  bibliothèque  de  l'Escurial  :  Traité d  Algèbre  dû  au  mathémati- 
cien, probablement  hispano-arabe,  Abenbéder.  Le  Livre  débute 
par  une  assez  longue  préface  comprenant  essentiellement  : 

1"  l  ne  brève  étude  historique  «  quelques  données  sur  le  ma- 
nuscrit, son  auteur,  son  époque  ». 

20  Un  bon  résumé  analytique  du  manuscrit. 

M.  Sanchez  Pérez  nous  donne  ensuite  une  traduction  espagnole, 
aussi  littérale  que  possible  du  manuscrit;  pour  en  faciliter  la 
compréhension   il   a  eu  soin   d'indiquer  constamment,  en  notes, 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  5i 

l'interprétation  avec  les  symboles  mathématiques  dernes,  des 

calculs  de  Abenbéder.  Enfin  il  publie  le  texte  môme  du  manuscrit!. 

11  montre  dans  sa  préface  que  le  Traité  I  \  benbéder  a  constitué, 
chez  les  Arabes  de  l'Occident,  un  ouvrage  didactique  estimé,  pro- 
bablement assez  répandu  et  dont,  en  tout  cas,  il  a  existé  d'autres 
copies  (p.  xx,  note  i).  Nous  ne  savons  à  peu  près  rien  sur  son 
auteur,  nous  n'avons  même  aucun  renseignement  précis  sur 
l'époque  à  laquelle  il  a  vécu  (xne  ou  Kine  siècle?)  L'étude  histo- 
rique, d'ailleurs  sans  prétention,  de  M.  Sâncliez  Pérez  ne  nous 
apporte  pas  de  données  nouvelles  et  importantes  pour  la  résolution 
de  ces  questions  délicates  (*). 

Quant  au  Traité  d'Algèbre  lui-même  il  présente  de  grandes  ana- 
logies avec  d'autres  traités  déjà  connus,  par  exemple  celui  de 
Mohammed  ben  Mousa  et  celui  d'Al-Karkhi  (2).  Abenbéder  expose 
l'Algèbre  sans  employer  aucune  formule  et  en  opérant  toujours 
sur  des  exemples  numériques.  Son  Traité  comprend  deux  parties 
essentielles,  une  partie  théorique  et  un  choix  de  problèmes. 

Dans  la  partie  théorique,  Abenbéder  expose  d'abord,  sur  des 
exemples  numériques,  les  formules  de  résolution  des  équations  du 
premier  et  du  second  degré;  il  en  ignore,  bien  entendu,  les  solu- 
tions négatives.  Il  ne  nous  donne  malheureusement  aucune  indi- 
cation sur  la  méthode  qu'il  a  employée  pour  obtenir  ces  formules. 
Puis,  après  une  digression  sur  les  règles  de  calcul  des  racines 
carrées,  il  donne  les  règles  de  multiplication  et  division  des 
monômes,  indique  la  règle  de  multiplication  des  polynômes  et 
termine  par  l'exposé  des  deux  opérations  fondamentales  :  al'djabr 
w'al  moqabalah  (passage  d'un  terme  d'un  membre  dans  un  autre 
jusqu'à  obtenir  partout  des  termes  additifs,  réduction  des  termes 
semblables). 

Les  nombreux  problèmes  qui  terminent  le  Traité  d'Abenbéder 
conduisent  en  général,  après  diverses  transformations,  aux  équa- 
tions étudiées  précédemment.  Quelques-uns  d'entre  eux  supposent 
connue  la  théorie  des  progressions  arithmétiques;  nous  possédons 


(')  Remarquons  que.  comme  le  montre  M.  Sâncliez  Pérez,  il  est  impossible  de 
confondre  notre  algébriste  avec  le  géomètre  hispano-arabe  Abenbéder. 

(2)  L'analogie  se  poursuit  parfois  dans  les  détails  infimes.  Je  note  que  les 
exemples  numériques  d'équations  du  deuxième  degré  traités  par  Abenbéder  au 
début  de  son  Livre  sont  les  mêmes  que  ceux  de  Mohammed  ben  Mousa. 
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d 'ailleurs  d'autres  traités  d'Algèbre  arabe  qui  exposent  cette  théorie. 
Il  e^t  plus  intéressant  de  noter  qu'Abenbéder  nous  apporte  des 
renseignements  précieux  sur  la  façon  dont  les  Arabes  entendaient 
l'Algèbre  indéterminée.  Les  problèmes  indéterminés  de  l'Algèbre 
d'Abenbéder,  comme  ceux  de  l'Algèbre  d'Al-Karkhi  ('),  montrent 
que  les  Arabes,  là  encore,  ont  été  les  disciples  de  Diophante. 
Vbenbéder,  comme  Diophante,  se  contente  en  général  d'obtenir 
une  solution  rationnelle  ou  entière  d'un  système  d'équations 
linéaires  indéterminées;  il  traite  pourtant  plus  complètement  une 
équation  du  premier  degré  à  deux  inconnues,  en  en  déterminant 
■  probablement  paressais  successifs)  toutes  les  solutions  positives 
el  entières.  M  traite  enfin,  par  les  mêmes  méthodes  que  Diophante, 
des  problèmes  indéterminés  du  second  degré  (2). 

Connue  on  s'en  rend  compte  d'après  celte  analyse,  la  publication 
du  Traité  d'Abenbéder  ne  semble  pas  devoir  modifier,  dans  ses 
grandes  lignes,  l'opinion  que  nous  pouvions  nous  faire  sur  la 
Science  des  algébristes  arabes.  Il  existe  probablement,  parmi  les 
documents  nombreux  et  assez  mal  connus,  que  nous  offrent  sur 
les  mathématiques  arabes  les  bibliothèques  espagnoles,  des  ma- 
nuscrits plus  importants  que  celui  que  publie  M.  Sa'nchez  Pérez  : 
en  tout  cas,  je  trouve  faibles  les  raisons  qui  ont  guidé  son 
choix  (  cf.  p.  xvn,  dernier  alinéa). 

Ceci  ne  diminue  en  rien  l'importance  du  travail  de  M.  Sânchez 
Pérez  :  il  est  bien  clair  que  dès  qu'on  ne  se  contente  plus  d'une 
connaissance  superficielle  de  Y  étendue  des  mathématiques  des 
arabes,  dès  qu'on  veut  pénétrer  plus  profondément  leur  pensée, 
toujours  enveloppée  en  des  écrits  où  la  méthode  synthétique  est 
presque  exclusivement  employée,  il  faut  faire  une  très  fine  analyse 
et  comparaison  des  textes  qu'ils  nous  ont  laissés.  Pour  celte  étude, 
le  Livre  de  M.  Sânchez  Pérez  nous  apporte  un  document  de  grande 
valeur.  Tous  ceux  qui  auront  à  l'utiliser  apprécieront  les  hautes 
qualités  d'orientaliste,  la  solide  érudition  dont  M.  Sânchez  Pérez 
a  fait  preuve  dans  son  édition  du  manuscrit  d'Abenbéder. 

Joseph  Pérès. 


(')  Publiée  par  Woepcke,  Paris  i853. 

(:)  Solutions   rationnelles  de    x--~'<—y-,   x"- — 6x—y2,   etc.    Cf.  aussi   Al- 

K;n  khi. 
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DÉMONSTRATION  DIRECTE  DU  DERNIER  THÉORÈME 
DE  HENRI  POINCARÉ  : 

Par    M.    Tobias    DANTZIG. 


Le  théorème  en  question  a  été  énoncé  sans  démonstration  par 
H.  Poincaré  en  1912  (*).  Depuis  G.-D.  BirkhofF(2)  en  a  donné 
une  démonstration  indirecte  et  assez  compliquée.  L'essai  direct  et 
élémentaire  qui  suit  ne  sera  pas,  j'espère,  dénué  d'intérêt. 

Enoncé  et  notations.  —  Un  peu  généralisée  (3)  la  proposition 
peut  être  énoncée  comme  il  suit  : 

Etant  donnée  une  transformation  plane  T  jouissant  des 
propriétés  suivantes  : 

a.  Elle  est  continue  et  biunivoque; 

b.  Elle  conserve  les  aires; 

c.  Elle  laisse  deux  contour*  simples  fermés.  C  et  c,  dont  un 
est  à  l'intérieur  de  Vautre,  invariants  ; 

cl.  Elle  fait  avancer  les  points  de  c  dans  un  sens,  tandis 
quelle  déplace  les  points  de  C  dans  le  sens  opposé; 
e.  Elle  transforme  l'anneau  (Ce)  en  lui-même. 

Dans  ces  conditions  il  y  a  à  l'intérieur  de  l'anneau  au 
moins  deux  points  invariants. 

Dans  ce  qui  suit  j'indiquerai  ces  hypothèses  par  les  lettres  a, 
b,  c,  d,  e. 

(  ')  Bendiconti  del  Circolo  Mathematico  di  Palermo,  t.  XXXVIII,  1912,  p.  37.S- 
407. 

(')  Transactions  of  the  American  Mat hematical  Society,  t.  XIV,  iqi3,  p.  14-22. 
Traduit  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  1  < »  1 4 - 

(3)  Dans  l'énoncé  de  Poincaré.  les  contours  C  et  c  sont  des  cercles  concen- 
triques. 
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Choisissons  pour  origine  et  axe  de  coordonnées  polaires  un 
point  quelconque  O  à  l'intérieur  du  contour  c  et  une  demi-droite 
arbitraire  OX   {fig-   ')•   Soit  ?•  ^  ^es  coordonnées  d'un  point  P, 


Fig.   i . 


pi,  f),  celles  de  son  image  P, .  Supposons  de  plus  que  les  équations 
de  la  transformation  aient  été  mises  sous  la  l'orme 


i 


pi  =  r(?>b)> 

6,  =  <K-H 


<p  et  'l  étant  des  fonctions  continues  et  uniformes  de  p  et  8  (hypo- 
thèse a).  Il  en  sera  de  même  de  la  fonction 


Z  =6, 


4»i  p,  G)  — 8 


qui  représente  en  valeur  et  signe  l'angle  P,OP.  Cette  quantité  est 
parfaitement  déterminée  pour  tout  point  du  plan.  INous  l'appelons 
la  déviation  du  point  P  et  nous  posons 

(2)  z=/(?,e). 

Avec  cette  notation  l'hypothèse  d  peut  s'énoncer  ainsi  : 

La  déviation  est  positive  pour  tout  point  du  contour  inté- 
rieur c,  négative  pour  tout  point  de  C 

Le  lut  de  déviatiom  nulle.  —  Sur  tout  rayon  OR  il  y  a  au 
moins  un  point  pour  lequel  la  déviation  est  nulle.  En  effet, 
soient  ni  el  M  les  points  où  ce  rayon  rencontre  les  deux  contours. 
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Quand  le  point  P  se  déplace  de  m  en  M,  Z  esl  une  fonction  con- 
tinue de  p  :  positive  en  m  et  négative  en  M,  cette  fonction  doil 
s'annuler  au  moins  une  fois  dans  l'intervalle  ru  W . 

Considérons  le  lieu  de  ce>  points  de  déviation  nulle.  Les  points 

invariants,  s'il  \  en  a,  font  partie  de  ce  lieu.  Par  conséquent,  il 
est  essentiel  d'examiner  de  plus  près  ce  lieu.  iNous  allons  en 
établir  des  propriétés  remarquables. 

Lemme  I.  —  Tant  qu'il  s'agit  du  lieu  des  points  de  déviation 
nulle,  tout  se  passe  comme  si  T  était  une  transjormation 
centrale  de  centre  O. 

Car,  pour  un  point  quelconque  Dde  ce  lieu,  nous  avons  'j,  '). 
Par  conséquent,  l'image  lJ,  de  D  est  sur  le  rayon  OD. 

Il  s'ensuit  que  si  S  est  un  point  multiple  du  lieu,  le  point  S,. 
image  de  S,  est  sur  OS.  D'ailleurs  T  étant  une  transformation 
continue  et  univoque,  ce  point  S|  est  un  point  multiple  du  lieu 
transformé  et  de  même  ordre  de  multiplicité.  En  particulier,  si 
une  quelconque  des  branches  .du  lieu  est  une  courbe  simple 
fermée,  il  en  sera  de  môme  de  l'image  de  cette  branche. 

Une  autre  conséquence  de  ce  lemme  est  la  suivante  :  Si  un 
ravon  OU  touche  une  quelconque  des  branches  du   lieu   en  un 

Fis.  a. 


point  A,  le  contact  sera  conservé  en  A,  entre  le  rayon  et  l'image 
de  la  branche  {fig-  2). 

En  résumé,  l 'image  de  l'une  quelconque  des  branches  du 
lieu  de  déviation  nulle  est  une  courbe  de  même  nature,  essen- 
tiellement. 
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Lémme  II.  —  Parmi  les  brandies  du  lieu  de  déviation  nulle, 
il  y  enaau  moins  une  L  qui  estfermée,  ne  sort  pas  de  Vanneau 
(Ce)  et  entourr  complètement  le  contour  intérieur  c. 

Pour  le  montrer,  considérons  (2)  comme  l'équation  en  coordon- 
nées semi-polaires  d'une  surface  S.  D'après  l'hypothèse  a,  cette 
surface  est  continue  et  une  verticale  quelconque  ne  la  rencontre 
qu'en  un  seul  point.  Les  cylindres  verticaux  ayant  c  et  C  pour  bases 
coupent  S  suivant  deux  courbes  gauches  fermées  y  et  F  respecti- 
vement. D'après  l'hypothèse  d,  v  est  au-dessus,  tandis  que  T  est 
entièrement  au-dessous  du  plan  II  de  la  transformation.  La  section 
de  S  par  le  plan  TI  comprendra,  par  conséquent,  au  moins  une 
branche  L  qui  scia  nécessairement  fermée,  qui  ne  sortira  pas  de 
l'anneau  et  qui  entourera  c  complètement.  Or  cette  section  n'est 
antre  chose  que  le  lieu  des  points  de  déviation  nulle.  L'existence 
de  la  branche  est  ;iin>i  établie. 

Lemme  III.  —  La  branche  L  rencontre  nécessairement  son 
image  L,  et  en  deux  points  au  moins. 

Supposons  d'abord  que  L  n'ait  pas  de  points  multiples. 
L'image  L(  sera  aussi  une  courbe  simple  fermée,  entourant 
complètement  le  contour  c  et  ne  sortant  pas  de  l'anneau  (hypo- 
thèse t>\.  Si  alors  L  et  L,  n'avaient  pas  des  points  en  commun, 
L  serait  ou  bien  entièrement  à  l'intérieur  de  L(  ou  bien  entièrement 
;i  l'extérieur  de  L,.  L'aire  de  l'anneau  compris  entre  L  et  c  ne 
saurait  être  égale  à  celle  de  Vanneau  transformé  (L ,c).  ce  qui 
es!   contraire  h  l'hypothèse  b  (fig-  i)- 

Si  L  avait  des  points  multiples  en  nombre  quelconque  S,  S', 
S  ,  ....  S1'"',  en  éliminant  les  boucles  correspondantes,  nousaurions 
obtenu  un  contour  simple  SS'S7...  S^'K  Le  contour  transformé 
serait,  par  le  même  procédé,  dépourvu  des  boucles  (lemme  I).  Le 
raisonnement  précédent  s'appliquerait  alors  au  contour  dépourvu 
des  boucles.  Nous  allons  dans  ce  qui  suit,  en  parlant  de  la  courbe  L, 
toujours  Mipposer  que  ce  procédé  d'élimination  des  boucles  a  été 
appliqué. 

Quant  à  la  seconde  partie  du  lemme,  elle  suit  immédiatement 
<le  ce  lait  que  le  nombre  d'intersections  réelles  de  deux  courbes 
fermées  est  nécessairement  pair. 


MÉLANGES. 
Démonstràtiom  du  théorème.  —  Ceci  posé,  la  démonstration. du 
théorème  de  Poincaré  esl  immédiate  dans  le  cas  où  la  courbe  L  esl 
partout  convexe  ('),  c'est-à-dire  quand  un  rayqn  quelconque  ne 

la  rencontre  qu'en  un  seul  point. 

En  elFet,  soit  I  un  Ae>  points  où  la  branche  L  rencontre  son 
image  L,  {fig.  i).  L' image  I,  de  I,  étant  à  l'intersection  de  01 
avec  L,  (leiume  I),  ne  penl  que  coïncider  avec  I.  I  est  clone  un 
point  invariant.  Et  il  en  esl  de  même  de  toute  autre  intersection. 

Si  maintenant  la  courbe  L  n'est  pas  partout  convexe,  elle  aura 
{fig-  3)  une  partie  convexe  aDqui  n'aura  qu'un  seul  point  d'in- 

Kig.  .;. 


tersection  avec  un  rayon  quelconque  et  une  partie  concave  telle 
que  CBAD.  D'après  le  lemme  I.  la  courbe  transformée  L,  se 
composera  de  deux  parties  semblables  C<a,Dl  et  C|BIA1D|, 
images  respectives  des  arcs  considérés.  Les  parties  concaves  de  L 
et  L,   sont  comprise-  dans  le  même  angle  polaire  UOV . 

Si  l'intersection  de  L  et  L,  a  lieu  dans  les  parties  concaves,  les 
points  de  ces  intersections  ne  seront  pas  nécessairement  inva- 
riants, ainsi  que  le  montre  la  figure  2.  Par  contre,  si  le  point  de 
l'iîitersection  est  dans  la  partie  convexe^  il  est  nécessairement 
invariant.  Tout  revient  donc  à  montrer  que  les  parties  convexe- 
se  coupent  toujours.  Or  ce  fait  est  facile  à  établir. 


(')  Bien   entendu  le  mot   convexe  n'est  pas  ici   employé  dans  le   sens   usuel. 
C'est  plutôt  de  la  convexité  polaire  qu'il  s  ;i^ii   ici. 
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En  effet,  supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi  (flg.S).  Considérons 
le  contour  fermé  consistant  en  partie  de  l'arc  BCaD  de  la 
courbe  L  et  en  partie  du  segment  rectiligne  Bû  du  rayon 
extrême  U\  .  L'image  de  ce  segment  est  un  arc  B,  [jD,  qui  n'ira 
pas  croiser  la  courbe  L,  en  d'autres  points  que  B,  et  D,.  Je  dis 
que  cet  arc  est  entièrement  au-dessus  du  rayon  ON  .  En  effet,  la 
déviation  esl  négative  en  M  et  conséquemment  dans  l'inter- 
valle I  >M  (  '  ).  Elle  est  donc  positive  entre  B  et  D,  et  tout  point  du 
segment  esl  dévié  dans  le  sens  positif.  D'après  cela,  si  les  parties 
convexes  de  L  et  L,  n'ont  pas  de  points  réels  en  commun,  le  con- 
tour considéré  BCaDB  sera  entièrement  à  l'intérieur  de  son 
image  B,  C,  a,  D,  [jB,  ,  contrairement  a  l'hypothèse  de  conservation 
des  aires. 

Le  cas  le  plus  général  pouvant  évidemment  être  ramené  à  celui- 
ci.  h-  théorème  est  établi  (2). 


SUR  LA  FONCTION  GÉNÉRATRICE  DES  FONCTIONS  DE  BESSEL 
A  PLUSIEURS  VARIABLES: 

Par  M.  B.  JEKHOWSKY. 


Dans  une  J\ote  des  Comptes  rendus  | :!  ).  M.  Akimoff  a  donné 
I  expression  des  fonctions  de  Bessel  à  plusieurs  variables  pour  un 
indue  quelconque  entier  ou  non  entier  sous  forme  de  produits  de 


^  il  \  avait  d'autres  points  de  déviation  nulle  entre  1»  e!  M  provenant 
■  I  autres  branches,  ils  seraient  nécessairement  en  nombre  pair.  Car  toute  branche 
du  lieu  de  déviation  nulle  comprise  clans  l'anneau  est  fermée  (intersection  de  la 
surface  continue  S  avec  le  plan  II). 

C1  )  Dans  son  essai  de  démonstration.  Poincaré  fait  usage  de  la  déviation 
radiale,  p,—  p,  el  non  de  la  déviation  angulaire,  ce  qui  était  naturel  tant  qu'on 
prenait  pour  les  frontières  des  cercles  concentriques.  Le  cas  général  des  contours 
queli  nuques  peut  être  regardé  dans  ce  sens  comme  plus  simple  que  le  cas  de 
Poincaré. 

'  'omptes  rendus,  t.  163,   1916,  p.    >.6. 


MÉLANGES.  ^9 

séries,  en  partant  de  La  fonction 

-II—  H — -'(/(' .)+...+    ("" 

i  e 

Je  m'étais  également  occupé  de  cette  <ju<'->i  mn  pour  les   fonctions 
à  indice  entier,  sans  avoir  rien  publié  sur  ce  point  spécial. 
.le  pars  de  ma  formule  générale  ('), 

(•>.)       JA(ar,.ar2, xn) 

/>  =  " 
~T-y,^il>       (xn)[       h;—îpn         (#l,a?î»  .-  -2  xn-l) 
p  =  1 

"i"  h+lpn         (x\,x2, X/i-l)] 

P  =  00 

-h  },  *2p~lKxn)  [       J*-(îp— D/iC^l-  ^2,-  •  •  ■>  ^n— l) 

—  J k-¥(.1p-\)n\x\.i  X%,  •  •  •  •  xn—\  )]• 

Les  sommes  qui  figurent  dans  cette  expression,  en  tenant  compte 

des  relations  bien    connues  pour  les   fonctions   de   Bessel  d'une 

variable,  savoir 

J/A^)  =(—  i)Pi-P(x), 

se  transforment  en 

JJ=O0 

7,   [        i-2p  (■r,i)h-   ipn         (#1,  Xi,   .  .  .,  Xn-l) 

p  =  \ 

-+-  J -.->/>  (   Xn  )   J/H-2/Ort  {X\.   Xt.    ....    X,t-[    )], 

/'  =  * 

7J   [       hp-i         (-'«)  h—{-2p-i:n(^i,  X-, /-„-i) 

p  =  \ 

"+-  J-(2/J  -1)(  ^/i)  J&-t-(2/U-1;«l-rl-  -^2-    •  •  •  )   rrc— 1  )]• 

On  voit  tout  de  suite  que  si  qn  est  un  entier  prenant   les  valeurs 
de  +  oc  à  —  oo,  la  formule  (2)  devient 

(3)  J/.<>V  ■>••>•  •  •  ..  •'•/<  )  —      7      h<-n<i„ixi-  ''^  ■  ■  ■■  x"-\)hlJr„). 


(')  Comptes  rendus,  t.  162,  1916,  p     I18. 
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En  appliquant  cette  formule  à  la  fonction 

J*-  "7,,1  'î  •  •''•-■ vn—  i  ), 

on  a 

J*— nqn\3>\i  xïi  •  •  •>  xn—\  ) 

=  2_,         ^/•—n—lqn-l-"'ln(Xl':t2---,-Xn--)^<Jn-i\ar>l-l)l 

et  ainsi  de  suite.  Après  l'application  de  n  —  i  fois  et  après  la 
substitution,  on  a  la  formule  générale  des  fonctions  de  Bessel  à 
plusieurs  variables  sous  forme  de  produits  de  séries  : 

i   i  I     .!/,(>,.  xt ,  Xn) 

<7a=-+-  »     </3=+»         7«=+* 

=     2         S     •'"     2    i*-*<J*--—ntln(afi)Jq*(x2)-'-iqn(xn) 

'/'.=  — x      73=—»  7n=—  °° 

qui  conduit  à  la  fonction  génératrice  an  de  M.  Akimoff. 
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Œuvres  de  Henri  PoiNCARÉ,  publiées  sous  les  Auspices  du  Ministère  de 
l'Instruction  publique  par  G.  Darboux.  Tome  II  publié  avec  la  colla- 
boration de  V.  F.  Nôrlund  ei  de  Ernest  Lebon.  i  vol.  in-4"  (28-9.2). 
ia\i\ -<>■)>  pages,  avec  un  portrait  de  Henri  Poincaré.  Paris,  Gautbier- 
Yillars  et  Cie,  191b.  Prix  :   >5fr. 

•Iessop  (G. -M).  —  Quartic  Surfaces  with  singular  points.  1  vol.  in-S°. 
\-19S  pages.  Cambridge,  at  tbe  University  Press,   1916,  Priée  :  12  S. 

I  \mu  (Horace).  —  Hydrodynarhics .  Fourth  édition  (First  édition  1879). 
i  vol.  in  S"  jésus.  \v1-70S  pages.  Cambridge,  at  the  University  Press, 
191  G.  Price  :  ?  j  S. 

Rey  Pastor  (J.).  —  Fundamentos  de  la  Geometria  proyeelisra  superior. 
1  Laboratorio  y  Seminaiio  matematico.  Publicaciones  :  Tome  I).  1  vol. 
gr.  in-X",  wii-ji")  pages.  Madrid,  Junta  para  ampliaciôn  da  esludios  e 
investigaciones  cienlificas.  Moreto  1,  1916.  Precio  :   12  pesetas. 


Gaston  DARBOUX 


Tous  les  amis  des  Sciences  mathématiques  ont  appris  avec 
une  profonde  tristesse  la  mort  de  M.  Darboux.  Les  lecteurs 
du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  savent  que  Darboux 
en  a  été  le  fondateur  en  1870;  il  se  proposait  alors  de 
reprendre  la  publication  du  Bulletin  de  de  Férussac,  inter- 
rompue au  grand  regret  des  géomètres.  Depuis  cette  époque, 
il  n'a  cessé  de  diriger  ce  Recueil  et  de  s'intéresser  à  ses 
progrès.  Il  y  donna  pendant  de  longues  années  des  Ar- 
ticles variés,  analyses  d'Ouvrages  et  Travaux  originaux. 
Quelques-unes  de  ses  plus  belles  découvertes  ont  été  publiées 
ici  pour  la  première  fois  :  tels  les  Mémoires  sur  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre  et  du  premier  degré,  et  sur 
les  solutions  singulières  des  équations  différentielles  ordi- 
naires. Le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  restera  connu 
sous  le  nom  de  Bulletin  de  Darboux. 

Les  travaux  considérables  de  l'illustre  savant  demanderont 
plus  tard  une  étude  approfondie.  Nous  rappellerons  dans  le 
cahier  du  mois  prochain  quelques  souvenirs  de  sa  carrière, 
et  nous  essaierons  de  marquer  dans  ses  traits  généraux  le 
caractère  d'une  œuvre  qui  a  placé  son  auteur  parmi  les 
premiers  mathématiciens  de  ce  temps. 

Emile  Picard. 


/lu//    des  Sciences  mathéni.,  20  série,  i.  XLI.  (Mars  1917.) 
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PINCHERLE  (Salvatore).  —  Lezioni  di  Galcolo  infinitésimale,  dettate 
nella  Pc.  Université  di  Rologna  e  redatte  |>or  uso  degli  studenti.  i  vol. 
gr.  in-S,  xv-77  i  1  * .  1  lj. <v  — .  Bologna,  Vicola  Zanichelli,  191 5. 

Ces  Leçons  de  Calcul  infinitésimal  s'adressenl  aux  étudiants  de 
première  et.  deuxième  année  des  Universités  italiennes.  Ce  sonl 
tant  des  étudiants  en  Mathématiques  que  des  élèves  ingénieurs; 
par  conséquent,  dit  M.  Pincherle  dans  si(  Préface,  le  caractère  de 
ces  Leçons  ne  peut  être  ni  essentiellement  critique,  ni  essentiel- 
lement pratique.  Je  crois  d'ailleurs  que,  si  ce  Livre  s'adressait  à  de 
senU  étudiants  en  Mathématiques,  il  n'y  aura  il  rien  à  modifiera 
son  caractère  :  il  esl  conçu  comme  doit  l'être,  en  tout  cas.  un 
premier  Cours  d'Analyse.  Il  est  encore  permis  de  penser  que 
même  de  futurs  ingénieurs  tireront  profit  de  Leçons  où,  sans 
aucune  exagération  du  poinl  de  vue  critique,  ils  trouveront  une 
très  simple  et  très  solide  exposition  d'ensemble  des  méthodes 
générales  qui  permettent  d'introduire  de  la  rigueur  dans  l'étude 
de  l'AnaLj  se. 

11  est  intéressant  de  noter  ici  que  le  programme  de  ce  Cours,  en 
somme  communaux  deus  enseignements  technique  et  théorique, 
correspond  à  peu  près  en  étendue  à  celui  de  notre  certificat  de 
Mathématiques  générales,  mais  complété  par  l'étude  de  diverses 
questions  qui  sont  presque  toutes  d'un  intérêt  très  théorique;  je 
cite  au  hasard  :  les  éléments  de  la  théorie  des  ensembles,  les 
théorèmes  d'existence  des  fonctions  implicites  el  des  solutions  des 
équations  différentielles,  etc. 

M.  Pincherle  débute  par  une  introduction  1  p.  3,  f8  1  sur  diverses 
théories  qu'il  a,  pour  la  plupart,  développées  en  détail  dans  ses 
Lezioni  di  ilgebra  élémentaire  (Bologne.  Zanichelli,  1914) 
et  Lezioni  di  ilgebra  complémentaire  (Ibid.,  1906),  auxquelles 
il  renvoie  constamment.  La  rédaction  de  celle  introduction  esl 
1res  heureuse  :  les  résultats  sont  rappelés  de  façon  brève  mais 
précise;  pour  les  plus  importants  d'entre  eux,  l'Auteur  donne  la 
démonstration,  ou  du  moins  en  indique  la  marche  générale,  d'une 
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façon  très  frappante  et  permettant  au  lecteur  de  l;i  reconstituer  sans 
difficultés. 

L'Auteur  revient  ainsi  sur  la  définition  par  une  coupure  des 
uombres  irrationnels,  sur  la  théorie  des  nombres  complexes,  sur 
les  principes  élémentaires  de  la  théorie  des  ensembles  linéaires  ou 
à  deux  et  trois  dimensions  (plus  grande  des  limites,  points  limites, 
théorème  de  Weierstrass-Bolzano,  ensembles  parfaits  el  fermés. 
ensembles  ordonnés,  ensembles  dénombrables  ou  non),  sur  le 
concept  de  limite  et  ses  principales  propriétés,  enfin  sur  les 
théorèmes  classiques  de  la  théorie  des  séries  à  termes  positifs  et 
quelconques,  les  règles  de  convergence  les  plus  simples  et  les 
propriétés  les  plus  élémentaire-  des  séries  doubles. 

La  première  Partie  du  Livre  est  ensuite  consacrée  au  Calcul 
(I  ifférenl  iel. 

Le-  deux  premiers  Chapitres  donnent  une  première  idée  du 
développement  que  prend,  dans  deux  directions  très  différentes, 
la  théorie  des  fonctions  :  le  premier  est  consacré  aux  fonctions  au 
sens  général  (sens  de  Dirichlet),  le  deuxième  à  des  fonctions  parti- 
culières définies  par  de-  expressions  analytiques. 

I),uis  le  premier  Chapitre,  après  avoir  défini  la  fonction  d'une 
variable,  I  auteur  en  étudie  avec  rigueur  la  continuité  (continuité 
eu  un  poinl  el  continuité  uniforme  :  théorème  de  Heine-Borel  et 
théorème  de  Cantor),  les  points  de  discontinuité  et  d'infini.  Il 
étend  enfin  rapidement  la  théorie  de  la  continuité  aux  fonctions 
de  variable  complexe. 

Le  second  Chapitre  est  au  contraire  consacré  aux  fonctions  élé- 
mentaires.  L'Auteur  revient  sur  les  pol\  nomes,  les  fonctions  ration- 
nelles ei  leur  décomposition  en  éléments  simples,  indiquant  en 
i  hem  in  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange.  Il  passe  ensuite  à 
l'étude  de-  -crie-  de  puissances.  \|ue-  en  avoir  défini  le  rayon  de 
convergence,  en  avoir  donné  les  règles  de  calcul  simples,  il  démontre 
pour  ces  séries  le  principe  d'identité  et  expose  comme  application 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Il  démontre  alors,  en 
s'appuyanl  sur  un  des  résultats  les  plus  classiques  de  la  théorie 
des  séries  doubles,  les  développements  de  Ta\  lor  et  de  Mac  Laurin 
pour  le-  séries  de  puissances,  en  déduit  leur  continuité  et  leur 
dérivabilité.  Il  étudie  eniin  la  convergence  uniforme  et  démontre 
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le  théorème  d'Abel.  La  lin  de  ce  Chapitre  esl  consacrée  à  l'étude  de 
l'exponenl  le! le  el  du  logarithme. 

Dans  les  deux  Chapitres  suivants,  I  auteur,  après  avoir  étudié  la 
comparaison  des  infinimeni  petits,  défini!  les  dérivées  el  différen- 
tielles, établit  leurs  règles  de  calcul  el  les  applique  au  cas  «les 
fonctions  élémentaires.  Il  passe  ensuite  au  théorème  <lr  Rolle  et  à 
ses  applications,  puis  définil  les  dérivées  successives  d'une  fonction 
d'une  variable.  Il  termine  par  l'étude  dès  conditions  pour  que 
//  fonctions  soienl  linéairemenl  dépendantes  (déterminant  wrons- 
kien). 

Le  Chapitre  \  débute  par  l'étude  du  développemenl  limiié  <le 
Taylor.  La  méthode  employée  par  l'  auteur  lui  fournil,  immédiate- 
ment les  deux,  formes  de  Caucln  el  de  Lagrange  pour  le  reste.  Il 
en  déduit  le  développement  en  série  correspondant  en  montrant 
par  un  exemple  que  la  convergence  de  la  série  de  Taylor  ne  suffit 
pas  pour  pouvoir  affirmer  la  validité  du  développement  infini 
correspondant.  11  peut  alors  appliquer  les  théories  précédentes  au 
développement  en  série  des  fonctions  élémentaires,  pour  en  dé- 
duire ensuite  la  définition  et  les  propriétés  de  ces  fonctions  pour 
les  valeurs  complexes  de  or.  Deux  autres  applications  occupent  la 
fin  de  ce  Chapitre,  l'étude  des  indéterminations  et  celle  des  maxi- 
mums et  minimums  des  fonctions  d'une  variable. 

Après  l'étude  de  la  continuité  et  de  la  dérivabilité  des  fonctions 
de  plusieurs  variables  (Cliap.  VI),  l'Auteur  expose  la  théorie  des 
fonctions  implicites  (Chap.  VII).  Il  donne,  du  théorème  d'exis- 
tence, une  démonstration  classique  qui,  sans  être  plus  simple,  a 
l'inconvénient  de  ne  pas  fournir,  comme  la  démonstration  basée 
sur  les  approximations  successives,  un  procédé  analytique  de  for- 
mation de  la  solution.  \près  l'étude  des  propriétés  du  déterminant 
fonctionnel,  il  passe  aux  fonctions  implicites  définies  par  un  sys- 
tème d'équations  et  termine  en  indiquant  les  règles  de  calcul  des 
dérivées  dans  un  changement  de  variables. 

Enfin,  le  Chapitre  VIII  est  consacré  à  l'étude  rapide  du  dévelop- 
pement de  Taylor  des  fonctions  de  plusieurs  variables  et  à  ses 
applications.  L'Auteur  y  donne  entre  autres  quelques  détails,  en 
indiquant  seulement  les  démonstrations,  sur  la  théorie  des  séries 
de  puissance  à  plusieurs  variables  (cercles  de  convergence  associés, 
continuité,  dérivabilité).  Il  y  fait  une  étude  très  soigneuse  des 
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maximums  «  »  ■  ■  minimums  libres  on  liés  des  fonctions  de  plusieurs 
\  ariables. 

|),ui^  l,i  deuxième  Partie  du  Livre,  M.  Pincherle  s'occupe  du 
(  lalcul  intégral. 

Le  Chapitre  l\  contient  un  excellent  exposé  de  la  théorie  de 
l'intégrale  de  Riemann,  l'étude  des  propriétés  de  l'intégrale  dé- 
finie,  la  démonstration  des  deux  théorèmes  de  la  moyenne.  L'Auteur 
donne  ensuite  !  Chap.  \  i,  avec  quelques  applications  bien  choisies, 
les  méthodes  générales  de  recherche  des  fonctions  primitives 
(changement  de  variables,  intégration  par  parties  et  extensions, 
méthode  d'intégration  par  séries)  et  s'occupe  enfin  de  la  généra- 
lisation de  la  notion  d'intégrale  définie  quand  la  fonction,  ou 
l'intervalle  d'intégration,  devienl  infini. 

Les  méthodes  générales  ainsi  étudiées  sont  appliquées,  clans  le 
Chapitre  suivant,  à  l'intégration  des  fonctions  de  forme  analytique 
simple  :  fonctions  rationnelles  et  fonctions  irrationnelles  simples 
(|iii  s'3  réduisent  (différentielles  binômes),  fonctions  transcen- 
dantes simples.  L'Auteur  donne,  pour  terminer,  des  renseigne- 
ments suffisants  sur  les  intégrales  de  différentielles  algébriques 
(cas  où  elles  deviennent  rat  tonnelles),  les  intégrales  elliptiques  et 
leur  réduction  aux  intégrales  de  première,  deuxième  et  troisième 
espèce  de  Legendre. 

Lorsque,  danâ  ce  Chapitre,  l'Auteur  effectue  l'intégration  des 
fonctions  rationnelles  de  x  et  d'un  radical  du  deuxième  degré,  il 
pose,  a  priori,  les  changements  de  variable  utilisés  :  il  serait  à 
peine  plus  long,  el  plus  instructif,  de  montrer  d'où  viennent  ces 
changements  de  variable,  en  les  reliant  aux  considérations  expo- 
sées plus  loin  à  propos  des  intégrales  de  différent  ielles  algébriques 
et  en  montrant  comment  ils  réalisent  des  représentations  ùnicur- 
sales  simples  de  la  conique  correspondant  à  l'intégrale. 

Les  Chapitres  \ll  el  Mil  sont  enfin  consacrés  à  l'intégration 
dans  des  champs  à  deux  ou  trois  dimensions. 

L'Auteur  3  étudie  successivement  les  intégrales  curvilignes,  la 
continuité  el  la  dérivation  des  intégrales  définies  dépendant  d'un 
paramètre  el  la  théorie  des  intégrales  doubles.  Sur  ce  dernier  sujet, 
après  la  définition  el  les  propriétés  simples  des  intégrales  doubles, 
il  indique  leur  utilisation  pour  le  calcul  l\c^  volumes,  leur  calcul 
par  intégrations  successives.  Il  définit  alors  le^  intégrales  doubles 
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Lorsque  la  fonction  à  intégrer  ou  l'intervalle  d'intégration  devienl 
infini  el  se  trouve  amené  à  donner,  à  côté  de  ce  sujet,  quelques 
détails  sur  les  intégrales  définies  de  forme 


I    f(x,y)da 


(continuité  el  dérivabilité  par  rapport  au  paramètre  inversum  de 
deux  signes  d'intégration),  ^.près  avoir  démontré  la  formule  de 
Green,  l'Auteur  la  l'ail  servir  à  la  démonstration  de  la  formule  du 
changement  de  variable  dans  les  intégrales  doubles.  Il  passe  enfin 
rapidemenl  sur  les  intégrales  triples  (définition,  calcul  par  inté- 
grations  successives,  changement  de  variables),  plus  encore  sur  les 
intégrales  multiples  et  consacre  quelques  pages  à  l'intégration  des 
différentielles  totales  exactes. 

Dans  les  cinq  Chapitres  de  la  troisième  section  du  Livre  sont 
développées  des  applications  géométriques  simples  du  Calcul 
infinitésimal . 

En  Géométrie  plane  (Chap.  \I\  1.  l'Auteur  fait  la  théorie  des 
tangentes  et  normales  dans  les  divers  systèmes  de  coordonnées; 
étudie  les  asymptotes  comme  limites  de  tangentes;  donne  des  indi- 
cations sur  la  recherche  des  points  multiples  et  l'étude  des  tan- 
gentes en  un  point  multiple.  Il  s'étend  un  peu  plus  sur  la  théorie 
du  contact  et  la  recherche  du  cercle  oscillateur  en  un  point  d'une 
courbe,  puis  sur  la  théorie  des  enveloppes,  développées  et  déve- 
loppantes. 

11  étudie  ensuite  (Chap.  XV),  en  en  faisant  d'assez  nom- 
breuses applications,  la  quadrature  (méthode  des  trapèzes,  mé- 
thode de  Simpson),  la  rectification  et  la  courbure  des  courbes 
planes. 

Il  passe  dans  le  Chapitre  suivant  à  l'étude  des  courbes  gauches  : 
tangente,  plan  oscillateur,  rectification,  courbure  et  torsion, 
formules  de  Frenet  (l'exposition  gagnerait,  semble-t-il,  en  cet 
endroit,  à  l'introduction  explicite  des  deux  indicatrices  sphé- 
riques),  et  consacre  le  Chapitre  XYIl  à  l'étude  des  surfaces  : 
normale  et  plan  tangent,  coordonnées  curvilignes,  courbure,  enve- 
loppes. 11  réserve  le  Chapitre  XV  III  au  calcul  des  volumes  et  aires 
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des  surfaces  courbes,  en  précisant  les  difficultés  particulières  que 
présente  la  définition  des  aires. 

Enfin  une  dernière  Partie  du  Livre  est  consacrée  à  la  théorie  des 
équations  différentielles  et  à  quelques  questions  élémentaires  de 
la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

\| .  Pincherle  étudie  d'abord  les  théorèmes  d'existence  des  inté- 
grales et  en  iloune  la  démonstration  par  la  méthode  des  approxi- 
mations successives  et  par  celle  des  fonctions  majorantes  dans  le 
seul  cas  des  équations  du  premier  ordre.  C'est  tout  à  fait  suffisant 
pour  donner  une  idée  précise  des  méthodes  employées  dans  les 
cas  les  plus  généraux.  Aussi  l'Auteur  se  contente,  pour  une  équa- 
tion d'ordre  quelconque,  d'indiquer  comment  sa  formation  par 
éliminai  îon  de  constantes  permet  de  prévoir  le  nombre  d'arbitraires 
que  renfermera  la  solution  générale. 

Les  questions  d'existence  des  intégrales  ('-tant  ainsi  précisées, 
l'A  uieur  s'occupe  des  types  spéciaux  d'équations  du  premier  ordre 
(Chap.  \\  )  :  cas  où  les  variables  se  séparent,  équations  homo- 
gènes, linéaires,  de  Bernoulli,  de  Riccati,  de  Lagrange  et  de 
Glairaut.  Il  a  développé  auparavant  la  théoriedu  facteur  intégrant 
et  donne  aussi,  ce  qui  contribue  à  mettre  de  l'unité  dans  ce  Chapitre, 
la  résolution  d'un  certain  nombre  des  équations  précédentes  parla 
recherche  d'un  fadeur  intégrant.  Le  dernier  paragraphe  de  ce 
Chapitre  est  consacré  à  des  applications  aux  courbes  planes  et  à 
l'étude  des  intégrales  singulières  :  les  applications  géométriques 
de  la  théorie  des  équations  différentielles  mériteraient  d'ailleurs 
d'être  développées  plus  en  détail  que  ne  le  fait  l'Auteur,  et  un 
Chapitre  tout  entier  aurait  pu  leur  être  consacré. 

Pour  les  équations  d'ordre  supérieur  (Chap.  XXI),  l'Auteur 
s'est  mu  tout  étendu  sur  celles  qui  sont  linéaires  et  linéaires  à  coef- 
ficients constants.  Je  note  ici  l'absence  de  toute  élude  sur  les 
systèmes  d'équations  linéaires  à  coefficients  constants. 

\  | )t  «•>  l'examen  des  ('quai  ion-  aux  différentielles  totales  exactes 
i  facteurs  intégrants),  M.  Pincherle  s'occupe  des  équations  aux 
dérivées  partielles.  Il  indique  la  formation  des  équations  linéaires 
du  premier  ordre  par  élimination  d'une  fonction  arbitraire  et  en 
donne  ensuite  l'intégration  -ans  négliger  l'interprétation  géomé- 
trique des  calculs  effectués.  Il  se  contente,  pour  les  équations  non 
linéaires,  d'analyser  les  différents  procédés  de  formation  de  ces 
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équations,  mettanl  en  évidence,  d'une  façon  simple  el  frappante, 
les  relations  qui  existent  entre  une  intégrale  complète,  l'intégrale 
générale  el  l'intégrale  singul  ière. 

Enfin,  sur  les  équations  d'ordre  supérieur,  il  se  borne  à  des  indi- 
cations  très  générales,  développanl  seulement  l'intégration  de 
l'équation  des  cordes  \  ibrantes,  el  donnanl  quelques  détails  sur  la 
recherclie  de*  intégrales  intermédiaires  d'une  équation  du 
deuxième  ordre,  avec  application  à  l'équation  des  surfaces  dévelopT 
pables. 

Un  bon  index  alphabétique  termine  le  \  olume. 

Je  signale  en  lin  que  chacun  des  Chapitres  esl  suivi  d'exercices 
simples,  assez  peu  nombreux,  mais  très  variés  et  choisis  avec 
beaucoup  de  soin  pour  porter  sur  presque  toutes  les  théories  expo- 
sées dans  ce  Livre.  L'Auteur  aurail  peut-être  pu  proposer  plus 
souvent,  comme  exercice,  des  compléments  à  son  Cours,  eu  accom- 
pagnant au  besoin  les  énoncés  de  quelques  explications  indiquant 
au  lecteur  la  marche  à  suivre  :  il  pouvait,  par  exemple,  présenter 
ainsi  la  théorie  des  systèmes  d'équations  différentielles  linéaires 
du  premier  ordre  à  coefficients  constants. 

Sans  m'attarder  à  des  détails  sans  importance,  je  veux  dire  en 
terminant  comment  le  Livre  de  M.  Pincherle,  par  sa  solide  tenue 
critique,  par  sa  clarté  qui  résulte  d'une  remarquable  concision  du 
style  et  d'une  grande  élégance  de  l'exposition,  vient  se  placer 
parmi  les  meilleurs  des  Ouvrages  destinés  à  ceux  qui  commencent 
à  approfondir  les  théories  de  l'  analyse. 

Joseph  Pérès. 


GAUSS  (G. -F.).   —   Solution  générale  de  ce  problème   :   Représenter 

LES  PARTIES  d'im:  SURFACE  DONNÉE  SUR  UNE  AUTRE  SURFACE  DONNÉE  DE 
TELLE  SORTE  QUE  LA  REPRÉSENTATION  SOIT  SEMBLABLE  A  L'ORIGINAL  DANS 
LES   PARTIES    INFINIMENT    PETITES  (REPRÉSENTATION   CONFORME).    Traduction 

de  L.  Lai  gel.    i  vol.   gr.  in-S,  vt-38  pages.   Paris,  Flermann  [et  Cie.  191a. 

La  théorie  des  Cartes  géographiques  fit  l'objet,  au  xvme  siècle. 
de  travaux  assez  nombreux  :  Euler,  Lambert,  Pronv  et  surtout 
Lagrange  y  apportèrent  d'importantes  contributions.  Mais  ce  fut 
Gauss  en  1822,  qui,  le  premier,  résolut  le  problème  de  la  représen 
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tation  conforme  i  '  I,  faisanl  faire  ainsi  à  cette  doctrine  un  immense 
progrès.  s"ii  Mém  tire  répondait  à  une  question  posée  par  la  Société 
royale  des  Sciences  de  Copenhague  :  il  parut  trois  ans  plus  tard 
* I . i ii-.  !•■>  tstronomische  Xbhandlungen  de  Schumacher.  On  ne 
saurait  être  trop  reconnaissant  à  M.  Laugel  d'en  avoir  publié  la 
traduction,  car.  à  son  intérêt  historique,  ce  Mémoire  joint  le  'aiv 
mérite  de  constituer  une  œuvre  définitive. 

Il  est  en  effet  difficile  de  réprimer  un  sentiment  d'admiration 
lorsque,  lisant  cet  Opuscule,  on  v  trouve,  à  très  peu  près,  la  solu- 
tion générale  de  la  représentation  conforme,  telle  qu'on  l'expose 
encore  aujourd'hui.  C'est  la  considération  des  lignes  de  longueur 
nulle  qui  fournit  le  résultat.  Soit  p  zt  iq  =  const.  le  double  sys- 
tème de  ces  I  i^ in--  sur  la  première  surface,  et  P  ±  iQ  =  const.  le 
système  analogue  sur  la  seconde.  On  obtient  la  solution  générale 
en  égalant  I'  à  la  partie  réelle  d'une  fonction  de  p^r-i'l  (nous 
ajouterions  aujourd'hui  :  analytique)  et  ±  iQ  à  sa  partie  imagi- 
naire. Ce  Houille  signe  a  pour  conséquence  l'existence  de  deux 
série  de  solutions,  correspondant,  les  unesà  la  similitude  directe, 
et  les  autres  à  la  similitude  inverse  :  cette  distinction,  il  est  vrai,  n'a 
de  sens  qu'après  avoir  défini  sur  chaque  surface  un  côté  déterminé  : 
ce  que  l'on  pourra  faire  eu  considéranl  deux  fonctions  <A  et  M' 
s'annulanl  respectivement  sur  les  deux  surfaces,  positives  du  côté 
choisi  et  négatives  <le  l'an  ire.  Soient  (  ,/\  r,  :■  )  un  point  de  la  pre- 
mière -m  lace,  répondant  aux  valeurs  /  et  u  «le-  paramètres,  X,  •*  . 
/.  son  homologue  de  la  deuxième,  répondant  à  L  et  U.  La  parité 
du  nombre  des  quantités  qui,  parmi  les  suivantes  : 

_i_  \)(.r.y>  DQp,  fj)  D(P,  Q)  J_  IX  X,  Y) 

•y,   du,  u  .  '         D(t,  u)'        Dit.  i  >r;  D(T,  I  )' 

sont  négatives,  penne!  à  Gauss  de  distinguer  entre  les  deux  séries 
de  solutions  celle  qui  correspond  à  la  similitude  directe. 

Le  Mémoire  contient  en  outre  quelques  applications.  Le  globe 
terrestre  étant  assimilable  à  un  ellipsoïde  de  révolution,  cette 
surface  joue  un  rôle  importanl  dans  la  pratique  et  il  importe 
d'étudier  sa  représentation  sur  le  plan  et  sur  la  sphère.  C'est  ce 
que  Gauss  entreprend  avec  quelque  détail,  indiquant  dans  chaque 

l  elle  déi ination  ne  fui   introduite  par  Gauss  que  20  ans  plus  lard. 
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ris  le  choix  des  fonctions  qui  fournissent  les  représentations  les 
plus  simples  :  il  recherche  en  outre,  lorsqu'on  fail  la  Carte  d  une 
faible  portion  de  la  terre,  le  moyen  d  \  diminuer  autanl  que  |>  >s- 
sible  l'écarl  des  valeurs  extrêmes  du  rapporl  d'agrandissemenl  : 
on  y  parvienl  en  introduisant  dans  la  fonction  adoptée  un  para- 
mètre auquel  ou  donne  ensuite  la  valeur  la  plus  favorable.  \u 
point  de  vue  puremeni  géométrique,  le  cas  du  cône  el  du  plan 
fournil  un  exemple  de  surfaces  applicables.  Ajoutons  que  I  auteur 
donne,  pour  la  représentation  plane  d'une  sphère,  des  formules 
d'une  extrême  simplicité.  Vu  poinl  x,  r.  ;  de  la  sphère  qui  a  pour 
centre  l'origine  et  pour  rayon  a,  il  suffît  d'associer  dans  le  plan  le 
point  X,   1   donné  par 


f  et  f\  étant  deux  fonctions  conjuguées. 

Tels  sont,  à  grands  traits,  les  points  essentiels  de  ce  Mémoire. 
M.  Laugel  en  a  fait  une  traduction  fidèle:  parfois,  et  il  faut  lui  en 
savoir  gré,  il  a  complété  la  pensée  de  l'Auteur  par  l'addition  de 
mois  cpie  celui-ci  sous-entendait.  Ces  mois  onl  été  imprimés 
entre  parenthèses  et  en  italiques.  Dan-,  une  courte  préface,  le  tra- 
ducteur fait  remarquer,  et  c'est  là  une  tendance  fréquente  outre- 
Rhin, que  Gauss  ne  parle  pas  des  travaux  de  ses  devanciers. 
Quelques  Notes  font  suite  an  Mémoire,  contenant  d'intéressantes 
indications  historiques  et  bibliographiques.  Ajoutons  que  la 
traduction  de  M.  Laugel  a  été  faite  il  y  a  dix  ans  et  qu'elle  esl 
mise  en  vente  intégralement  au  profit  des  victimes  de  la  guerre. 

<  1  .     lioi  LIGAND. 


EXRIOUES  (Federigo).  —  Questioni  riguardantj  le  Matematiche  1:1. k- 
mentari,  raccolte  e  cooidinate  da  Enriques.  —  Volume  II  :  Problemi 
classici  délia  Geometria.  ISumeri  pritni  e  Analisi  indeterminata . 
Massimi  e  minimi.  Aiticoli  di  E.  Baroni,  I>.  Calô,  G.  Castklnuovo, 
O.  Chisim,  A.  CûNTr,  E.  Daniele,  F.  Enriqjues,  \.  Giacomini,  A.  Padoa, 
U.  Scarpis,  1  vol.  in-X",  vi-811   pages.  Bologna,   Nicola  Zanichelli,  1  <> r  4  - 

En  analysant  dans  ce  Bulletin,  en  1916,  le  premier  \  olunie  de 
cette  belle  publication,  nous  avons  montré  le  but  et  le  caractère 
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de  l'œu\  ic  prise  dans  son  ensemble.  Il  nous  suffira  donc  d'indiquer 

ici  le  contenu  du  second  Volu Les  articles  du  premier  \  olume 

se  rapportaient  spécialement  à  la  critique  des  principes  de 
I  arithmétique  el  de  la  Géométrie.  Les  théories  développées  dans 
le  second  Volume  peuvenl  être  divisées  en  trois  groupes  : 

i°  Problèmes  classiques  de  la  Géométrie,  |»*>  —  —  iï>î  1  ïi«-  d'en 
obtenir  la  solution  à  l'aide  d'instruments  donnés  el  théorie  des 
équal  ions  algébriques. 

-  '    rhéorie  des  nombres. 

!"  Maximums  et  minimums  en  algèbre  élémentaire,  en  Géomé- 
trie élémentaire  el  dans  l'  analyse  moderne. 

Ces  deux  derniers  groupes  -nui  formés  d'articles  nouveaux  intro- 
duits dan-  celle  deuxième  édition;  ils  constituent  la  plus  grande 
partie  du  \  olume,  formant  nu  ensemble  de  plus  de  foo  pages.  Les 
articles  du  premier  groupe,  au  ci  mira  ire.  figuraient  déjà,  à  l'excep- 
tion d  un  seul,  dan-  la  première  édition;  ce  -mil  le-  neuf  articles 
suivants  : 

E.  Baroni.  —  Sur  les  méthodes  élémentaires  pour  la  résolution  des 

problèmes  de  Géométrie . 

I  DANIELE.  —  Sur  la  résolution  des  problèmes  de  Géométrie  par  le 
compas. 

\.  Giacomini.  —  Sur  la  résolution  des  problèmes  de'  Géométrie  par 
la  règle  ri  hs  instruments  linéaires  :  contribution  de  la  Géométrie 
projectile. 

G.  Castelnoovo.  —  Sur  la  résolubilité  des  problèmes  de  Géométrie 
par  hs  instruments  élémentaires  :  contribution  de  la  Géométrie  ana- 
lytique. 

!•  ■  Enriqi  es.  —  Sur  1rs  équations  résolubles  par  radicaux  carrés  ri 
sur  l,s  polygones  réguliers  <péon  peut  construire  èlémentairement. 

I..  Daniele.  —  Sur  les  constructions  du  polygone  régulier  de  17  t  'ôtt  y. 

A.  Gonti.  —  Problèmes  du  troisième  degré;  duplication  du  cube:  tri- 
section de  l 'm,  _ 

B.  Cm. m.  —  Sur  1rs  problèmes  transcendants  ri  en  particulier  sur  la 
quadrature  du  cercle. 

I  .  Enriqi  es  —  Quelques  observations  générales  sur  1rs  problèmes  de 
Géométrie. 

Nous  ne  reviendrons  pas  sur  le  contenu  des  huit  premiers 
articles  qui  a  été  indiqué  dans  l'analyse  de  la  première  édition('), 
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mais  nous  devons  dire  quelques  mots  de  l'article  de  M.  Enriques 

qui   termine  le  groupe   précédenl    el  qui  esl    iveau.   Dans  son 

exposé,  M.  Enriques  montre  que  ce  sont  les  parties  élevées  de  la 
Science  qui  ont  permis  de  classer  les  problèmes  de  la  Géométrie 
élémentaire,  d'éliminer  les  tentatives  vaines  el  les  essais  inutiles  ; 
mais  M.  Enriques  ne  rejette  pas  pour  cela  les  méthodes  de  la 
Géométrie  élémentaire  et,  s'il  trouve  bon  qu'on   fasse  appel  à  la 

Science  moderne,  c'est  surtoul  parce  que  celle-ci  permet  de ;ux 

voir  la  portée  exacte  des  méthodes  particulières  de  la  Géométrie 
élémentaire  el  fait  mieux  resplendir  dans  tousses  détails  l'admi- 
rable édifice  que  nous  devons  aux  Grecs. 

La  théorie  des  nombres  comprend  un  seul  article  dû  à 
M.  U.  Scarpis  et.  intitulé  Sur  les  nombres  premiers  et  sur  les 
problèmes  de  V Analyse  indéterminée  (de  la  page  35g  à  la 
page  i  î<)  )•  L'  auteur  a  choisi  dans  la  théorie  des  nombres  quelques 
parties  qu'il  était  facile  de  développer  sans  sortir  trop  des  éléments 
de  l'Arithmétique  et  qui  suffisent  à  donner  une  idée  de  la  vaste 
étendue  des  problèmes  qui  se  posenl  dans  cette  partie  de  la 
Seience.  L'article  est  divisé  en  trois  Chapitres  :  i°  Nombres 
premiers;  2°  Analyse  indéterminée;  3-°  Nombres  congrus  et  con- 
gruences. 

On  peut  se  poser  au  sujel  de  l'ensemble  des  nombres  premiers 
deux  problèmes  différents  :  (a)  en  supposant  connus  certains  des 
nombres  premiers  contenus  dans  un  intervalle,  déterminer  com- 
bien il  y  a  de  nombres  premiers  dans  cet  intervalle  ;  (b)  construire 
une  fonction  du  nombre  x  qui  pour  chaque  valeur  réelle  et  posi- 
tive de  x  fournisse  le  nombre  des  entiers  non  supérieurs  à  ./  .  (  >n 
sait  (pie  le  second  problème  a  donné  lieu  à  des  travaux  dont  l'im- 
portance esl  capitale  aussi  bien  , m  point  de  vue  de  l'Analyse  et  de 
la  Théorie  des  fonctions  qu'au  point  de  vue  de  la  théorie  des 
nombres.  M.  Scarpis  ne  pouvait  pas  songer  à  exposer  de  pareils 
travaux  en  quelque-  pages;  aussi  se  contente-t-il  de  donner,  rela- 
tivement au  problème  (&),  un  aperçu  des  Mémoires  de  Tchebychefl 
el  de  Riemann  et  il  s'occupe  plus  particulièrement  du  pro- 
blème (a).  Ce  dernier,  bien  que  moins  important,  peut  en  e lie t 
être  traité  par  des  moyens  plus  élémentaires.  C'est  dans  celle  voie 
que  l'Auteur  établit  la  relation  de  Legendre  qui  donne  le  nombre 
des  nombres  premiers  non  supérieurs  à  /*,  lorsqu'on  connaît   les 
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nombres  premiers  inférieurs  à  \  //.  puis  la  relation  de  Meissel 
qui  résoul  un  autre  cas  particulier  du  problème  (a  i. 

Le  second  Chapitre  renferme  diverses  méthodes  de  résolution 
en  nombres  entiers  de  l'équation  du  premier  degré  à  deux  incon- 
nues el  à  coefficients  entiers  ;  à  ••elle  question,  l'Auteur  rattache 
les  propriétés  des  restes  des  termes  d'une  progression  arithmétique 
ainsi  que  le  théorème  de  Fermât.  Passant  ensuiie  aux  équations 
indéterminées  de  degré  supérieur  au  premier,  M.  Scarpis  donne 
d'abord  la  solution  générale  en  nombres  entier-  de  l'équation 

./■-  —  y2=  z2 

et,  en  généralisant  cette  équal ion,  il  esl  conduit  tout  naturellemenl 
à  pailcr  de  la  célèbre  proposition  de  Fermât  relative  à  I  impossi- 
bilité de  résoudre  en  nombres  entiers  I  équation 

X"  -+-  >•"  =  z" 

pour  n  >>,2.  \l.  Scarpis  indique  les  valeurs  de  n  pour  lesquelles 
cette  impossibilité  a  pu  être  établie  el  il  traite  d'une  la  cou  élémen- 
ta  ire  le  cas  de  //        î . 

Dans  le  troisième  Chapitre,  M.  Scarpis  développe  les  éléments 
de  la  théorie  des  congruences  algébriques,  en  particulier  des 
congruences  binômes.  A  ce  sujet  se  rattachent  la  théorie  tic- 
racine-  primitives  des  nombres  premiers  el  la  théorie  des  milice-. 
lesquelles  peuvent  être  utilisées  pour  la  résolution  des  congruences 
binômes. 

Le  troisième  groupe  d'articles,  relatil  aux  maximums  el  aux 
minimums,  comprend  les  trois  articles  suivants  : 

\.  Padoa.  —  Sur  les  maximums  et  les  minimums  des  fonctions  algé- 
briques élémentaires  i  p.   j  >  >-5  i«>  i. 

1  >.  '  aii.-iM.  —  Sur  la  théorie  élémentaire  des  isopérimètres  i  p.  ">4  1-640  l. 
F.   Enriques.  Maximums  et   minimums   dans   l'Analyse  moderne 

<  p.  641-795  1. 

La  théorie  esl  envisagée  par  le-  trois  auteurs  à  des  points  de  vue 
différents.  M.  Padoa  el  M.  Chis.ini  partenl  directemenl  des  ques- 
tions élémentaires  qui  se  posent  en  Géométrie  et  les  traitent  par 
des  procédés  élémentaires,  en  ayant  soin  de  signaler  el  d'éclaircir 
les  difficultés  critiques  <pii  sr  présentent  a  propos  de  ces  procédés. 
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La  principale  difficulté  vienl  de  ce  que,  dans  certains  raisonnements 
classiques  qu'on  faisait  autrefois,  l'on  admettail  le  plus  souvenl 
I  existence  il  un  maximum  ou  d'un  minimum,  ce  qui  ôtail  toute 
valeur  à  des  méthodes  qui,  une  fois  cette  existence  . n 1 1 1 1 i - < ■  -  sonl 
cependanl  très  remarquables  par  leur  -implicite  el  leur  élégance. 
C'esl  ainsi  que,  depuis  Pappus  jusqu'à  Steiner,  on  a  donné  des 
démonstrations  nombreuses  du  théorème  de  Zénodore  d'après 
lequel,  parmi  les  polygones  de  n  côtés  ayanl  un  périmètre  donné, 
le  polygone  Jane  maxima  est  le  polygone  régulier.  Toutes  ces 
démonstrations  présentenl  une  lacune  fondamentale  mise  en  relief 
par  l'analyse  moderne  :  les  surface-  des  polygones  de  //  côtés  «le 
périmètre  donné  constituenl  un  ensemble  de  nombres  qui  admel 
évidemment  une  borne  supérieure,  mais  il  n'esl  nullement  évidenl 
a  priori,  comme  on  l'admel  dan-  les  démonstrations  dont  nous 
parlons,  <pie  cette  borne  supérieure  soil  atteinte  par  un  polygone 
de  la  famille  considérée,  c'est-à-dire  qu'il  existe  un  polygone  de 
//  côtés  (I  aire  maxima  parmi  les  polygones  de  n  côtés  de  périmètre 
donné.  M.  Chisini  donne  d'une  part  un  exposé  élémentaire  de  la 
théorie  des  isopérimètres  telle  qu'elle  a  été  développée  par  Pappus, 
Cramer,  Steiner,  en  complétant  cet  exposé  par  la  démonstration 
de  l'existence  du  maximum  ;  d'autre  part,  il  reprend  la  théorie  tout 
entière  d'une  façon  élémentaire  en  la  rendant  indépendante  du 
postulat  relatif  à  l'existence  d'un  maximum,  mais  les  démonstra- 
tion- sont  alors  nécessairement  plus  compliquées;  c'esl  pourquoi 
il  est  avantageux  de  démontrer  a  priori  l'existence  d'un  maximum, 
avant  de  rechercher  quelle  est  la  figure  qui  le  réalise. 

La  même  difficulté  se  rencontre  en  A  Igèbre  élémentaire  lorsqu'on 
cherche  le  maximum  d'un  produit  de  facteur  positifs  dont  la 
somme  est  constante.  C'est  précisément  le  théorème  relatif  à  ce 
maximum  qui  est  le  point  de  départ  de  M.  Padoa  dans  son  étude 
sur  les  fonctions  algébriques  élémentaires.  L'Auteur  montre  que 
certaines  démonstrations  classiques  de  ce  théorème  sont  basées 
sur  l'existence  d'un  maximum  supposée  a  priori,  et  là  encore, 
pour  rendre  la  démonstration  correcte,  il  suffit  de  démontrer 
d'abord  l'existence  du  maximum  que  l'on  détermine  ensuite.  On 
peut  aussi  donner  des  démonstrations  directes,  indépendantes  du 
postulat  d'existence.  M.  Padoa  donne  plusieurs  démonstrations 
de  ce  genre,  sans  sortir  du  domaine  de  l'Algèbre  élémentaire. 
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D'une  façon  générale,  l'article  de  M.  Padoa  .1  surtout  pour  but 
de  montrer  l'intérêl  pédagogique  qu'il  y  a  à  étudier,  lorsque  c'est 
possible,  les  questions  de  maximum  et  de  minimum  par  les 
méthodes  de  l'Algèbre  élémentaire,  sans  faire  appel  à  l'analyse  ou 
à  la  théorie  des  fonctions  et  en  particulier  sans  se  servir  de  la 
théorie  des  dérivées.  M.  Padoa  prend  soin  d'avertir  le  lecteur 
qu'il  ne  se  propose  pas  d'exalter  ou  de  déprécier  l'une  de^  méthodes 
au  détriment  de  l'autre  ;  il  est  simplement  d'avis,  dit-il,  qu'aucune 
partie  de  notre  patrimoine  intellectuel  ne  doit  être  aliénée,  que 
toutes  les  méthodes  rigoureuses  présentent  un  certain  intérêt  et 
que,  si  des  raisons  d'économie  de  la  pensée  nous  conduisent  fina- 
lemenl  à  donner  la  préférence  à  l'une  d'entre  elles,  toutes  méritent 
notre  attention.  G'esl  pourquoi  M.  Padoa  a  développé  dans  son 
article,  aussi  loin  qu'il  était  possible  de  le  faire,  et  d'une  façon 
parfaitement  rigoureuse,  les  méthodes  élémentaires  de  recherche 
des  maximums  el  des  minimums;  son  étude  esl  basée  d'une  pari 
sur  le  théorème  fondamental  relatif  à  un  produit  de  facteurs  posi- 
tifs dont  la  somme  est  constante,  d  autre  pari  sur  l'étude  de  l'en- 
semble des  valeurs  possibles  d'une  des  deiw  variables  a?,  y  liées 
par  une  relation,  autrement  dit  sur  ce  que  nous,  appelions  en 
France  la  méthode  indirecte  dans  les  anciens  programmes  de 
l'enseignement  secondaire.  Faut-il  regretter  la  disparition  de  ces 
méthodes  el  l'introduction  de  la  théorie  d.es  dérivées  dans  l'ensei- 
gnement secondaire  ?  La  vigueur  que  M.  l'ado, 1  déploie  dans  la 
défense  de  ces  anciennes  méthodes  montre  qu'en  Italie  la  question 
esl  encore  vivemenl  discutée  ;  mais,  malgré  tout,  il  n'esl  pas  dou- 
teux qu'elle  finira,  -1  ce  n'esl  déjà  fait,  parêtre  résolue  comme  en 
I*  tau  ce.  \  in^i  qu'une  expérience  de  quinze  a  un  bientôt  1  a  montré, 
c'étail  bien  à  torl  que  certains  s'étaient  émus  chez  nous  des  diffi- 
cultés  que  pouvail  présenter  chez  de  jeunes  esprits  la  notion  de 
dérivée,  surtoul  lorsqu'on  l'introduit  sous  sa  forme  géométrique 
par  l,i  notion  intuitive  de  tangente  l  '  1.  Gela  ne  doil  pas  empêcher 


(')  Les  seules  difficullésj  lorsqu'il  3  en  a  encore,  proviennent  probablement  de 
ce  que,  au  lieu  de  s'élever  de  la  notion  intuitive  de  la  tangente  à  la  notion  de 
dérivée,   certains   préfèrent    partir  d'une   définition   abstraite  de  la  dérivée.  Ces 

difficultés  disparaissent  -1  l'on  définit  la  dérivée  coi e  la  pente  de  la  tangente  à 

la  courbe  représentative  delà  fonction,  conformément  à   l'esprit  sinon  à  la  lettre 
des  programmes. 
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d'ailleurs  un  professeur  d'indiquer  à  l'occasion,  à  propos  de  pro- 
blèmes particuliers,  quelques-uns  de  ces  raisonnements,  étrangers 
à  la  théorie  des  dérivées,  qui  permettenl  de  déterminer  le  maximum 
ou  le  m i n i iniiiii  absolu  de  certaines  fonctions  el  auxquels  esl  con- 
sacré l'article  de  M.  Padoa;  el  c'esl  pourquoi  dans  tous  les  cas  son 
travail  devail  avoir  >.i  place  dans  le  recueil  que  nous  analysons. 

Dans  le  bel  article  de  M.  Enriques  qui  termine  le  Volume,  la 
question  des  maximums  el  des  minimums  esl  envisagée  dans  toute 
son  ampleur  en  utilisant  toutes  le^  ressources  de  la  théorie  «les 
fonctions  et  de  l'Analyse  moderne.  L'article  est  divisé  en  deux 
parties  consacrées  :  la  première,  aux  fonctions  d'une  ou  plusieurs 
variables  et  à  la  détermination  des  maximums  el  des  minimums 
par  les  méthodes  de  l'Analyse  infinitésimale;  la  deuxième,  aux 
fonctions  de  lignes  et  au  calcul  des  variations.  Pour  chacune  des 
deux  parties,  M.  Enriques  s'occupe  d'abord  des  théorèmes  géné- 
raux d'existence  et  il  passe  ensuite  aux  méthodes  de  calcul  qui 
permettent  de  déterminer  Ie>  maximums  el  les  minimums.  C'esl 
ainsi  que  pour  les  fonctions  d'une  ou  plusieurs  variables,  nous 
trouvons  d'abord  les  démonstrations  de  quelques  propositions 
générales  sur  les  fonctions  continues  et  les  bornes  <l  une  fonction 
continue  dans  un  domaine  fermé  et  borné;  le  fait  que  ces  bornes 
sont  atteintes  pour  un  poinl  au  moins  du  domaine  démontre 
l'existence  d'un  maximum  et  d'un  minimum  absolus.  On  peul 
appliquer  ce  résultai  général  à  certaines  des  questions  envisagées 
par  M.  Chisini  et  par  M.  Padoa  dans  les  articles  analysés  plus  hîaul 
et  l'on  voit  que  l'existence  du  maximum  ou  du  minimum  est  ainsi 
établie  a  priori,  ce  qui  rend  complètement  légitimes  les  méthodes 
anciennes  très  simples  par  lesquelles  on  déterminait  ce  maximum 
ou  ce  minimum . 

En  ce  qui  concerne  la  théorie  des  dérivées,  signalons  l'étude 
approfondie  que  fait  M.  Enriques  du  cas  parabolique,  pour  les 
maximums  ou  minimums  des  fonctions  de  deux  variables;  la 
démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  pour  le^  maximums  el  les 
minimums  liés  et  celle  du  principe  de  symétrie,  propositions 
qu'on  applique  souvenl  sans  une  justification  suffisante  dans  les 
méthodes  élémentaires. 

Dans  l'étude  des  fonctions  de  lignes  et  du  calcul  des  variations, 
M.  Enriques  procède  eu  ni  me  il  l'avait  fait  pour  le-  fonctions  d'une 
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un  plusieurs  variables.  11  expose  d'abord  les  résultats  généraux 
sur  les  courbes  limites  d'un  ensemble  de  lignes,  la  notion  d'égale 
continuité  pour  les  courbes  d'une  même  famille,  les  résultats  dus 
dans  cette  voie  à  Ascoli,  Vrzelà.  Hilbert;  la  question  en  quelque 
sorte  inverse  consiste  à  approcher  (rime  courbe  donnée  par  des 
courbes  de  nal  ure  donnée  et  M.  Enriques  est  ainsi  conduil  à  déve- 
lopper le  théorème  de  Weierstrass  sur  l'approximation  des  fonc- 
tions continues  par  des  polynômes.  Toutes  ces  notions  géné- 
rales conduisenl  à  la  démonstration  de  théorèmes  relatifs  à 
l'existence  de  maximums  ou  de  minimums  pour  les  fonctions  de 
ligne,  autrement  dit  à  l'existence  des  solul ions  dans  les  problèmes 
du  calcul  des  variations.  M.  Enriques  examine  surtout  deux  de 
ces  problèmes  :  celui  des  lignes  de  longueur  minima  sur  une 
surface  el  celui  des  courbes  d'aire  maxima  dan-  une  famille  d'iso- 
périmètres.  Ce  sonl  de  pareils  théorèmes  d'existence  qui  ont  servi 
depuis  quelques  années  à  donner  une  nouvelle  base  au  calcul  des 
variai  ions  en  permettant  de  justifier  en  toute  rigueur  les  méthodes 
de  calcu  I  classiques. 

En  dehors  de  ces  théorèmes  d'existence,  M.  Enriques  reprend 
les  principale-  méthodes  qui  ont  été  données  dans  le  calcul  des 
variations,  équations  différentielles  d'Euler  ci  de  Lagrange,  con- 
ditions suffisantes  de  Legendre,  de  Jacobi,  de  Weierstrass.  Les 
deux  problèmes  auxquels  se  limite  M  .  Enriques  et  que  nous. avons 
indiqués  plus  liant  onl  joué  un  rôle  fondamental  dans  l'histoire  du 
«aïeul  des  variations  depuis  l'origine  jusqu'à  nos  jours  et,  en 
exposanl  ainsi  la  théorie  sur  ces  exemple-  concret-,  on  ne  voit 
que  mieux  l,i  portée  des  critiques  qui  ont  été  laites  aux  diverses 
méthodes  el  des  perfect  ionnements  successifs  qui  ont  été  apportés. 

I' établir  la  propriété  de  minimum  des  géodésiques,  M.  Enriques 

donne  diverses  méthodes,  entre  autres  la  méthodes  bien  connue 
de  M.  Darboux  dont  l'importance  es1  bien  mise  en  évidence,  mais 
il  s'attache  sur toul  aux  méthodes  récentes  basées  sur  les  théorèmes 
généraux  d'existence.  \prè>  avoir  démontré  a  priori  l'existence 
d'un  extremum,  il  devient  en  effel  assez  facile  dan-  la  plupart  des 
cas  de  démontrer  que  cel  extremum  coïncide  avec  la  courbe  extrê- 
inale  donnée  par  le  calcul  des  variations.  M.  Enriques  donne  à  ce 
sujet  un  procédé  de  démonstration  nouveau  qui  s'applique  à  d  autres 
problèmes  que  ceux  qu'il  traite  et  qui  mérite  quelque  attention. 
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< !  esl  pourquoi,  pour  terminer,  nous  l'indiquerons  ici  avec  quelque 
détail,  en  prenant  pour  i  s  | »*■  l'une  des  questions  traitées  par 
\l.  Enriques  :  celle  des  géodésiques  sur  une  surface. 

Pour  éviter  toute  confusion,  réservons  le  nom  de  géodésiques 
aux  courbes  tracées  sur  la  surface  el  telles  qu'en  chaque  point  le 
plan  osculateur  soil  normal  à  la  surface  el  ;i | > | »« ■  I < > 1 1 -.  lignes  de 
longueur  minima  les  lignes  les  plus  courtes  joignant  deux  points 
quelconques  de  la  surface.  Les  extrémales,  c'est-à-dire  les  courbes 
intégrales  fournies  pur  If-  équations  différentielles  classiques, 
sonl  les  géodésiques.  On  obtient  l'équation  différentielle  de  ces 
courbes  en  annulant  la  variation  première  SL  de  la  longueur  L  »!<• 
l'arc  de  courbe  joignant  deux  points.  D'après  un  théorème  de 
M.  Darboux,  si  le  point  B  de  la  surface  esl  situé  dans  un  domaine 
suffisamment  restreint  entourant  le  poinl  \,  il  passe  par  A  cl  B 
une  seule  géodésique.  Soit  v  =f( u)  l'équation  de  cette  géodé- 
sique.  D'autre  part,  on  peul  démontrer  a  priori  (théorème 
d'existence  d'Hilberl)  que  par  A  et  B  il  passe  une  ligne  de 
longueur  minima  e  =  cs(w).  Il  reste  à  démontrer  que  cette  ligne 
de  longueur  minima  coïncide  avec  la  géodésique  passant  par  A 
et  B.  Ce  serait  évident  si  l'on  était  sûr  que  t'(u)  soit  une  fonction 
dérivable  (condition  requise  pour  établir  l'équation  des  géodé- 
siques). Mais  Ton  ne  peut  affirmer  cela  a  priori.  Pour  résoudre 
celle  difficulté,  M.  Enriques  part  du  théorème  de  Weierstrass 
d'après  lequel  la  fonction  continue  ®(u)  — f{u)  peut  être  appro- 
chée indéfiniment  par  un  polynôme  de  degré  n  quelconque 

fn(  u)  =  h0-±-  hiu  -4-..  .-4-  hnu". 

La  fonction  <p(w)  peut  donc  être  approchée  par  une  fonction  du 
l  vyef(u)  -i-fn(u)  et  l'on  démontre  que  l'approximation  peut  être 
faite  de  telle  sorte  que  la  longueur  de  la  courbe  approchée  ail 
pour  limite,  pour  n  infini,  la  longueur  de  la  courbe  de  longueur 
minimum.  Par  suite,  pour  démontrer  (pie  la  géodésique  esl  la 
courbe  de  longueur  minimum,  il  suffira  de  prouver  que  sa  longueur 
est  intérieure  à  celle  de  n'importe  laquelle  des  courbes 

(,)  <■=/,„, -/„«'«). 

Or,  si  on  laisse   A0,  l>\ h„  indéterminés,   la  longueur   L  de 

l'arc  de  courbe  |  i  l  pour  une   valeur  donnée  de  n  esl  une  fonction 
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continue  des  n   variables  //„.   Iit hn  qui  admettra  certaine- 

mriii  une  borne  inférieure  atteinte  pour  certaines  valeurs  de  ces 
variables,  autrement  dit  un  minimum.  Ce  minimum  vérifie  les 
équal  ion»,  nécessa  ires 

qui,  avec  les  conditions  aux  Limites,  ue  peuvent  être  vérifiées 
qu'en  annulanl  la  variation  oL.  c'est-à-dire  en  prenant 

JlQ   =     //,    =.     .     .    =     ll,l=     O. 

Si  maintenant  n  varie,  on  voit  que  la  courbe  v=f(u)  est  aussi 
la  courbe  de  longueur  minima  dans  la  famille  (i),  quelque  soil  //. 
el  par  suite  elle  esl  aussi  de  longueur  minima  relativement  à 
toutes  les  lignes  joignant  A  et  B  et  tracées  dans  le  domaine  consi- 
déré par  deux  points  quelconques  duquel  passe  une  géodésique  et 
mu'  seule. 

L'article  de  M.  Enriques  nous  donne  ainsi  en  quelques  pages  un 
aperçu  des  méthodes  les  plus  récentes  du  calcul  des  variations.  En 
montrant  comment  les  recherches  théoriques  sur  les  fonctions  de 
lignes  et  sur  les  ensembles  de  fonctions  ont  renouvelé  celle  partie 
de  la  Science  \|.  Enriques  atteint  l'un  d^>  huis  qu'il  s'étail  pro- 
posé par  la  publication  de  son  Livre:  il  montre,  en  effet,  que  c'est 
en  se  plaçant  dans  la  solution  des  problèmes  à  un  point  de  vue 
élevé  el  plus  général  que  dans  l'énoncé,  qu'on  peut  lever  de  la 
façon  la  meilleure  el  la  [dus  féconde  les  difficultés  critiques  que 
présentent  des  problèmes,  comme  celui  des  géodésiques  ou  connue 
celui  des  isopérimètres,  qui  se  rattachent  à  la  fois  aux  Mathéma- 
tiques élémentaires  el  aux  théories  les  plus  élevées  de  la  Science. 

S.  Lattes. 


MORGAN  i  Ujgustus  de).  — A  Budget  of  Paradoxes.  Reprinted,  with  the 
Author's  Additions,  from  the  ^.thenaeum.  ■j.'"i  édition,  edited  by  David 
Eugène  Smith.  •>.  vol.  in-8,  vm-l-402  et  11—087  pages.  Chicago,  London; 
The  Open  Court .  mj  1 5. 

Suivanl  de  Morgan  un  paradoxe  est  quelque  chose  qui  est  loin 
de  l'opinion  générale  ou  dans  son  contenu,  ou  à  cause  de  la  méthode 
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employée  pour  \  arriver,  ou  enfin  en  raison  des  conclusions 
auxquelles  elle  mène.  Par  suite,  il  \   a  des  paradoxes  qui  sonl  de 

véritables  découx  cries,  étant  des  anticipations  dues  a  des  hommes 
supérieurs;  tel  sonl  par  exemple  l'ouvrage  /><•  Magnete,  de  Gil- 
bert, i'i  l'invention  du  mouvement  de  la  rené  autour  du  Soleil. 
que  quelqu  un,  au  xvie  siècle,  appelait  le  «  paradoxe  de  Coper- 
nic ».  Mais  il  \  a  malheureusement  d'autres  paradoxes  qui  sont  de 
vraies  erreurs,  dont  la  Science  doit  se  délivrer  au  plus  tôt,  comme 
d'un  dangereux  germe  pathogène  ;  or  c'est  précisément  des  para- 
doxes ayant  l'apparence  de  souillure-,  sur  le  beau  corps  de  la 
Science  que  s'occupe  de  préférence  le  savant  anglais.  On  pouvait 
croire  qu'il  en  eut  fait  un  choix  pour  les  présenter  aux  lecteurs  ; 
il  n'en  est  rien  ;  d  a  examiné  tous  (tous  sans  exception)  les 
Ouvrages  paradoxaux  qui  se  trouvaient  dans  sa  bibliothèque  de 
bibliophile  insatiable,  ou  bien  qui  ont  été  mis  à  sa  disposition  par 
des  amis,  ou  enfin  qui  tombaient  de  quelque  autre  manière  entre 
ses  mains. 

Non  content  d'étudier  les  Ouvrages,  de  Morgan  s'est  encore 
intéressé  beaucoup  aux  Auteurs,  et,  après  avoir  connu  personnel- 
lement environ  cent  cinquante  spécimens  de  cette  étrange  espèce, 
il  a  cru  avoir  les  éléments  nécessaires  pour  en  fixer  les  traits  dis- 
tinctifs.  Le  caractère  le  plus  saisissant  des  créateurs  de  paradoxes, 
c'est  l' ignorance,  même  une  ignorance  opiniâtre,  qui  résiste  à  tout 
effort  pour  la  vaincre.  Un  exemple  vraiment  typique  est  offert  par 
un  monsieur  qui  se  présenta  un  jour  à  de  Morgan  pour  lui  exposer 
sa  soi-disant  découverte  de  la  composition  du  Soleil  par  les 
anciens  éléments  Air,  Eau,  Terre  et  Feu  ;  or,  comme  de  Morgan  lui 
observa  que  ces  prétendus  éléments  avaient  été  déjà  décomposés  à 
leur  tour,  il  s'écria  :  «  Que  voulez-vous  dire,  Monsieur?  Qui  a 
jamais  entendu  parler  de  telles  choses  ?  »  Et  il  jugea  indigne  de  lui 
de  poursuivre  son  exposition. 

Or  les  recherches  comparées  sur  la  psychologie  de  ces  esprits 
monstrueux  a  amené  naturellement  de  Morgan  à  faire  des  remar- 
ques très  intéressantes  sur  les  conditions  nécessaires  pour  la 
découverte  scientifique;  pour  en  présenter  un  échantillon  aux 
lecteurs  du  Bulletin,  je  choisis  comme  exemple  la  suivante,  qui 
est  dune  justesse  saisissante  et  d'une  vérité  vraiment  axiomatique  : 

«  Tous  les  hommes  qu'on  appelle  aujourd'hui  des  inventeurs, 
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dans  i (m te  matière  régie  par  la  pensée,  ont  été  des  hommes  con- 
naissant  bien  les  idées  de  leurs  prédécesseurs  et  très  instruits  de 
ce  (|ni  a  été  fait  avant  eux.  Il  u  y  a  aucune  exception.  Je  ne  dis 
pas  «pie  chacun  ait  connu  directement  tous  ses  ancêtres  intellec- 
tuels; plusieurs,  si  je  peux  m'exprimer  ainsi,  ont  connu  leurs 
grands-pères  seulement  à  travers  le  récit  de  leurs  pères.  Toutefois, 
il  est  à  remarquer  combien  parmi  les  plus  grands  noms,  dans 
toutes  les  provinces  de  la  Science,  ont  été  de  véritables  antiquaires 
dans  leur  spécialité.  Je  peux  citer,  parmi  ceux  qui  exercèrent  la 
plus  vigoureuse  influence  sur  la  théorie  et  la  pratique  de  la 
Science,  ^ristote,  Platon,  Ptolémée,  Euclide,  Archimède,  Roger 
Bacon,  Copernic,  François  Bacon,  Ramus,  Tyeho-Brahé,  Galilée, 
Neper,  Descartes,  Leibniz,  Newton,  Locke.  Je  ne  cite  que  des 
noms  bien  connus  en  dehors  de  leur  champ  de  travail  ;  et  tous 
étaient  des  savants  autant  que  des  hommes  de  génie.  » 

La  Physiologie  et  la  Pathologie  formant  la  base  de  toute  Thé- 
rapie, on  pouvait  espérer  que  l'Auteur  nous  apprendrait  quelque 
moyen  pour  corriger  la  tendance  paradoxale  de  certains  esprits  ; 
comme,  au  contraire;  il  ne  nous  apprend  rien  à  ce  sujet,  nous  croyons 
qu'il  considère  tout  essai  dans  ce  sens  fatalement  stérile  ;  or  nous 
pensons,  d'après  nos  expériences  personnelles,  qu'il  a  parfaitement 
raison  ;  en  conséquence,  nous  croyons  que  le  mieux  est  de  ne  pas 
prendre  trop  au  sérieux  les  soi-disant  inventeurs  et  de  s  inspirer 
plutôt  de  l'exemple  donné  par  deux  éminents  géomètres  :  Jean 
Bernoulli  et  Samuel  konig.  Ceux-ci  ayant  été  appelés  à  juger  une 
prétendue  quadrature  du  cercle,  déduite  par  un  de  leurs  compa- 
triotes a  I  aide  d'un  tas  d'équations  très  compliquées,  ils  se  tirèrent 
d'affaire  en  lui  livrant  la  déclaration  suivante  : 

«  Suivant  les  suppositions  posées  dans  ce  Mémoire,  il  est 
évident  que  /  doil  être  =  34,  y  =  i  et  z  =  i,  que  cela  n'a 
besoin  m  de  preuve  ni  d'autorité  pour  être  reconnu  par  tout  le 

inonde. 

«  A  Basic,  le  -e  mai  171Ç).  «  Jkaiv    Bkiuvoulli.    » 

"  .le  souscris  au  jugement  de  M.  Bernoulli,  en  conséquence  de 
ces  suppositions. 

«  A  La  Haye,  le  21  juin  i-^j.  «   S.   Roenic   » 
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L'auteur  fui  si  orgueilleux  du  cerlifical  qu  il  s'empressa  de  le 
publier,  en  ajoutant  La  remarque  suivante  :  «  Il  conste  clairement 
par  ma  présente  analyse  el  Démonstration,  qu'ils  \  mil  déjà 
reconnu  et  approuvé  parfaitement  que  la  quadrature  du  cercle  est 
mathématiquement  démontrée.  »  De  manière  que  tout  le  monde 
finit  par  se  sentir  satisfait  ! 

Les  questions  auxquelles  se  rapportent  les  Ouvrages  analysés 
par  de  Morgan  sont  extrêmement  différentes,  de  manière  que  le 
contenu  <lcs  \  olumes  dont  uous  nous  occupons  est  très  varié.  On 
v  trouve,  naturellement,  bien  souvent  des  essais  sur  la  quadrature 
du  cercle  :  mais  les  travaux  sur  la  trisection  de  l'angle,  la  duplica- 
tion du  cube  et  la  théorie  des  parallèles  ne  manquent  pas.  Aujour- 
(1  h  m  on  v  pourrait  ajouter  un  long  Chapitre  consacré  aux  préten- 
dues démonstrations  du  dernier  théorème  de  Fermât.  Plusieurs 
pages  se  rapportent  au  mouvement  perpétuel,  à  l'aviation,  à  la  déter- 
mination du  «nombre  de  la  Bête  »  de  Y  Apocalypse,  à  de  préten- 
dues applications  des  mathématiques  à  l'interprétation  des  Livres 
sacrés  et  à  d'autres  questions  de  Théologie.  Plus  sérieux  sont  les 
essais  dont  parle  de  Morgan,  sur  le  problème  des  Longitudes  et  sur 
une  ancienne  proposition  dune  langue  universelle  artificielle. 
J'ajoute  que,  dans  les  beaux  \  olumes  que  nous  examinons,  on 
trouve  par-ci  par-là  des  données  importantes  relatives  à  des 
thèmes  doués  d'une  véritable  importance  scientifique  (je  me  borne 
à  citer  les  renseignements  relatifs  à  des  systèmes  de  numération 
avant  comme  bases  des  nombres  différents  de  10),  ou  à  des 
savants  mal  connus  en  Angleterre  et  presque  inconnus  sur  le 
continent. 

Les  auteurs  dont  s'occupe  de  Morgan  sont,  naturellement,  en 
majorité  Anglais,  mais  on  en  trouve  de  Français  el  d'Italiens,  de 
Hollandais  et  de  Suisses  ;  toutefois  on  ne  pourrait  pas  choisir  le 
Budget  of  Paradoxes  comme  base  statistique  pour  une  étude  sur 
la  distribution  géographique  des  auteurs  de  paradoxes.  Ajoutons 
que  de  Morgan,  en  écrivant  pour  une  Revue  destinée  au  grand 
public  [The  Atkenœum),  a  évité  soigneusement  les  détails  tech- 
niques et  les  discussions  exclusivement  scientifiques. 

La  première  édition  de  ce  Livre  parut  en  1872,  après  la  mort  de 
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|  Vuteur,  par  les  soins  de  M11'  Sophia  de  Morgan,  qui  réunit  les 
Articles  j > 1 1 i >1  iés  par  son  mari  dans  The  Athenœum,  avec  l'addi- 
tion de  noies  trouvées  parmi  ses  papiers.  L'accueil  fait  par  le 
publie  en  général  a  été  si  lia  i  te  u  i*  que  l'édition  s'épuisa  bien  vite. 
De  là  l'idée  de  M.  Smith,  le  savant  et  actif  professeur  de  l'Uni- 
versité '\>-  N'\v  ïork,  d'en  publier  une  nouvelle.  Pour  mettre  ce 
projet  à  exécution,  il  ne  pouvait  choisir  un  moment  plus  favorable 
que  l'heure  actuelle,  car  les  soucis  que  chacun  a  aujourd'hui  sur 
l'avenir  de  ce  qui  lui  est  le  plus  cher  font  rechercher  et  accueillir 
avec  joie  un  Livre  qui  fait  sourire  et  méditer  à  la  fois. 

Mais  M.  Smith  ne  s'est  pas  borné  à  une  simple  reproduction  de 
|,i  première  édition  :  en  effet,  non  seulement  il  a  ajouté  les  traduc- 
tions dans  sa  langue  des  passages  extraits  d'Ouvrages  non  anglais, 
mais  il  a  ajouté  en  note  des  renseignements  biographiques  très 
exacts  sur  toutes  les  personnes  citées  et  les  litres  complets  des 
Ouvrages  que  de  Morgan  avait  désignés  d'une  manière  rapide.  Or, 
comme  il  s'agit  d'auteurs  généralement  peu  connus  et  de  Livres 
rares,  la  besogne  n'étaitpasdu  tout  facile,  mais  elle  était  très  utile  ; 
par  conséquent,  M.  Smith  a  fourni  un  précieux  complément  à  bon 
nombre  de  Manuels  biographiques  et  bibliographiques.  Enfin,  par 
une  Table  alphabétique  des  noms  propres  et  des  matières,  rédigée 
liés  soigneusement,  il  a  rendu  très  aisée  la  consultation  de  l'excel- 
lent Ouvrage  que  nous  venons  d'analyser. 

Gijno  Louia. 


Anmahœ  m  Bi  m  u  des  Longitudes  pour  l'An  1917,  plblié  par  le 
Bureau  des  Longitudes,  avec  des  Votices  scientifiques.  1  vol.  in-16 
I  [6-9  1  \  u  -4  5  '  —  '■>■<>  ■+-  91  -+-  44  -+-  18  -t-  36  pages,  avec  1  1  figures,  j  cartes 
célestes  et   2   portraits.  Paris.  Gauthier-Villars  el  <-"'.  1917. 

\J  Annuaire  donl  la  publication  rentre  dans  les  attributions  du 
Bureau  des  Longitudes,  parut,  pour  la  première  lois,  en  17»)'»:  il 
se  rapportait  à  l'an  \   1  1  796-1  797). 

Depuis  u) louiez  les  date-  et  heures  sonl  exprimées  en  temps 

civil  moyen,  compté  sans  interruption  de  oh  à  2  \h  à  partir  de 
minuit. 

Depuis  1 1)  1  '.  par  application  de  la  Loi  du  9  mars  191 1,  les  heures 
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des  divers  phénomènes  sonl  exprimées  en  temps  légal^  c'est-à-dire 
en  temps  moyen  de  Paris,  diminué  de  <)  minutes  21  secondes. 

Conformémenl  aux  dispositions  inaugurées  en  1904,  cel  1// 
nuaire  devrait  contenir  des  Tableaux  détaillés  relatifs  à  la  Géo- 
graphie, a  la  Statistique,  à  la  Métrologie,  aux  Monnaies,  aux  Tables 
de  Survie  el  d'Intérêt  composé,  à  la  Météorologie.  Eu  raison  des 
événements  actuels,  cette  partie  a  été  réduite  aux  uotions  essen- 
tielles sur  la  Métrologie  el  à  quelques  Tableaux  de  Météorologie. 
Dès  que  les  circonstances  le  permettront,  on  donnera  à  la  Géo 
graphie  el  à  la  Statistique  toul  le  développement  que  comportent 
ces  importants  sujets.  L'  innuaire  de  1917  ne  contient  pas  les 
données  physiques  el  chimiques  qui  se  trouveronl  dans  V Annuaire 
de  [918. 

La  partie  astronomique  de  ce  Volume  renferme  les  Tableaux 
relatifs  à  la  déviation  de  la  verticale  en  France,  à  l'intensité  de  la 
pesanteur  en  divers  lieux  clan  calcul  des  altitudes  par  les  obser- 
vations barométriques;  il  contient  aussi  des  données  relatives  aux 
constellations,  aux  parallaxes  s  te  lia  ires,  aux  étoiles  doubles,  aux 
mouvements  propres  des  étoiles  el  à  la  spectroscopie  stellaire, 
taudis  qu'il  ne  contient  pas  la  sismologie,  la  théorie  des  cadrans 
solaires,  la  physique  solaire  et  les  données  relatives  auv  petites 
planètes  :  ces  matières  seront  développées  en  1918. 

Voici  maintenant  les  principales  modifications  apportées  cette 
année  à  la  rédaction  de  l    innuaire. 

Le  Chapitre  relatif  aux  corrections  pour  déduire  les  levers  et 
couchers  du  Soleil  et  de  la  Lune  en  un  lien  terrestre  de  ceux 
donnés  pour  Paris  a  été  remanié  el  complété  par  un  nouveau  para- 
graphe sur  L'éclairemciil  de  la  Terre  par  le  Soleil,  dans  lequel  on 
donne,  en  particulier,  l'azimut  du  Soleil  à  son  lever  cl  à  son 
coucher,  ainsi  que  -mi  angle  horaire  au  passage  au  premier  ver- 
tical, pour  les  lieux  compris  entre   h"  et  5i°  de  latitude  boréale. 

Les  données  concernant  les  Calendriers  grégorien  el  julien  ont 
été  rédigées  par  M.  Andoyer  sous  une  forme  nouvelle,  dans 
laquelle  on  a  l'ail  apparaître  les  formules  algébriques  fournissant 
les  divers  éléments  du  comput. 

Dans  le  Chapitre  consacré  à  la  Terre,  diverses  additions  oui  été 
apportées;  eu  particulier  une  Note  de  M.  Ilainx  sur  la  longueur 
du  mètre  en  longueur  d'onde  de  la  radiation  rouge  du  cadmium. 

li. 
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La  partie  relative  aux  constellations  a  été  remaniée  par  M.  Bi- 
gourdan;  le  Catalogue  donnant  les  positions  moyennes  des  prin- 
cipales étoilesaété  remplacé  par  une  Note  sur  le  moyen  de  recon- 
naître les  constellations  ;  une  cinquième  carte,  relative  à  la  calotte 
polaire  australe,  a  été  ajoutée  à  celles  déjà  données. 

M.  Bigourdan  a  fourni  une  -Note  sur  les  étoiles  doubles  et  mul- 
tiple-, avec  un  catalogue  des  principaux  couples,  leurs  angles  de 
position.  les  distance-,  les  grandeurs  et  couleurs  des  composantes. 

M.  de  Gramont  a  revu  et  complété  le  Chapitre  consacré  aux 
spectres  stellaires  en  insistant  particulièrement  sur  le-  découvertes 
récentes. 

Le  nombre  des  données  concernant  la  Météorologie  a  été 
réduit,  mai-  on  \  a  ajouté  une  iNote  de  M.  Renaud  relative  aux 
mesures  employées  sur  les  Cartes  marines. 

Dans  la  Météorologie,  qui  a  été  réduite  aux  tableaux  relatifs  à 
Paris,  on  donne  une  Note,  due  à  M.  Renaud,  sur  le  nouveau  mode 
d'indication  de  la  pression  barométrique  aux  Etats-Unis  et  en 
Angleterre,  où  il  fait  usage  des  unités  absolues  du  système  C.  (  î.  S. 
On  s, lit  que  l'unité  de  pression  est  dans  ce  système  la  barye, 
c'est-à-dire  la  pression  d'une  dyne  sur  un  centimètre  carré.  Cette 
unité  étant  trop  pet  ite,  on  emploie  le  bar  qui  représente  i  o°  baryes. 
On  emploie  aussi  les  millibars  et  les  centibars.  La  pression  d'un 
millimètre  de  mercure  est  environ  les  \  de  la  pression  évaluée  en 
millibars. 

Un  supplément  à  F  Annuaire  donne,  pour  l'année  1918,  les 
principaux  éléments  des  divers  calendriers  en  usage,  les  heures 
des  levers  et  couchers  du  Soleil  et  de  la  Lune,  les  phases  lunaires, 
le-  éclipses  de  Soleil  et  de  Lune  et  enfin  des  données  relatives  aux 
marées. 
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donne  des  détails  sur  le>  mois,  sur  le  commencemenl  du  mois,  ^m 
l'année  et  sur  les  ères.  Cette  Notice  constitue  un  important  Cha- 
pitre de  l'Histoire  de  I   ^.stroi lie. 

L'avance  de  l'heure  légale  pendant  l'été  de  Vannée  1916; 
par  M.  .1.  Renaud  (B.  i-B. 91).  M.   Renaud  retrace  l'histoire 

du  changement  de  l'heure  en  1916,  avec  les  discussions  que  ce 
changemenl  souleva  dans  diverses  Sociétés  savantes  ci  dans  le 
Parlement.  Il  termine  eu  souhaitanl  qu'on  arrive  à  une  entente 
internationale  permettanl  d'établir  enfin  des  règles  définitives 
pour  la  mesure  du  temps  an  moyen  du  système  des  fuseaux 
horaires  appliqué  d'une  façon  bien  plus  complète  qu'il  ne  l  est 
actuellement.  «  Les  progrès  de  la  Science,  dit-il,  exigent  impé- 
rieusement qu'en  dehors  des  cas  de  force  majeure,  on  assure  avant 
tout  une  stabilité  absolue  au  mode  d'indication  de  l'heure  dans  le 
inonde  entier.   » 

La  détermination  du  Mètre  en  longueurs  d'ondes  Lumi- 
neuses; par  M.  Maurice  Ha vty  (C.l-C.44)-  —  M.  IJamy  expose 
la  méthode  interfèrent  ici  le  de  Michelson,  puis  celle  de  Fabry  et 
Perot  pour  trouver  le  nombre  de  longueurs  d'onde  «le  la  radiation 
rouge  du  cadmium  dans  l'air  sec  à  1 5°  du  thermomètre  à  hydro- 
gène et  sous  la  pression  normale  de  Hio""".  Le  résultat  final  est  le 
suivant  :  on  a  pour  le  mètre 

1  >53  iG  ?-,  i3. 
La  longueur  d'onde  considérée  À  est  donc  égale  à 

(>!'•,  643  846  96, 

;j.  représentant  le  micron  (millième  de  millimètre). 

La  Vie  et  les  Travaux  de  l'ingénieur  hydrographe  en  chef 
Philippe  Hall;  par  M.  .1.  Renaud  (D.  i-D.  18).  —  L'Auteur  de 
cette  iSotice  biographique  donne  un  beau  résumé  d'une  carrière 
utilement  remplie,  ainsi  que  des  travaux  personnels  de  M.  Hatt 
qui  ont    fait   faire  de   notables  progrès  à   la  science  hydraulique. 

Er.   L. 
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mi:l  vnges. 


SUR  LA  RELATION  ENTRE  LES  PÉRIODES  D  UNE  FONCTION  UNIFORME 
QUADRUPLEMENT  PÉRIODIQUE  DE  DEUX  VARIABLES  : 


Par  M.  Emile  PICARD. 


Nous  avons  autrefois,  Henri  Poincaré  cl  moi,  succinctemenl 
indiqué  {Comptes  rendus,  3  décembre  [883,  i.  !>7  i  une  démons- 
tration du  théorème  énoncé  par  Eliemann  sur  le-  relations  néces- 
saires entre  les  périodes  d'une  fonction  uniforme  >/>  fois  périodique 
de  p  va riables . 

Certains  détails  de  la  démonstration,  qui  esl  simple  dans  ses 
grandes  lignes,  demandent  quelque  -nia.  ^.ussi,je  vais  reprendre 
cette  étude,  en  reproduisanl  ici  la  Leçon  que  j'ai  faite  sur  cette 
question  dans  mon  cours  de  1916"  à  la  Sorbonne.  .le  me  borne  an 
cas  'le  deux  variables. 

|.  Dans  le  domaine  des  deux  variables  complexes  //  ci  c.  nous 
considérons  un  réseau  de  prismatoïdes  de  périodes  distinctes 
correspondanl  au  tableau 

r  M  j,  j,  ;,. 

cl  soil  /1//.  ci  une  fonction   uniforme  de  u  el   »•  ayanl    parloul  .1 
distance  finie  le  caractère  d'une  fonction  rationnelle.  <  >n   suppose 

1 1  m-  I  on  ail 

f\    Il  <■:,.    (  ),        =/|    II.     P)  :  1,2,3,4)- 

On  peul  certainemenl  obtenir,  sàul  dans  un  cas  particulier  sans 
intérêt,  une  autre  fonction  de  même  nature  o  («,  v),  qui  ne  soil 
l»,iN  fond  ion  de  la  première. 

Posons  en  effel 

9  1  11.  v)  =  fi  u       h.  c       /.  1, 
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//  el  /.  étanl  deux  constantes  prises  arbitrairement.  Il  n'v  aura  pas 

de  relation  cuire/  el  o.  Si.  en  effet,  ces  fond s  étaienl  liées  par 

une  relal  ion,  mi  aurail 

/;,<//.  v)/i\  u     /,.  v     1. 1    ./;.  1  u.  V)f'u  i  »     a.  !>  +  *)  =  0. 

Donnons  à  <  //,  c  1  la  valeur  fixe  («„,  c0);  on  aurail  alors  une  rela- 
tion de  la  forme 

\  el  B  étanl  deux  constantes  qui   ne  sonl  pas  nulles  toutes  deux. 
Par  suite  y  ( .r.  y  1  sérail  une  fonction  de  la  seule  combinaison 

V>.r        A  r. 

Nous  écartons  ce  cas  sans  intérêt,  où  il  ne  s'agirail  pas  en  réalité 
d'une  véritable  fonction  de  deux  variables. 

2.     Nous    partons    dune    de    deux    fonctions    quadruplemenl 

périodiques 

Ft(  u,  v)        et        F2(  u,  v), 

qui  ne  sonl  pas  fondions  l'une  de  l'autre,  et  nous  posons  : 
x  =  Ft(u,  v),        ^  =  F2(u,  v). 

Pour  x  et  y  arbitraires  correspondent  un  nombre  fini  <j.  de 
valeurs  de  (m,  p  >  dans  un  prismatoïde  de  périodes;  ce  nombre  est 
fixe,  car  quand  un  point-racine  |  //.  ri  sort  d'un  prismatoïde,  un 
autre  entre.  Soit  maintenant  <!>(//,  n  une  troisième  fonction 
quadruplemenl  périodique;  il  pourrail  arriver  que  les  u.  valeurs 
de  <!>(//.  v)  ne   fussent    pas  distinctes,   mais  cela  n'arrivera  pas 

pour 

<\>  (u-h  h,  v  —  h  ) 

si  //  et  k  sont  arbitraires.  Soient  en  effet  u/,.  r,)  et  (u2,  v.2), 
situés  dans  un  même  prismatoïde  el  donnant  le>  mêmes  valeurs 
pour  cetle  fonction;  on  aurait,  quels  que  soient  h  et  /. , 

*  (  «i  -+-  h,  Vi  ■+-  k)  =  <ï>  (  u2  -+-  h ,  c2  -+-  h  1 . 
et  par  suite 

<ï>  (  K,    c)  =  $(it+   M2  —  «1,    P  -H  P  2 —  f)  ), 

quels  que  soient  u  el  r.  Donc  ^^ — «,  et  p2 — ('i  seraient  des 
périodes,  ce  qui  n'a  pas  lieu. 
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!!.  Vous  considérons  donc  trois  fonctions  quadruplemenl 
périod  iques 

x=f(u,v),        y  =  o  (u,  v),         s  =  d/(it,  v), 

pour  lesquelles  lés  circonstances  particulières,  que  nous  venons 
de  viser,  ne  se  présenteni  pas.  On  peul  prendre,  par  exemple, 

O  (  II,    V  ,  =/(  Il  —  //,     V  -+-  /.    i, 

d;i  u,  v  i  -  =  /<  »  -+-  //',   r  -     /'  I, 

les  //  et  /  étanl  des  constantes  prises  arbitrairement. 
Si  l'on  considère  alors  les  équations 

y  =  o(u,  o), 

à  des  valeurs  arbitrages  de  .r  el  y  correspondent  un  nombre 
limité,  toujours  le  même,  de  valeurs  de  (m,  v)  dans  un  prismatoïde. 
Mais,  pour  certaines  valeurs  de  x  el  r.  il  pourrai!  arriver  que  le 
nombre  des  racines  fût  infini.  Soil  (a,  b)  un  tel  système  de  valeurs 
de  I  i ■•.  r  |.  A  lors  les  deux  équations 

L/\">  '•'  =  "• 

/   'ji/(,   v)  =  b 

auraient  une  infinité  de  solutions  (dans  un  prismatoïde  i,  qui  for- 
meraient une  suite  continue.  Ceci  entraine  que  ces  solutions 
apparl  iennent  à  Féquat  ion 

à  f  dv         <)/'  do 

-—    -— —    — L     =  O. 

ilit    rh-  ÛV    'in 

Or  cette  équation  ne  peut  définir  manifestement  qu'un  nombre 
limité  de  continuum  distincts  dans  l'espace!  '/,  v).  1 1  ne  peut  donc 
\  avoir  qu'un  nombre  limitéde  valeurs  (a,  b  >,  pour  lesquelles  les 
équal  ions  |  S  |  aient  une  infinité  de  racines. 

Revenons  aux  trois  fonctions  #,  y  et  z.  Si  l'on  donne  à  y  une 
valeur  différente  des  b,  x  étanl  quelconque  (fini  ou   infini),  il  v 

aura  un  nombre  limité  de  valeurs  de  ,3;  soient    S|,-s2 s»  ces 

valeurs  en  nombre  u.  La  somme  symétrique 

(jo  entier  quelconque)  est  donc  une  fonction   uniforme  de  x\  on 
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raisonne  de  même  pour  y.  <  )n  peul  par  suite  duc  de  cette  somme 
(qui  esi  fonction  uniforme  de  x  el  y)  (qu'elle  est  fonction  ration- 
nelle de  r,  quand  k  esl  distinci  des  6,  el  fonction  rationnelle 
de  r,  quand  ./  est  distinci  des  nr.  Est-elle  fonction  rationnelle 
de  x  el  y  ?  La  chose  esl  bien  \  raisemblable  <i  priori,  m;  m--  il  faul 
cependanl  quelque  soin  pour  le  montrer. 

i.  Le  fait  que  F  (a?,  y)  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  y 
peut  se  déduire  de  ce  qu'w/ie  fonction  analytique  uniforme  de  ./ 
e£  )'  ne  />''///  /^/s  avoir  de  point  singulier  essentiel  isolé.  Si  en 
effet  F  n'étail  pas  rai  ionnelle,  un  au  nu  tins  des  points  (  a .  />  i  sciai  i 
un  point  singulier  essentiel  isolé. 

Mais  nous  ne  supposerons  pas  connue  la  proposition  précédente, 
ou  plutôt,  nous  allons  la  démontrer,  dans  la  mesure  où  nous  en 
avons  besoin,  en  imita  ni  l'analyse  au  moyen  de  laquelle  M.  Hurwitz 
a  établi  qu'une  fonction  uniforme  de  x  el  y.  <jui  esl  rationnelle 
en  x  pour  toute  valeur  finie  de  )'  el  pareillement  rationnelle  en  y 
pour  toute  valeur  finie  de  .a,   esl    une   fonction  rationnelle  de  x 

Nous  pouvons  supposer  que  x  =  o,  y  —  o  est  un  point  ordinaire 
de  F  ( les  a  et  b  pouvant  être  supposés  non  nuls)  el  que  de  plus 
F  (o,  o  )  esl,  différent  de  zéro. 

On  a,  dans  le  voisinage  de  x  =  o,  r=<>  [c'est-à-dire  dans  dc> 
cercles  de  rayons  p  el  pt,  ayant  respectivement  les  origines  pour 
centres  dans  les  plans  des  variables  ./   el  y],  le  développement 

(i)  '  F  (.r,j)=VA^(  r  ).,•"'. 

les  gm{y)  «'tant  holomorphes  en  y. 

D'après  les  hypothèses,  F(x,y)  esl  nécessairement  rationnelle 
en  y  quand  x  est  dans  le  cercle  (p).  Il  en  est  de  même  pour  toutes 

les  dérivées  partielles 

<)F       d*  F 
ox         o.r- 

puisque  dans  le  voisinage  d'une   valeur  de  x  différente  d'un  a, 
(')  Hurwitz.  Journ.  fur  Math.,  i8s:>,  p.  <i">. 
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quel  que  soil    r.    la   fonction  a    le  caractère   rationnel.  De  là  se 

i  i       ''7E 

(mikIiii  miic  tous  \c-  ' ■ .  i|ni  mihi   des  valeurs  des  - — itoiira;  =  o, 

1  O         1  fixq    1 

-oui  aussi  fonctions  rationnelles  dey. 

Soit,  d'autre  pari,  un  point  B  dans  le  cercle  de  rayon  o\  <<  p, 
m. h  sur  la  circonférence) ;  I  i  ./ .  3  |  esl  rationnelle  en  #,  d'après 
les   hypothèses.  On  peu!  donc  écrire 

„.  ,  |i„a?r_HB1y-'^-...^B>. 

B0  et  C0  ne   sont  pas  nuls  à    la   fois,  el  l'on  peut  supposer  que  Cr 
n'est  pas  nul,  puisque  F  i  o,  (3  )  esl  fini. 

En  identifiant  |  i  i,  où  l'on  a  l'ail  v  =  B,  et  (2),  on  obtient  l'iden- 
1  ité  en  1 

B0a?',-t-...4-B;.=  (C0a7'-+Gia7'-i-)-...-t-Cr)  [,^,i  3  1  -r-  gx  (3)  a-  -h.  . .  ]. 
Si  donc  on  envisage  les  lignes  indéfinies  en  nombre  r-f-i 

^2  (P),        gz       (3),         ..., 


§V+l(  P)>     A'"'-  hs(  p),     •  •  •  j 

/of/s  les  déterminants  formés  avec  r+  1  colonnes  sont  nuls. 

Je  dis  maintenanl  que  le  nombre  entier/-  esl  le  même  pour  tous 
les  points  B  répondant  à  |  3|^p'r  Supposons  en  effet  qu'il  en  soii 
autremenl  ;  à  une  valeur  de  r  ne  correspondrai!  (\u  un  nombre 
limité  de  points  B,  qui  seraienl  les  racines  communes  aux  déter- 
minants en  que-lion  (rationnels  en  3).  Donc  les  points  B  inté- 
rieurs  à  (p'j)  formeraient  un  ensemble  énumérable,  ce  qui  n'est 

pas. 

Il  résulte  de  là  que  ions  le-  déterminants  d'ordre  r+i  sont 
identiquemenl  nuls.  Par  suite  on  peut  choisir  les  G,  rationriels 
en  r.  de  manière  que 

soii  un  polynôme  en  oc,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

5.  L'analyse  précédente  établil  du  même  coup  qu'il  y  a  entre  les 

I  rois  tond  io ils  qiiadrupleiiienl   périodiques  #,  y  et  Z  de  «  et  c  une 
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relal  ion  a  Igébriq  ue,  soil 

S   I    r.     ,    .     3    .  O, 

et,  de  plus,  à  un  poinl  arbitraire  de  cette  surface  ne  correspond 
qu'un  point  i  u,  v  \  dans  un  prismatoïde. 

On  voit  maintenanl  de  suite  que  toute  fonction  quadruplemenl 

périodique  P(«,  vC)  esl  une  fonction  rationnelle  de  ./',  y  el  r.  Il 
suffit,  pour  le  von-,  d'envisager  le^  u  valeurs  «le  i  //,  r  i  répondanl 
aux  équal  ions 

■'■     /("    ' 

y  =  cp  (w,  ri 

et  de  former  les  combinaisons  correspondantes 
P1+         p2+;..+         p^, 

5  |  I     !  -+-    C  2  P2  -H  .  .  .  -+-  Zn  I  ' ,,  , 


.U.-I  i.         .;j.--i  I  ■  -*<-    i  i> 

"\       I   1  -     S',       I  -2  -■■-•  •  •"'    -,L       '  u- 

(|ui  sont  toutes  des  fonctions  rationnelles  de  X  el  v.On  en  déduil 
(jue  I',  esl  une  fonction  rationnelle  de  ar,  y  e\  zx  ;  c'est,  en  suppri- 
mant l'indice  it/i,  la  proposition  ii  établir. 

6.  En  différentiant,  nous  avons  maintenanl 

iV  <>/' 

dx  =  --  du  h — ~  dv, 
Ou  Ov 

i         °r   i         c>?   / 
a  v  =  — -  </»  -r </f, 

17        d«  dp 

d'où  Ton  dédu il 

du  =  P  dx  -  -  Q  '/r. 

,/r  =  P,,/.r   t-  O,,/,-, 

les  I'  el  Q  étanl  quadruplemenl  périodiques  en  i  //,  e  i,  et  par  con- 
séquent rationnelles  en  ./■,  r  cl  ;.  Il  en  résulte  que  la  surface 

S  (.r,  y,  s)  =  o 

a  deux  intégrales  distinctes  de  différentielles  totales  de  première 
espèce  : 

u  =   /   P  dx  -+-  Q  dy, 


r  =   /  \\dx-^  Qxdj  . 
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Prenons  alors  pour  x  el  y  des  fonctions  rationnelles  arbitraires 
)  i  .  ai  /i  d'un  paramètre  t.  Les  deux  intégrales  de  diffé- 
rentielles totales  m  el  t>  deviennent  des  intégrales  abéliennes 

I       el     \ 

relatives  à  la  courbe  entre  /  <i  ;  : 

S[X(*),  (jl(«),  z]  =  o; 

elles  sonl  (railleur-   manifestemenl  linéairement   indépendantes. 
Or,  étanl  données  deux  intégrales  d  istinctes  de  première  espèce 
d'une  courbe  algébrique  de  genre  //.  avec  le-  périodes 

\|.     A2,      ....     A2/J     pour     U. 
H,.      Iî2 !>:>/.     pour     \  . 

il  \  a  une  relation  de  la  lonnr 

(3)  Sc/AA/B/,  =  o! 

entre   ces   périodes,    les   c  étanl  des  entiers  avec  c/*=     —  C/ù-  De 
|ilu>.  d'après  l'inégalité  célèbre  de  Riemann,  -i  l'on  pose 

A/  =  a,       a    \        i. 
on  a  nécessa  irement 

i  'S.Cikàin'if  -?-  •>. 

Revenons  aux  intégrales  de  différentielles  totales   u  el  p,  elles 

uni  le  laide, ni  des  quatre  paires  île  périodes 

//         ''Jl        (•),        0)3        '■),. 
I"  'J|         ^2         'A; 

Donc  les  périodes   \,-ei  Bt-  de  L  el  \   sonl  de  la  forme 

Aj  =  m\  io1  — -  m?  oji  -+-  //» ?  w3  —  m  ;  <•> , . 
B,  =  wij   j,   -  »i?  uj  ~  m?  j:i —  //>;  'J4, 

les  ///  étanl  des  entiers.  Ln  substituanl  dans  I  3  i,  on  a 
ï  y/a-io/ ->/,—  o        (y/a  =  — Y**'  entiers). 
I  )  ailleurs,  d'après  l'inégal ité  |  î  i  on  aura  nécessairemenl 

-  . 
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en  posant 


Donc  les  entiers  v  ne  peuvent  être  tous  nuls. 

La  relation  (S)  constitue  ainsi  une  relal  ion  entre  les  w  <■!  les  u  : 
r'r.v/  A-  théorème  fondamental  sur  la  relation  entre  les  périodes 
d 'une  fonction  quadruplt  ment  périodique  l  ■  ). 

Remplaçanl  les  y  par  des  c,  nous  écrirons  la  relation  sous  la 
tonne 

i  R  i  -r,7,w,j,(        o  i  Ca  '■/,,). 

7.  Terminons,  en  monlranl  que,  par  un  changement  de 
périodes 

la  même  substitution  étanl  effecl  uée  sur  les  u  et  le  déterminant  non 
nul  |  m) .  |  n'étant  pas  nécessairemenl  égal  à  :^r  i,  on  peut  donnera 
la  relation  (R)  nue  forme  réduite  très  simple. 

On  peu:  supposer  cwl  -/=.  o,  puisque  tous  les  c  ne  sont  pas  nuls. 
Partageons  alors  les  quatre  premiers  nombres  en  deux  groupes 
(  i .  2)  et  (3,  4  »•  Il  y  ;l  dans  1  li  1  des  termes  où  i  =  1,  2  et  k  =  3,  {. 
Montrons  <(ue,  par  un  cliangemeul  de  périodes  de  la  forme  indiquée, 
on  peut  les  faire  disparaître. 

Soit,  par  exemple  à  taire  disparaître,  le  terme 

C13I  to,u3—  (i>z\>i); 
nous  poserons 

II)'.,  =  C\  o(')2  —  C13  (o:i, 
w'3  =  W3, 

cl  de  même  pour  les  u,  <o,  et  w4  n'ayant  pas  changé. 

On  voit  aisément  que  dans  la  relation  transformée  le  terme  (1 ,  .'»  ) 
a  disparu;  le  terme  (2,  3)  a  le  même  coefficient,  et  les  termes 
11.  4)  et  (2,  {)  ont  les  mêmes  coefficients  inchangés  ou  multipliés 
pareu.  On  recommencera   nue   opération  analogue  par  exemple 


(l)  Ji-  rappelle  que  M.  V.ppell  est  arrivé  par  une  tout  autre  voie  à  ce  résultai 
dans  s<ui  beau  Mémoire  Sur  les  [mictions,  périodiques  de  deux  variables 
{Journal  île  Mathématiques.  1891). 


'..'• 
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pour  faire  disparail  re  les  termes  (i ,  [),  et  chaque  fois  on  ne  défail 
pas  ce  qu'on  a  fail  antérieurement,  puisque  les  coefficients  des 
termes  avec  indices  de  l'un  el  l'autre  groupes  ne  sonl  pas  modifiés 
ou  sonl  seulement  multipliés  par  C|o>  Finalement,  eu  appelant 


A,  A        \, 

B,  B3     Bj 


i  période»  de   I    I, 
i  périodes  de  V  - 


les  périodes  transformées,  on  arrivera  à  la  relation 
(6)  Pi  A,B2  —  AsB,)-*-Q(A3Bi-  A.  15,  i  =  o, 

I'  qui   esl   égal  à  ct2  n'est   pas   nul.  Ou  peut  de  suite  démontrer 
que  Q  u  esl  pas  nul  .  On  sait  en  effet  «pie.  si 


"l  a'\  V —  'i  "i^     al\    —  '' 


a3V—  ': 


a ,  —  "  ,  \  — 


sonl  les  périodes  d'une   intégrale,  correspondant  aux  A  et  B,  on 

aura 


" 


\'  i  fi ]  ri'.,  —  a%a!x  )  —  Q  i  a3  ci  i  —  a ,  a 


I  inégalité  de  I!  iem  inn). 

Or  si  Q  était  nul,  on  pourrait,  d'après  (6),  former  une  combi- 
naison y.\  -f-  £}>  avant  des  périodes  nulles  pour  les  c  vêles  répondant 
au\  indices  i  et  2.  ce  qui  est  en  opposition  avec  l'inégalité  i  7  . 
où  O  serait  nul.  el  où  l'on  aurait 


\iim   donc  Q  n'esl    pas   nul,   et  une  nouvelle    transformation 
amène  aux  périodes  il  et  V.  avec  la  relation  canonique 


(8) 


Q,  V,  —  il2  Yi-,    Q3  Y,  —  Q4  r3  =  o. 


Nous  avons  dmic  le  théorème  fondamenl  il  classique  :  Par  une 
transformation  d'un  degré  convenable^  égal  ou  supérieur  à  un, 
effectuée  sur  les  périodes  w  el  j.  on  obtient  de  nouvelles 
périodes  il  et  X  satisfaisant  à  l>i  relation   (8). 


l.A   VIE   ET   l    CEI  VRIÎ   DE  GASTON    DARBOI  \  m; 

LA  VIE  ET  L'ŒUVRE  DE  GASTON  DARBOUX  ; 
Par  M.  Ému  e  PICARD. 

Nous  avons  annoncé  le  mois  dernier  la  morl  de  Gaston  Darboux. 
Son  œuvre  de.mandera  une  étude  approfondie.  Je  voudrais  seule- 
ment ici  essayer  d'en  montrer  l'importance,  <'n  retraçanl  sommai- 
rement la  vie  du  regretté  fondateur  du  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques. 


Gaston  DarboUx  naquit  à  IN imes  le  i3aoûl  iNjy.  Auprès  de  bonnes 
études  classiques  au  Lycée  de  celle  ville,  il  entra  en  1 85g  dans  la 
classe  de  Mathématiques  spéciales  du  Lycée  de  Montpellier  et  fut, 
après  une  année,  admissible  à  l'Ecole  Poh  technique  ;  mais,  avant  le 
désir  très  arrêté  d'entrer  dans  renseignement,  il  ne  voulut  pas  subir 
l'examen  du  second  degré.  Au  bout  d'une  seconde  année,  il  était  reçu 
le  premier  à  l'Ecole  Normale  supérieure  et  à  l'Ecole  Polytechnique. 
A  cette  époque.  l'Ecole  Normale  menait  à  peu  près  uniquement  à 
l'enseignement  des  lycées.  Comme  on  l'a  dit,  elle  conduisait  à  tout, 
à  condition  d'en  sortir.  Des  exemples  célèbres  montraient  que  les 
littéraires,  suivant  le  terme  de  la  maison,  en  sortaient  quelque- 
fois; mais  le  fait  ne  s'étut  guère  vu  pour  les  scientifiques.  La 
détermination  prise  par  Darbouxde  se  consacrer  à  l'enseignement 
fut  un  objet  d'étonnement  et  peut-être  de  scandale  pour  les  amis 
de  la  grande  famille  polytechnicienne.  On  n'avait  pas  vu  encore, 
comme  l'a  rappelé  M.  Lavisse  au  jubilé  de  Darboux,  en  1912, 
quelqu'un  préférer,  aux  espérances  brillantes  qu'offrait  la  carrière 
des  mines  ou  des  ponts  et  chaussées,  le  titre  de  professeur  et  la 
modestie  des  fonctions  d'enseignement.  Pasteur  était  alors  direc- 
teur des  études  scientifiques  à  l'Ecole  Normale.  Il  désirait  déjà  sans 
doute  que  celle-ci  contribuât  au  recrutement  de  l'enseignemenl 
supérieur  comme  de  l'enseignement  secondaire,  et  qu'elle  devint 
une  pépinière  pour  la  Science  française.  Il  eut  une  grande  joie  en 
voyant  arriver  une  recrue  qui  promettait  d'être  aussi  brillante. 
Ceux  qui  plus  tard  ont  entendu  Pasteur  parler  de  l'amour  et  du 
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culte  de  la  Science  peuvenl  facilemenl  imaginer  les  conseils  qu'il 
donaail  à  Darboux.  Le  nouvel  élève  se  signala  bientôt  par  des 
travaux  remis  aux  maîtres  de  conférences  el  témoignanl  d'un  véri- 
table espril  d'invention,  ^.près  ses  trois  années  d'études,  il  put, 
grâce  à  Pasteur,  rester  encore  deux  mis  à  l'Ecole  clans  le  |>  oste 
d'agrégé-préparateur  de  mathématiques  créé  à  son  intention  el 
achever  un  travail  remarquable  sur  ]<••>  surfaces  orthogonales,  qui 
lui  servil  de  thèse  de  doctoral  en  [866.  Il  lui  ensuite,  jus 
qu'en  i8~2,  professeur  aux  lycées  Saint-Louis  el  Louis-le-Grand. 
S  >h  enseigneinenl  avait,  au  témoignage  de  ceux  qui  l'ouï  entendu, 
une  tournure  très  originale;  dans  ^a  classe  le  souci  de  l'examen 
prochain  ne  hantail  pas  sans  cesse  les  élèves,  ce  qui  n'empêchail 
pas  ceux-ci  de  remporter  de  brillants  succès  dans  nos  grandes 
Ecoles. 

En  1872,  Darboux  devinl  maître  «le  conférences  à  l'Ecole 
Normale,  en  même  temps  qu'il  suppléa  Liouville  à  la  Sorbonne 
dans  la  chaire  de  Mécanique  rationnelle.  Sa  réputation  scienti- 
fique étail  déjà  bien  établie  el  son  influence  lui  grande  parmi  les 
mathématiciens  de  l'Ecole,  <|ui  suivaient  aussi  son  cours  à  la 
Faculté.  I),ius  celui-ci,  Darboux  a  rénové  en  France  l'enseigne- 
menl  de  la  Mécanique  générale.  J'ai  commencé  alors  à  le  connaître 
el  à  apprécier  sa  parole  claire  el  élégante.  Ce  n'esl  pas  que  cer- 
tains points  de  son  enseigneinenl  n'aienl  été,  pour  mes  camarades 
el  moi,  l'occasion  de  grandes  perplexités.  En  même  temps  que  le 
coin- île  Darboux  à  la  Sorbonne,  nous  suivions  à  l'Ecole  les  confé- 
rences de  Briot.  Il  va  Lieu  des  manières  d'exposer  les  principes 
de  la  Mécanique;  Briot  envisageail  d'abord  la  force  au  point  de  vue 
statique,  tandis  que  Darboux  débutai I  par  la  définition  dynamique. 
Sur  cette  question  de  principes,  il  nous  fallait  oublier  à  l'Ecole  ce 
qu'on  nous  avail  lit  à  la  Sorbonne;  cela  a  été  noire  première  leçon 
de  philosophie  des  sciences.  \  u\  élèves  de  la  Section  de  Mathéma- 
tiques en  troisième  année,  Darboux  faisait  des  leçons  d'Algèbre  el 
de  Géométrie  analytique,  passant  avec  un  ail  consomme  d'une 
théorie  à  une  autre  :  dans  ces  causeries  familières,  il  donnait  toute 
mesure  comme  professeur.  A  la  morl  de  Ghasles  en  1880,  il 
quittait  l'Ecole  pour  devenir  titulaire  de  la  chaire  de  Géométrie 
supérieure  à  la  Sorbonne. 
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(  )n  peul  distinguer  le  plus  souvenl  chez  les  mathématiciens 
deux  tendances  d'esprit  différentes.  Les  uns  se  préoccupent  prin- 
cipalement d'élargir  le  champ  des  notions  connues;  sans  se  soucier 
toujours  des  difficultés  qir*ils  laissenl  derrière  eux,  ils  recherchenl 
de  nouveaux  sujets  d'études.  Les  autres  préfèrenl  rester,  pour 
l'approfondir  davantage,  dans  le  domaine  des  notions  mieux  éla- 
borées; ils  veulent  en  épuiser  les  conséquences  el  s'efforcent  de 
me  lire  en  <;\  idence,  dans  la  solution  de  chaque  question,  les  véri- 
tables éléments  dont  elle  dépend.  Il  suffit  souvent  aux  premiers 
d'être  assurés  qu'un  problème  peut  être  résolu,  el  ils  laissent  à 
d'autres  le  soin  de  le  résoudre  effectivement.  On  dirait,  en  leur 
appliquant  un  mol,  de  Fontenelle  à  propos  de  Leibnitz,  qu  Us  se 
contentent  de  voir  croître  dans  les  jardins  d'autrui  les  piaules  dont 
ils  ont  fourni  les  graines,  celles-ci  étant  plus  à  estimer  que  les 
plantes  mêmes.  Les  seconds  pensent  que  les  méthodes  générales 
sont  faites  pour  èi  re  appliquées  el  que  seules  ont  du  prix  les'  solu- 
tions poussées  jusqu'à  leur  dernier  terme.  Il  n'y  a  pas  à  établir  ici 
une  hiérarchie  :  l'esprit  souille  où  il  veut.  On  trouve  chez  Darboux 
l'une  et  l'autre  de  ces  tendances.  Les  conséquences  de  plusieurs 
■de  ses  Mémoires  oui  été  approfondies  par  d'autres  plus  que  par 
lui-même;  toutefois,  c'est  par  le  souci  de  la  perfection  que  se 
distingue  la  plus  grande  partie  des  travaux  de  l'éminent  mathé- 
maticien qui  aimait  le  plus  souvent  à  tirer  d'une  méthode  tout  ce 
qu'elle  peut  fournir,  et  dont  les  traités  didactiques  sont  des  œuvres 
d'art  dignes  d'être  proposées  comme  modèles  à  ceux  qui  cultivent 
les  science>  mathématiques.  -Nul  ne  savait  mieux  que  lui  montrer 
combien  peut  être  féconde  l'étude  approfondie  d'un  tas  simple. 
C'est  qu'en  ellet  on  ne  parvient  le  plus  souvenl  au  général  (pu1 
par  le  particulier;  comme  aimait  à  le  répéter  Hermite,  la  méthode 
d'invention  est  ,111  fond  la  même  dans  les  sciences  mathématiques 
et  dans  les  sciences  d'observation.  I  larboux  excellait  aussi  à  établir 
des  rapprocliemenls  inattendus  entre  des  questions  regardées 
jusque-là  comme  dis)  inctes,  ce  qui  donne  à  son  œuvre,  notamment 
en  Géométrie  infinitésimale,  une  grande  cohésion  ci  une  impres- 
sion de  solidité  et  de  force. 
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l.i. mi  encore  élève  à  l'Ecole  Normale,  Darboux  avail  fait  la 
uverte  d'un  système  triple  orthogonal  formé  de  surfaces  du 
quatrième  degré  el  il  passait,  deux  ans  après  sa  sortie,  une  thèse 
devenue  classique  sur  les  surfaces  orthogonales.  Il  es!  revenu 
souvenl  par  la  suite  sur  ces  systèmes  qui.  depuis  Lamé,  offrent  un 
grand  intérêl  en  Physique  mathématique.  L\n  \X- .!.  il  rassemblait 
toutes  ses  recherches  de  Géométrie  analytique  dans  un  Ouvrage 
sur  une  classe  remarquable  de  surfaces  algébriques  el  la  théorie 
des  imaginaires,  qui  contient  un  grand  nombre  de  résultats  remar- 
quables. Son  but  principal  était  l'étude  des  surfaces  du  quatrième 
ordre  qui  admettent  comme  ligne  double  le  cercle  de  l'infini,  et 
qu'il  appelle  cyclides.  En  même  temps  que  ces  surfaces,  il  étudie 
les  cycliques  planes  el  sphériques.  Il  s'occupe  aussi  de  certaines 
propriétés  des  imaginaires  eu  Géométrie,  sujet  sur  lequel  il  est 
revenu  souvent  dans  son  enseignement.  Parmi  le>  précieuses 
ii  ites  qui  terminent  le  volume,  signalons  celle  qui  traite  de  la 
formation  de  l'équation  différentielle  des  surfaces  applicables 
nui  une  surface  donnée.  Rappelons  aussi  que,  à  propos  de  la  géo- 
métrie de  Cayley,  Darboux  a  indique  pour  la  première  dus  une 
interprétation  dans  l'espace  ordinaire  de  la  géométrie  non  eucli- 
dienne, qui  a  été  souvent  utilisée  dans  des  études  philosophiques 
sur    les  divers    espaces. 

Dans  cette  période  cuire  [870  el  1880,  l'activité  scientifique  de 
Darboux  fui  considérable.  Se-  travaux  en  Analyse  pure  ne  furent 
pas  moins  remarqués  que  ses  travaux  géométriques.  Le  Mémoire 
de  1876  sur  V approximation  des  fonctions  de  très  grands 
nombres  est  une  «le  ses  productions  les  plus  originales.  De  telles 
fonctions  se  présentenl  dans  maintes  applications  des  mathéma- 
tiques, notammenl  dan-  le  Calcul  des  probabilités  el  en  Mécanique 
céleste.  De  l'étude  des  singularités  sur  le  cercle  de  convergence 
d'une  -crie  entière,  Darboux  déduit  dans  des  cas  étendus  des 
caractères  précis  pour  reconnaître  l'ordre  de  grandeur  des  coeffi- 
cients de  la  série.  Il  en  tire  de  nombreuses  applications,  étendant 
considérablemenl  des  résultats  obtenus  par  d'illustres  devanciers 
tels  que  Laplace;  il  fait  aussi  une  élude  approfondie  des  dévelop- 
pements suivanl  les  polynômes  provenant  de  la  série  hypergéo- 
métrique. 

Relativemenl  à   l'intégration   effective  des  équations  aux  déri- 
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vées  partielles  du  secon  I  ordre,  il  ri'avail  été,  pen  lanl  de  longues 
années  après  la  publication  du  Mémoire  d1  ampère  de  1818,  rien 
ajouté  d'essentiel  à  la  théorie  développée  par  !<•  grand  physicien. 
Darboux,  en  [870,  publia  un  Mémoire  fondamental  faisant  con 
naître  une  méthode  nouvelle,  où  il  substitua  aux  équations  de 
Monge  une  suite  indéfinie  de  systèmes  analogues,  trouvanl  même 
l'intégrale  générale  si  ceHe-.ci  ne  renferme  pas  de  signes  il  inté- 
grale définie.  La  méthode  <!<•  Darboux  .1  donné  lieu  à  un  nombre 
très  étendu  de  travaux  importants. 

Lu  des  objets  de  l'Analyse  abstraite  est  l'étude  de  l'idée  de 
fonction,  c'est-à-dire  de  dépendance  entre  deux  ou  plusieurs 
variables.  Il  a  fallu  longtemps  avant  qu'on  se  rendil  compte  de 
l'étendue  extraordinaire  de  celle  notion.  Ou  doit  d'ailleurs 
reconnaître  qu'il  est  indispensable  pour  les  progrès  de  la  Science 
que  les  choses  paraissent  d'abord  simples.  Sans  vouloir  trop  géné- 
raliser, on  peut  dire  que  l'erreur  est  quelquefois  utile.  Le  Calcul 
différentiel  n'aurait  pas  pris  naissance,  si  Newton  et  Leibnitz 
avaient  pensé  que  les  fonctions  continues  n'ont  pas  nécessairement 
une  dérivée,  notion  dont  l'origine  est  dans  le  sentiment  confus 
que  nous  avons  de  la  rapidité  plus  ou  moins  grande  a\ec  laquelle 
s'accomplissent  les  phénomènes.  Un  jour  devait  venir  cependant 
où  l'idée  de  fonction  serait  approfondie  dans  toute  sa  généralité. 
En  France,  Caucliv  avait  été  dans  ce  domaine,  comme  dans  bien 
d'autres,  un  précurseur.  Le  Mémoire  de  Darboux  sur  les  fonctions 
discontinues,  paru  en  1  N  -  .'> .  marque  une  date  dans  l'histoire  de  la 
critique  des  principes  du  Calcul  infinitésimal.  On  v  trouve  une 
proposition  fondamentale  sur  les  intégrales  par  excès  et  par 
défaut,  et  de  nombreux  exemples  de  fonctions  continues  sans 
dérivées. 


On  donne  souvent  le  nom  de  géomètres  aux  mathématiciens. 
A  l'Académie  des  Sciences,  la  Section  de  Mathématiques  pures 
s'appelle  la  Section  de  Géométrie.  Or  plus  d'un  mathématicien 
éminent  n'a  jamais  écrit  une  ligne  sur  la  Géométrie  proprement 
dite,  c'est-à-dire  sur  l'étude  des  propriétés  des  ligures  faite  à  un 
point  de  vue  synthétique,  sans  aucun  mélange  de  considérations 
analytiques.   Les  procédés  de   l'Analyse   mathématique  et  de    la 
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Géométrie  analytique  d'une  part,  de  la  Géométrie  pure  d'autre 
part,  onl  été  quelquefois  au  siècle  dernier  opposés  les  uns  au* 
autres.  Il  fui  un  temps  où  les  analystes  reprochaient  aux 
géomètres  «lr  n'avoir  pas  <!<■  méthodes  générales;  les  géomètres 
répliquaienl  que  les  méthodes  générales  ne  sont  pas  tout  dan-»  la 
Science,  et  qu'elles  empêchent  même  souvent  de  voir  les  choses 
il irectemenl  et  en  el les-mêmes. 

(  )n  |)ciii .  je  crois,  affirmer  que  dans  ces  discussions,  où  onl  été 
mêlés  les  noms  de  grands  mathématiciens,  ions  avaient  tort  en 
quelque  manière.  L  ^.nalyseavec  sou  symbolisme  et  ses  notations 
de  plus  en  plus  perfectionnées,  constitue  une  langue  d  une  admi- 
rable clarté,  qui,  suivant  le  mol  de  Fourier,  n'a  pas  de  signe  pour 
exprimer  les  uni  ions  confuses  el  procure  à  la  pensée  une  véritable 
économie.  Le  développement  formel  a  joué  à  certains  moments  un 
rôle  liés  important,  el  le  langage  analytique  a  été  indispensable  à 
hi  plus  grande  extension  des  principes.  Le  symbolisme  soutient  et 
porte  l'esprit  en  avant,  el  les  généralisations  se  fonl  avec  le 
i  m  on  dre  effort.  (  )n  pourrait  donner  comme  exemples  la  forme  ana- 
lytique du  principe  des  déplacements  virtuels  en  Mécanique,  et 
les  équations  de  Lagrange  en  Dynamique  analytique.  Toul  cela 
montre  assez  ce  que  signifie  une  phrase  souvenl  répétée,  qu'il  n'\ 
a  dans  une  formule  que  ce  qu'on  v  a  mis  ;  elle  est  vide  de  sens  où 
n  est  qu'un  pur  truisme.  Des  résultats,  identiquesau  fond,  peuvent 
avoir  des  formes  1res  différentes,  et  il  arrive  que  la  forme  soii 
essentielle;  telle  aussi  l'énergie  peut  «dre  constante  en  quantité, 
unis  variable  en  qualité.  \u\  e,is  niés  plus  haut,  on  pourrait 
ajouter  la  Mécanique  céleste  toul  entière,  où  il  n'y  a  rien  de  plus 
que  la  formule  de  la  gravitation  universelle  et  quelques  constantes 
fournies  par  l'observation,  mais  où  d'innombrables  transfor- 
mations de  calcul  nous  fonl  passer  de  ce  point  de  dépari  à 
l'explication  de  presque  toutes  les  particularités  des  mouvements 
des  astres. 

On  doil  avouer  d'autre  pari  que,  dans  la  complexité  des  formules, 
on  ne  démêle  pas  toujours  des  faits  simples  que  mettent  parfois 
en  évidence  des  raisonnements  puremenl  géométriques.  Une  mé- 
thode géométrique  peut,  chemin  faisant,  mieux  explorer  qu'une 
méthode  analytique  les  alentours  d'une  question.  On  voyail  mieux 
le  pays  quand  on  voyageail  à  pied;  il  est  vrai  qu'on  allait  moins 
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loin.    Dans   le   même  ordre  d'idées,   notons  que,  pour  certaines 

applications,  des  raisonnements  gé étriqués  donnenl  sans  peine 

une  première  approximation,  à  laquelle  conduirai!  moins  faci- 
lemenl  l'emploi  de  I   \  ua  I  \  se. 

La  conclusion  s'odre  d'elle-même.  On  doil  se  garder  de  l'exclu- 
sivisme auquel    se   laissèrenl   entraîner  <!<■•>  gé êtres    illustres, 

comme  Poncelel  el  Chasles.  Avant  imi\,  Monge,  dans  ses  célèbres 
I pplications  de  /'  inalyse  à  l<i  Géométrie,  avail  été  (dus  éclec- 
tique. \ussi  Darboux  a-t-il  écril  très  justement  dans  une  belle 
étude  sur  le  développemenl  des  méthodes  géométriques  :  o  Monge, 
le  rénovateur  de  la  Géométrie  moderne,  nous  a  montré  dès  le  début, 
ses  successeurs  l'onl  peut-être  oublié,  que  l'alliance  de  la  Géomé- 
trie et  de  l'Analyse  esl  utile  el  féconde,  que  cette  alliance  esl 
peut-être  une  condition  de  sucer--  pour  l'une  et  pour  l'autre.  »  A 
ce  point  de  vue,  Darboux  lui  un  des  plus  brillants  continuateurs 
de  Monge.  En  France,  el  aussi  en  dehors  de  notre  pays,  celle 
école  d'analystes  géomètres,  pour  qui  les  problèmes  de  Géométrie 
infinitésimale  sonl  l'occasion  de  belles  recherches  où  les  méthodes 
analytiques  el  les  points  de  vue  géométriques  se  prêtent  un  mutuel 
appui,  avait  hier  encore  Darboux  pour  chef;  elle  réalise  pleinemenl 
dans  ses  travaux  l'alliance  souhaitée  par  Monge. 

Une  grande  partie  de  l'œuvre  de  Darboux  se  rapporte  à  la  Géo- 
métrie infinitésimale.  Ses  travaux,  dans  cel  ordre  d'idées,  traitent 
de  l'applicabilité  des  surfaces,  de  la  représentation  sphérique,  des 
surfaces  à  courbure  constante,  des  systèmes  orthogonaux.  Darboux 
excelle  à  établir  des  rapprochements  eni  re  diverses  questions;  telles 
ses  ('•ludes  sur  la  déformation  des  surfaces  du  second  degré  el  la 
transformai  ion  des  surfaces  à  courbure  totale  constante  ou  sur 
les   surfaces  isothermiques  liées  à  la  déformation  des  quadriques. 

Ces  travaux  géométriques  constituent  en  même  temps  de  beaux 
Mémoires  sur  la  théorie  (\c>  équations  aux  dérivées  partielles. 
Parmi  celles-ci,  Darboux  a  fait  une  él  ude  approfondie  des  équations 
dites  de  Laplace,  qui  se  présentent  dans  tant  de  problèmes.  Il  faut 
aussi  signaler  les  recherches  sur  les  cercles  géodésiques  et  sur  les 
surfaces  isothermiques,  c'est-à-dire  à  lignes  de  courbure  iso- 
thermes. Rappelons  encore  que  Darboux  a  tiré  d'importants 
résultats  de  la  considération  de  l'équation  linéaire  aux  variations 
correspondant  à  une  équation  quelconque  aux  dérivées  partielles; 
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une  application  particulièrement  intéressante  est  relative  aux 
déformations  infinimenfpetites  des  surfaces. 

La  théorie  des  surfaces  orthogonales,  qui  avait  fait  L'objet  de  la 
thèse  de  Darboux,  n'a  cesse  de  l'occuper.  Il  a  donné  de  nombreux 
exemples  de  systèmes  triples  orthogonaux  el  a  étendu  cette  théorie 
au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

En  Dynamique  analytique  le  problème  des  lignes  géodésiques 
l'a  conduit  à  diverses  questions  de  Mécanique  se  rattachant  au 
principe  de  la  moindre  action.  Il  a  traité  de  la  minière  la  plus 
heureuse,  sans  intervention  du  Calcul  des  variations  el  par  des 
méthodes  puremenl  algébriques,  les  questions  de  minimum  se 
rattachant  à  ce  principe.  Je  ne  puis  que  rappeler  ses  élégants 
Mémoires  sur  l'herpolhodie  et  la  théorie  de  Poinsot,  sur  les 
postulats  intervenant  dans  les  démonstrations  statiques  du  parallé- 
logramme des  forces,  sou  étude  géométrique  sur  les  percussions 
et  le  ch(  >c  des  corps. 

Dans  ses  /-'  çons  sur  lu  théorie  générale  des  surf  aces  et  sur  les 
systèmes  orthogonaux,  Darboux  a  exposé  ses  recherches  person- 
nelles, el  aussi  celles  de  ses  devanciers  en  leur  donnant,  une  forme 
nouvelle  el  originale.  C'est  un  véritable  monument  élevé  à  la 
théorie  des  surfaces.  Ces  ouvrages  considérables,  <jui  font  honneur 
à  la  science  française,  sont  rapidement  devenus  classiques. 


L'acl  i\  ité  de  I  )arboux  ne  s'esl  pis  bornée  aux  belles  productions 
mathématiques,  dont  nous  avons  essayé  de  donner  une  idée.  Il 
aimail  l'action  autant  que  la  pensée.  En  1889,  il  avait  été  nommé 
doyen  de  la  Faculté  :le>  Sciences;  il  se  m  tntra,  dans  ces  délicates 
fonctions,  administrateur  éminent,  et  son  nom  restera  attaché  aux 
importantes  transformations  qui  donnèrent  alors  une  vie  nouvelle 
à  nos  universités.  En  1900,  il  succédait  à  Joseph  Bertrand,  comme 
secrétaire  perpétuel  de  I  Vcadémie  <\r^  Sciences.  \u  poste  d'hon- 
neur où  le  plaçait  la  confiance  de  ses  confrères,  Darboux  acquit 
rapidement  une  grande  autorité.  Il  eut  le  souci  constant  de  main- 
tenir ou  d  accroître  l'influence  el  le  prestige  de  l'Académie.  Ceux 
qui  l'ont  vu  de  près  dans  les  commissions  de  l'ïnstitui  savent  avec 
quel  su  m  il  étudiait  les  a  lia  ires  ci  avec  quelle  clarté  il  les  exposait . 
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M.  Lacroix  a  dil  très  justement,  en  parlanl  de  son  collègue  :  «  Il 
aimail  l  autorité,  uon  pour  les  vaines  satisfactions  d'amour-propre 
quelle  donne  quelquefois,  mus  pour  l'action  qu'elle  lui  per- 
mettail  d'exercer  dans  les  causes  lui  paraissant  justes  el  dans  les 
directions  lui  tenanl  à  cœur.  »  Passionné  quelquefois  el  désireux 
de  faire  prévaloir  son  opinion,  Darboux  n'hésitail  | ».i^  à  changer 
d'avis,  quand  on  lui  montrail  une  solution  plus  favorable  aux 
grands  intérêts  donl  l'Académie  a  la  charge. 

On  relira  toujours  avec  plaisir  el  profil  les  éloges  historiques, 
très  étudiés,  qu'il  prononçai!  dans  les  séances  publiques.  Avec 
quelle  piété  il  a  retracé  la  vie  d'un  maître  vénéré  qu'il  avail  beau- 
coup aimé  el  dont  l'influence  sur  lui  avail  été  très  grande,  Joseph 
Bertrand.  Avec  quelle  sûreté  et  quelle  précision  il  a  analysé 
l'œuvre  d'Hermite  el  celle  d'Henri  Poincaré.  Il  voulul  un  jour 
rendre  hommage  à  une  science  d'origine  essentiellemenl  française, 
la  Géodésie,  en  parlant  des  travaux  du  général  Perrier,  au  nom 
duquel  restera  attachée  la  jonction  géodésique  de  l'Espagne  et  de 
l'Algérie.  Les  succès  récents  de  l'aviation  lui  suggérèrent,  il  y  "a 
quelques  années,  la  pensée  de  lire  une  Notice  sur  un  précurseur 
génial,  membre  de  l'ancienne  Académie  des  Sciences,  le  général 
Meusnier,  à  qui  l'on  doit  les  règles  de  manœuvre  encore  suivies 
aujourd'hui  et  une  découverte  capitale  qui  est  l'emploi  du  ballonnet 
à  air. 

Rompant  avec  les  habitudes,  il  lit  eu  i()i  1  l'éloge  des  donateurs 
de  l'Académie,  voulant  acquitter  une  dette  de  reconnaissance 
envers  des  bienfaiteurs  de  la  Science;  à  la  lin  de  ce  discours,  il  ne 
pouvait  manquer  de  souhaiter  que  les  donateurs  de  l'avenir  vou- 
lussent bien  employer  leurs  libéralités,  non  à  fonder  des  prix, 
mais  à  provoquer  et  encourager  des  recherches. 

Dans  les  milieux  scientifiques  étrangers,  la  réputation  de 
Darboux  était  considérable,  et  la  plupart  des  Académies  l'avaient 
appelé  dans  leur  sein.  Sa  parole  étail  très  écoutée  dans  les  Con- 
grès internationaux.  Il  avait  pris  une  grande  pari  à  la  fondation 
de  l'Association  internationale  tics  académies,  dont  les  événe- 
ments actuels  vont  modifier  sans  doute  le  fonctionnement.  L'his- 
toire des  sciences  l'avait  toujours  vivement  intéressé,  lia  plusieurs 
fois,  dans  les  réunions  internationales,  lait  des  lectures  d'un  carac- 
tère historique.  Ainsi,  à  l'Exposition  universelle  de  Saint-Louis 
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en  ni"i.  il  traça  une  large  esquisse  des  progrès  de  la  Géométrie 
.m  \i\    siècle.  Non  1111  » i ii-  remarquable  fut   le  discours  qu'il  pro- 

iça   en    i<v"s  à    Rome  au  Congrès  des   Mathématiciens  sur  les 

origines,  les  méthodes  el  les  problèmes  de  la  Géométrie  infinitési- 
male. Darboux  a  m. unie-  fois  regretté  la  tendance  qu'ont  trop  de 
savants  français  à  se  désintéresser  de  l'histoire  des  sciences;  il 
>,i\;ui  quelles  difficultés  <>u  \  rencontre  el  avec  quelle  peine  on 
arrive  à  rétablir  des  droits  depuis  longtemps  méconnus.  Aussi 
poussait-il  vivement  ses  nouveaux  confrères  à  écrire  sur  leurs 
prédécesseurs  des  \(>t  ices  qu  i  fussent  des  documents  pi  un-  l'histoire 
de  la  Science  française.  Il  avait  en  efFel  le  souci  de  voir  rendre  à 
chacun  des  pionniers  de  la  Science  la  justice  qui  lui  esl  due,  e| 
n'ignorail  pas  combien  l'Histoire  peut,  cuire  certaines  mains,  être 
étrangemenl  défigurée. 

(  le  fut,  pour  Darboux,  une  grande  satisfaction  que  de  pouvoir 
réaliser  un  projel  qu'il  cires-, ni  depuis  longtemps  :  l'impression 
des  procès-verbaux,  restés  manuscrits,  tics  séances  de  I  académie 
des  Sciences,  depuis  la  fondation  de  l'Iiisiiiui  en  l'an  l\  jusqu'à 
I  année  1 835,  où  a  été  inaugurée  la  publication  des  (  oinptes  rendus 
hebdomadaires  des  séances  de  /'  icadémie  des  Sciences.  Le 
recueil  des  procès-verbaux  en  esl  aujourd'hui  à  son  septième 
Volume  qui  va  jusqu'en  i  8 ■>  \ .  Les  historiens  de  l'avenir  y  trouve- 
ront les  textes  les  plus  précieux  pour  une  époque  où  I  académie 
comptait  des  hommes  tels  que  Lagrange,  Laplace,  Monge,  Gu>  ier, 
Lamarck,  pour  ne  citer  que  quelques  noms. 


\u  milieu  de  tant  de  travaux  el  d'occupations  variées,  Darboux 
a  encore  voulu  donner  wiw  pari  de  sou  temps  h  des  œuvres  plus 
discrètes  qui  demandaient  un  véritable  dévouement.  Il  a  présidé 
pendant  dix-sepl  ans  l,i  Société  des  \mis  des  Sciences.  Celle-ci, 
fondée  en  iN.'>-  par  le  baron  Thénard,  a  un  but  singulièrement 
élevé  :  c'est  une  Société  de  secours,  mais  où  les  titres  à  invoquer 
sont  des  services  rendus  aux  sciences  pures  et  appliquées,  à  l'in- 
dustrie et  à  l'agriculture.  Darboux  a  beaucoup  contribué  à  son 
développement;  il  rêvait  d'une  grande  œuvre  de  solidarité  scienti- 
fique, où  ceux,  et  ils  sont  lésion,  qui  profilent   des  progrès  el  des 
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découvertes  de  la  Science,  viendraient  tous  en  aide  aux  chercheurs 
uniquement  préoccupés  de  leurs  travaux,  insouciants  de  l'avenir 
pour  eux.  el  pour  ceux  <m  i  les  entourent.  Ses  appels  émus  onl  été 
souvent  entendus,  moins  cependant  qu'il  ue  I  aurait  voulu.  En  tra 
vaillant  de  toute  son  énergie  à  secourir  de  nobles  el  quelquefois 
glorieuses  infortunes,  Darboux  a  montré  que  le  cœur  chez  lui  était 
à  la  hauteur  de  l'intel  I  igence. 

Les  fatigues  de  l'âge  cl  les  souffrances  d'une  maladie  <| u i  le 
mina  il  depuis  quelques  années  ne  ralentissaient  pas  l'activité  intel- 
lectuelle de  Darboux;  m  belle  intelligence  garda  jusqu'à  la  lin 
tonte  sa  vivacité.  L'année  dernière,  il  avait  fait  son  cours  à  la  Sor- 
bonne  sur  les  principes  de  la  Géométrie  analytique,  el  il  l'avail 
complètement  rédigé.  Ce  livre,  qui  va  paraître,  sera  le  dernier 
sorti  de  sa  plume.  Son  but  essentiel  est  de  préciser  la  place  que 
doivent  prendre  en  Géométrie  les  notions  relatives  à  I  imaginaire 
el  a  l'infini;  c'est  un  Ouvrage  d'enseignement,  mais  où  se  recon- 
naît le  maître  ouvrier.  Darboux  avait  encore  d'autres  plans  de 
travaux.  Il  voulait  écrire  un  livre  sur  le  problème  célèbre  qui  a 
donné  naissance  à  la  Géométrie  infinitésimale,  celui  des  cartes 
géographiques;  tout  à  la  lois,  l'élégance  el  l'importance  pratique 
de  ce  problème  le  séduisaient,  et  il  en  avait  fait  autrefois  une 
élude  approfondie  dans  son  enseignement. 

Nous  espérions  revoir  bientôt  Darboux  parmi  nous  et  profiter 
encore  de  m'-  conseils  el  de  son  expérience.  L'opération,  qu'il 
avait  différée  d'année  en  année,  lui  lui  fatale,  el  le  :>..'>  lévrier 
l'illustre  savant  s'éteignail  presque  subitement.  Il  disparaît  après 
avoir  dignement  rempli  sa  tâche.  Son  œuvre,  d'une  rare  perleetion, 
préservera  son  nom  de  l'oubli. 


io8  P  It  lï  .M  !  K  II  K  PARTIR, 


COMPTES  RENDUS  ET  AN  VLYSES 


MONTKSSUS  l>K  B ALLO RE  I'..  de).  —  Leçons  sur  les  Fonctions  ellip- 
tiques en  vue  dk  leurs  applications.  Cours  libre  prof  essé  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris,  i  vol.  gr.  in-s.  \-'2i;s  pages  et  i'i  figures.  Paris, 
Gauthier-^  illars,  1917. 

Les  fonctions  elliptiques  sont  parfaitement  connues;  leur 
introduction  (huis  l'enseignement  pourra  probablement  être  tou- 
jours présentée  sous  des  aspects  ondoyants  et  divers.  La  tentative 
de  M.  de  Montessus  semble  marquée  d'une  idée  tort  nette,  celle 
de  faire  surtout  intervenir  l'Algèbre. 

Le  Livre  débute  par  l'intégrale  de  première  espèce;  <>u 
reconnaît,  par  des  transformations  très  élémentaires,  l'existence 
d'une  période  réelle  pour  la  fonction  inverse.  Une  imaginarisation 
de  la  variable  établit  un  fait  analogue  pour  la  fonction  à  argument 
imaginaire.  On  a  ainsi,  par  exemple,  sa?/,  snzV.  Une  brève  inté- 
gration de  l'équation  d'Euler  conduit  à  la  formule  d'addition  qui 
penne  de  former  sn(//.  +  iV);  la  fonction  su  est  ainsi  complète- 
ment définie  et  la  double  périodicité  apparaît.  Sans  doute  il  v  a  là 
matière  à  postuler  l'analyticité  de  fonctions...  analytiques.  Je  ue 
sni*.  pas  de  ceux  qui  pourraient  v  voir  des  inconvénients.  Je  crois 
aussi  que  cet  appel  primordial  à  l'équation  d'Euler  pourrait  être 
largemenl  défendu  au  point  de  vue  historique. 

L'auteur  se  préoccupe  ensuite  de  réduire  les  intégrales  ellip- 
tiques aux  formes  normales,  de  développer  en  série  l'intégrale  de 
première  espèce  de  la  théorie  du  pendule  et  l'intégrale  de  seconde 
espère  qui  se  rencontre  dans  la  rectification  de  l'ellipse.  Cette 
dernière  donne  une  fonction  el«  qui  n'est  pas  elliptique,  mais 
admet  cependant  des  formules  d'addition  en  relation  simple 
avec  sn.  L'intégrale  de  troisième  espèce 

dx 


' J  A  ■'-- 


>-  —  c)  \/(i  —  x-)  (1  —  k-x-  ) 

par  développement   de  (x-  —  v)~{,  se  trouve   représentée  par  des 
séries  entières  en  c,  dont   les  coefficients  sont  des  intégrales  J2« 
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on  [2n  à  réduction  algébrique  simple.  On  peul  alors  concevoir  les 
calculs  numériques  usuels  pour  lesquels  des  tables  abrégées  onl 
été  formées.  Luc  simplification,  importante  quanl  au*  calculs 
numériques,  s'introduit  ici;  elle  esl  constituée  par  la  transforma- 
tion de  Landen  qui,  au  premier  aspect,  fail  connaître  le  rapporl 
de  deux  intégrales  elliptiques  de  même  forme,  mais  de  modules  /.' 
différents.  Cette  transformation  peul  s'étudier  géométriquemenl 
de  manière  forl  élégante,  comme  une  correspondance  entre  angles 
dont  l'un  esl  inscril  dans  un  demi-cercle  donl  le  diamètre  porte 
le  sommel  de  l'autre. 

Comme  l'indique  M.  de  Montessus,  ce  passage  esl  inspiré  de 
J.  Bertrand;  il  termine  nue  Première  Partie  qui  livre  au  lecteur 
les  fonctions  les  plus  usuelles  de  Jacobi  dans  une  forme  éminem- 
ment réduite  et  pratique. 

La  Seconde  Partie  de  l'Ouvrage  .1  pour  bul  «le  passer  des  fonc- 
tions de  Jacobi  aux  fonctions  de  Weierstrass.  Des  changements 
de  variables  simples,  au  moins  quant  à  leur  principe,  permettent 
de  passer  des  intégrales  canoniques,  avec  radicaux  portant  sur  des 
polynômes  du  quatrième  degré,  à  d'autres  où  le-<  radicaux  ne 
recouvrenl  plus  que  des  polynômes  du  troisième.  Ces  derniers 
ayant  la  forme  \xz — g*X  —  g"3,  il  importe  de  distinguer  les  cas 
où  le  discrimin  int  A  =  g\  —  2~ g'I  esl  positif  ou  négatif.  Certaines 
transformations  qui  onl  un  sens  bien  net  dans  l'un  de  ces  cas 
tendent,  à  strictement  parler,  à  \1e\1  pas  avoir  dans  l'autre.  La 
confiance  en  l'analyticité  m'empêche  encore  d'être  bien  méfiant 
à  cet  égard,  mais  l'esprit  de  symétrie  trouve  son  compte  dans  une 
double  étude  telle  que  celle  faite  ici  pour  la  formule  d'addition 
de  pu,  laquelle  est  déduite  de  sn(a  +  t>)  quand  A>>o,  de 
en  (a  -1-  c)  quand  A  <C  o.  Une  dualité  de  raisonnement  tout  à  fait 
analogue  se  rencontre  dans  l'élude  des  périodes  de  pu. 

Pour  pu  et  les  fonctions  '^n.  ~>  u  qui  s'en  déduisent  par  inté- 
gration, l'étude  des  arguments  //  (  réel),  n\  //  -h  iv  a,  entre  autres 
avantages,  celui  d'inciter  à  dégager  les  fonctions  harmoniques 
en  ?/,  e  qui  correspondent  au  cas  de  l'argument  complexe. 

Dans  une  Troisième  Partie  les  propriétés  i\es  fonctions  ellip- 
tiques sont  rapidement  déduites  de  la  théorie  des  fonctions,  et. 
cela  de  deux  manières.  On  peut,  comme  dans  l'Ouvrage  de 
P.  Appell  et  E.  Lacour,  s'appuyer  sur  les  propriétés  générales  <]e> 
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fonctions  méromorphes  el  obtenir  ainsi,  s;ius  intégrations  expli- 
cites, des  séries  de  fractions  rationnelles  où  il  \  a  généralemenl 
quelque  coefficienl  indéterminé  mais  facile  à  préciser  pour  une 
valeur  particulière  de  I  argument.  On  peu!  aussi,  comme  dans  le 
Cours  il  [ncclyse  de  M.  C.  Jordan,  étudier  les  déterminations  tic 
l'intégrale  elliptique  au  moyen  de  lacets.  C'esl  vraisemblablemenl 
une  question  dépourvue  de  sens  que  de  demander  quelle  esl  la 
méthode  la  meilleure  des  deux.  La  première  parail  mcuiiitenant 
plus  abordable.  La  seconde  garde  des  avantages  visuels;  elle  fa.il 
paraître  toul  naturel  le  cas  où  les  lacets  entourenl  trois  points 
critiques  de  position  absolument  quelconque  dans  le  champ  com- 
plexe. \  lors  go)  §'a  soIii  aussi  absolumenl  quelconques.  M.  de 
Monlessus  a  comparé  les  deux  expositions  possibles  en  les  mettant 
coi e  à  côte.  Et,  après  avoir  généralisé  complètement  la  fonction  pw, 
il  a  pu  revenir  l>nè\  eineiil  à  la  généralisation  du  module  dans  su, 
en.  du.  La  marche  ainsi  suivie  parait  grandement  originale. 

I  ne  Quatrième  cl  dernière  Partie  a  trait  aux  fonctions  0. 
M.  de  Monlessus  essaie  de  mettre  en  évidence  leurs  propriétés  les 
plus  simples  eu  è\  liant,  autant  que  possible,  de  les  noyer  dans  la 
complexité  des  notai  ions.  Il  s'appuie  notamment  sur  h1  s  Ion  et  ions 
*s .  Jt,  ^2,  $ z  possédant  les  propriétés 

S  (  qz,q)^-q    '  z    -  4  (  z,  g  ),         §i(qz,q)  =       q    i  z    t  &  (  z,  q  ), 
f2(qZ,q)  =       g    lz   *  $i(z,  q),  $3(qz,q)=—q    >ô    ^13(z,q), 

el  en  outre  la  parité  en  c-  pour  ^2  el  é?3,  l'imparité  pour  $  el  -'y 

\lors  rien  de  plus  simple  que  de  trouver  des  séries  entières 
représentanl  ces  louchons;  les  complications  d'écriture  sont  cer- 
tainement réduites  au  minimum.  En  supposant  ensuite  à  z  el  <j 
les  logarithmes  respect  ils  Twc  el  ttit,  on  retrouve  les  séries  habi- 
tuelles pour  0.  0,,  92,  0;i,  ces  dernières  fonctions  ne  différant 
essentiellement  que  par  des  facteurs  exponentiels  des  quai  re  autres 
loin  lions  -> ,  ->,,  c'a,  rf3.  Le  faisceau  est  1res  élégammenl  serré  cl 
aboutit,  avec  une  parfaite  svmétrie,  à  la  construction  de  su, 
en.  dn.  Enfin  il  reste  à  dire  comment  on  peut  profiter  de  toutes 
ces  dernières  ressources  au  point  de  vue  du  calcul,  ce  qui  est 
montré  dans  trois  chapitres  terminaux  où  l'on  pourrait  relever  de 
nombreuses  el  remarquables  identités  numériques.  L'Auteur  a 
refait    ici  de  difficiles  calculs,    perdus,    dans    l'immense    Traite 


COMPTES  RENDUS  E  I'  ANALYSES.  ■  m 

d'Halphen,    parmi  d'autres  n^    importants.  El  je   crois  qu  en 

finissant  de  parcourir  cette  nouvelle  œuvre,  c'est  surtoul  l'apo- 
logie de  son  espril  de  génération  algébrique  qui  s  impose  avanl 
tout.  Les  Traités  français,  écrits  spécialemenl  sur  les  fonctions 
elliptiques  avec  un  impérieux  souci  < I < -  brièveté,  ne  sonl  pas 
nombreux,  il  n  \  a  plus  à  faire  d'éloges  de  celui  de  \IM.  \  |  *  |  »  *  '  '  ' 
ei  Lacour;  celui  de  Lucien  Lévj  en  mérite  toujours  beaucoup, 
surtoul  parce  qu'il  n'a  peut-être  pas  été  apprécié,  < I  u  vivanl  de 
son  auteur,  autant  qu'il  aurait  convenu.  M.  de  VIontessus  s  esl 
inspiré  de  l'espril  de  concision  de  ces  derniers  puni-  faire  habi- 
lemenl  passer,  dans  un  domaine  pratique  élémentaire,  des  résultats 
que  le  néophyte  pourra  toujours  vérifier  el  démontrer  par  le 
calcul. 

A.  I5rni.  (Toulouse). 


BOUTROLX  (Pierre)  —  Les  principes  de  l'Analyse  mathématique. 
Exposé  historique  et  critique.  Tome  I.  i  vol.  gr.  in-8,  ix-547  pages. 
Paris,  rlermann  et  Fils,   191  j. 

L'important  Ouvrage  de  M.  Pierre  Boutroux,  donl  le  ["orne  I 
est  paru,  mérite  une  place  à  part  parmi  les  Traités  généraux  dont 
disposent  aujourd'hui  les  étudiants  en  Mathématiques.  Ce  ne  sont, 
en  effet,  ni  le  point  de  vue  strictement  utilitaire,  ni  la  perfection 
d'un  système  logique  ou  l'élégance  des  démonstrations  qui  préoc- 
cupent ici  l'éminenl  professeur  de  la  Faculté  de  Poitiers.  Le  Livre 
présente  au  lecteur  les  faits  et  les  êtres  mathématiques  dans  leur 
réalité  objective,  et  lui  montre  la  beauté  et  la  valeur  spéculative 
de  ces  notions  considérées  en  elles-mêmes.  Nous  apprenons  ainsi 
à  voir,  dans  les  êtres  mathématiques,  non  plus  de--  constructions 
arbitraires  de  l'esprit,  jouissant,  dr  par  leur  définition,  de  pro- 
priétés plus  ou  moins  curieuses,  mais  bien  <\c>  êtres  qui  nous 
sont  extérieurs,  qu'il  nous  est  donné  de  contempler,  et  dont  la 
nature  ne  saurait  en  aucune  façon  dépendre  des  considérations 
souvent  détournées  par  lesquelles  on  découvre  leurs  propriétés. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  deux  parties  :  dans  une  Première 
Partie,  Constatation  des  faits,  l'Auteur  expose  les  plus  immé- 
diates   des    notions  mathématiques,    relatives  aux    nombres,  aux 


ti2  PREMIÈRE  PARTIE. 

grandeurs,  aux  figures  géométriques.  Ce  suai  d'abord  les  nombres 
entiers  el  leurs  remarquables  propriétés  que  nous  montre 
M.  Boutroux  :  science  parfaite  par  excellence,  l'Arithmétique 
avail  droit  à  la  première  place  dans  un  exposé  purement  spécu- 
latif de  l'Analyse.  De  nombreuses  notices  historiques  nous 
retracent  l'évolution  de  la  Science  et  nous  rappellent  à  toul 
instanl  les  méditations  «le  ces  savants  antiques  qui  fondèrent  la 
science  des  nombres,  ^.près  avoir  passé  en  revue  quelques-uns 
des  plus  intéresssants  problèmes  de  l'Arithmétique,  M.  Boutroux 
passe  à  l'étude  des  grandeurs  géométriques,  qui  en  est  le  prolon- 
gemenl  immédiat.  Comme  les  nombres,  les  grandeurs  sont  étu- 
diées objectivement  :  la  science  des  grandeurs  est  alors  parfaite 
en  soi.  comme  l'Arithmétique  des  Pythagoriciens.  Enfin,  après 
avoir  défini  rigoureusement  les  nombres  irrationnels,  étudié  les 
séries  arithmétiques  convergentes  et  les  grandeurs  trigonomé- 
triques,  M.  Boutroux  passe  à  l'étude  de  la  Géométrie. 

I  ne  paiiic  importante  de  l'Ouvrage,  surtout  à  cause  des  idées 
philosophiques  qui  y  sont  abondamment  développées,  est  consa- 
crée à  la  Géométrie.  Etant  donné  le  point  de  vue  purement  spécu- 
latif auquel  se  place  M.  Boutroux,  toutes  les  propositions  sont 
également  primitives  et  évidentes  en  Géométrie  :  il  ne  s'agit  donc 
pas,  toul  d'abord,  d'étudier  le  système  logique  qui  servira  à  bâtir 
une  Géométrie  rationnelle,  mais  simplement,  d'étudier  les  pro- 
priétés des  figures  en  elles-mêmes.  Ces  figures  ne  se  trouvant  pas 
d.ois  le  inonde  matériel  où  nous  vivons,  seront  des  êtres  idéaux, 
préexistant,  comme  les  nombres,  à  toute  démonstration.  Les  pro- 
priétés des  figures  géométriques  résultent  alors  de  la  seule  consi- 
dérai ion  de  ces  figures  :  il  n  y  a,  ainsi  que  le  fait  remarquer 
M.  Boutroux,  «  qu'à  détailler  ce  que  l'on  en  voit,  dans  l'ordre  qui 
paraît   le  plus  simple  el  le  plus  clair  ». 

M.  Boutroux  rappelle  donc,  s.ms  avoir  à  rétablir  toute  la  suite 
des  démonstrations,  les  pins  remarquables  propriétés  des  figures 
simples,  en  fais, oit  tout  d'abord  abstraction  de  leur  grandeur 
(géométrie  de  forme).  Ici  encore,  des  aperçus  historiques  nom- 
breux guidenl  le  lecteur  dans  l'h  istoire  de  la  Science,  et  des  notes 
lui  permettenl  d'avoir  recours  aux  textes  originaux,  ou  éclairent 

I  D 

les  détails  mêmes  de  l'(  )u>  rage. 

Dans    un    Chapitre    suggestif,    M.    Boutroux    aborde    l'étude, 
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jusqu'ici  laissée  de  côté,  du  procédé  par  lequel,  au  moyen  des 
démonstrations,  on  construil  la  Géométrie  rationnelle,  e1  justifie 
en  même  temps  la  méthode  suivie  dans  !<•  Chapitre  précédent; 
puisque  l'ordre  des  théorèmes  el  la  suite  des  propositions  sonl 
introduits  après  coup,  le  choix  des  postulats  el  axiomes  est,  au 
moins  sous  certaines  réserves,  arbitraire  :  de  l'édifice  bâti,  peu 
importe  donc  le  mode  de  construction,  puisque  les  faits  seuls  sonl 
i  mmuables. 

Enfin,  la  construction  géométrique,  considérée  comme  condi- 
tion d'existence  de  certaines  figures  géométriques  ou  de  certaines 
propositions,  l'étude  des  lieux  géométriques,  puis  le  calcul  com- 
binatoire  terminent  la  Première  Partie  <le  l'Ouvrage. 

La  Deuxième  Partie,  Construction,  débute  par  un  exposé, 
historique  et  systématique,  de  I  algèbre.  Ce  ne  soûl  plus  ici  des 
(■1res  mathématiques  que  M.  Boutroux  étudie  objectivement, 
comme  en  Arithmétique  ou  en  Géométrie,  mais  l'Algèbre  elle- 
même  est  étudiée  en  soi,  en  tant  que  technique  du  calcul.  Après 
avoir  démonté  sous  nos  veux  les  rouages  de  la  machine  algé- 
brique, et  exposé  en  un  historique  clair  et  suggestif  l'origine  de 
l'Algèbre,  M.  Boutroux  nous  fait  fonctionner —  si  je  puis  m'ex- 
primer  ainsi  —  la  machine  que  l'on  vient  de  construire  :  l'étude 
des  équations,  puis  celle  des  fond  ions,  des  dérivées  et  enfin  des 
équations  différentielles,  aux  dérivées  partielles,  et  des  équations 
fonctionnelles,  font  l'objet  du  Chapitre  suivant. 

Un  dernier  Chapitre,  où,  après  un  historique  intéressant  qui 
nous  montre  la  naissance  de  la  représentation  graphique,  est 
consacré  à  cette  représentation,  à  l'étude  des  méthodes  graphiques 
el  des  méthodes  d'approximation, 

L'Ouvrage  représente  en  définitive  une  exposition  philoso- 
phique aussi  claire  que  possible  des  éléments  de  l'Analyse 
mathématique;  il  nous  fait  assister  à  la  découverte  de  toutes  ces 
propriétés  merveilleuses  des  ('1res  mathématiques,  el  nous  les 
montre  dégagées  de  toul  ail  i  lice  et  de  toul  échafaudage  constructif, 
dont  l'importance,  puremenl  logique  el  formelle,  n'esl  pas  tou- 
jours en  rapport  avec  les  longs  développements  que  les  nécessités 
de  la  démonstration  obligent  à  leur  donner.  L'étudianl  v  pourra 
trouver,  sur  une  foule  de  points,  ces  vues  philosophiques  qui 
engagent  à  la  méditation  et  procurent  les  plus  pures  jouissances 
Bull,  des  Sciences  malhém.,  :>."  série,  t.  XLI.  (Avril  1917.)  8 
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intellectuelles;  il  \  trouvera  aussi,  pour  I  étude  même  des  mathé- 
matiques, des  renseignements  précis,  nombreux  cl  variés,  cl  nous 
souhaitons  que  ce  Livre,  donl  la  conception  esl  véritablement 
uouvelle  el  originale,  rencontre  auprès  du  public  mathématique 
I  accueil  qu  il  mérite. 

Pierre   Drouin. 


STOILOV^       SlMÉON  '.  M  R    UNE  CLASSE    DE  FONCTIONS   DE   DEUX  VARIABLES 

DÉFINIES    PAR    LES    ÉQUATIONS     LINÉAIRES     \l\     DÉRIVÉES   PARTIELLES.    Thèse 

poui  obtenir  le  grade  de  Docteur  es  sciences  mathématiques,  soutenue, 
-m-  la  présidence  de  \I.  Emile  Picard,  le  17  juillet  1916.  1  vol.  in-j", 
v-83  pages.   Paris,  Gauthier-Villars  el   Gie,    1916. 

La  rhèse  de  M.  Stoïlovs  esl  consacrée  à  l'étude  des  équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles  à  deux  variables  indépendantes 
•I  ordre  // .  L'Auteur  se  propose  surtoHil  de  rechercher  dans  certains 
cas  particuliers  la  forme  analytique  d'intégrales  déterminées  par 
des    I ies  donl   les  singularités  sonl  d'une  nature  simple. 

On  sail  que  les  multiplicités  singulières  des  équations  linéaires 
.ni\  dérivées  partielles  sonl  de  deux  espèces  :  singularités  fixes 
que  I  un  peut  déterminer  à  l'avance,  puis  singularités  mobiles  qui 
sonl  des  caractéristiques.  La  nature  des  singularités  mobiles 
dépend  évidemmenl  de  la  nature  des  singularités  des  données. 
Elle  ne  pourra  donc  ('ire  étudiée  que  pour  les  intégrales  déter- 
minées avec  de-  données  donl  ou  connaîl  la  forme  analytique. 

M.  Stoïlow,  utilisant  dans  toute  celle  étude  la  méthode  des 
approximations  successives  de  \l.  Picard,  généralise  d'abord  un 
résultat  de  M  .  (  îoursal  <jui  était  lui-même  une  extension  du  théorème 
fondamental  d'existence  de  Gauchy.  Il  considère  le  cas  d'une 
caractéristique  d'ordre  /.  avec/?  —  adonnées,  cl  k  autres  données 
Mil'  uni'  aul  re  courbe. 

Il  établit  ensuite  un  théorème  d'existence  concernant  les 
intégrales  non  holomorphes  possédanl  des  singularités  logarith- 
miques. Parmi  le-  données  il  \  en  a  n  I, .  qui  -oui  holomorphes 
clans  une  certaine  région  sur  une  caractéristique;  les/  autres 
données  sonl  relatives  à  une  autre  courbe  dans  «ne  région  assez 
petite    |>.u    rapporl    à    la   première,  el  elles  sonl  représentées  par 
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dc>  expressions  l< igaril hmiques 

>   V    x  i  log  B     ' 

/     i 

lc>  \,  étanl  holomorphes  el  Bi  i  i  étanl  uniforme  avec  les 
singularités  >(,.  Cette  classe  d'intégrales  constitue  la  classe 
la  plus  simple  d'intégrales  d'une  équation  linéaire,  après  les 
intégrales  liolomorphes  répondanl  au  théorème  de  Cauch^  : 
car,  'I  ,i|n'i' :s  M.  Le  Roux,  il  n'y  ,i  |>i>  en  général  d'inté- 
grales uniformes  autour  d'une  singularité  mobile.  I  >. 1 1 1  -^  cel 
ordre  il  idées,  les  équations  dont  toutes  les  caractéristiques  se 
c  infondent  mérilenl  une  mention  spéciale.  M.  Stoïlow  fait  ensuite 
diverses  applications  des  résultats  précédents  aux  équations  donl 
les  caractéristiques  -i >n i  des  familles  de  droites  h  donl  les  coeffi- 
cients  n'uni   |u>   de  singularités.   Il    ter Le  par  la  considération 

des  intégrales  quadruplemenl  périodiques  uniformes  des  équations 
,'i  coefficients  constants.  Les  fonctions  quadruplemenl  périodiques 
ainsi  trouvées  soûl  d'une  nature  très  spéciale. 

La  Tin' -e  de  M.  Stoïlo\>  esl  d'un  réel  intérêl  el  témoigne  de 
connaissances  étendues  dans  la  théorie  des  fonctions  el  dans  la 
théorie  des  équations  différentielles. 

La  R. 


MAILLET  (Edmond).  —  Cours  de  Mécanique,  professée   L'École  des 
Ponts  et  Chaussées,  i  vol.  in-8".  iv-3~6  pages.  Pari~.  Hermann  el  Fils,  1916. 

Il  esl  toujours  intéressanl  de  lire  un  Livre  écrit  par  quelqu'un 
qui  a  eu  bien  des  occasions  d'utiliser  les  théories  qu  il  exp  »se.  En 
Mécanique  surtout,  l'expérience  el  la  pratique  sonl  une  grande 
chose.  Exposée  par  un  ingénieur  elle  doit  avoir  un  sens  |du> 
concret,  plus  tangible,  plus  utilitaire  qu'enseignée  par  un  théo- 
ricien pour  qui  elle  reste,  malgré  tout,  un  vaste  domaine  d'appli- 
cations de  l'Analyse  mathématique. 

La  qualité  de  l'Auteur,  la  notoriété  que  lui  onl  value  ses  travaux 
de  Mathématiques  pures  sont  de  sûrs  garants  de  l'intérêt  de  l'Ou- 
vrage.  C'est    un    cours  de   Mécanique   professé   dans   une  de   nos 
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grandes  Ecbles.  Par  suite  il  s'adresse,  plus  spécialement,  à  une 
catégorie  d'élèves  bien  déterminée  par  les  connaissances  anté- 
rieures supposées  connues  el  par  le  but  qu'elle  cherche  à  al  teindre. 
Cependanl  le  Livre  de  M  Maillel  esl  d'un  espril  el  d'une  concep- 
tion plus  larges.  Il  suppose  chez  le  Lecteur  des  mit  ions  succinctes, 
ma  îs  fondamentales,  d'  analyse  el  certaines  connaissances  de  Méea- 
nique  -m  lesquelles  l'Auteur  ne  reviendra  pas  :  par  exemple 
l'équilibre  du  corps  solide  libre  ou  gêné.  Il  renferme  la  partie  la 
plus  importante  des  matières  enseignées  sur  la  Mécanique  soil  à 
l'Ecole  Polytechnique,  soit  dans  les  chaires  des  Facultés;  celle 
•  jiii  esl  la  jdus  immédiatement  utile  à  l'ingénieur  et  d'une  façon 
générale  à  ceux  qui  veulent  acquérir  une  instruction  technique 
assez  étendue  el  assez  élevée.  Ainsi  l'auteur  expose  la  Cinéma- 
tique théorique,  insistanl  spécialement  sur  les  mouvements  simul- 
tanés el  relatifs,  la  Statique  et  la  Dynamique  pures.  Etanl  donné 
le  I > 1 1 1  essentiellemenl  utilitaire  que  poursuil  l'Auteur,  il  a  été 
amené  à  séparer  son  cours  en  deux  parties  nettement  distinctes  : 
li  Mécanique  pure  ou  rationnelle,  la  Mécanique  appliquée.  La 
tendance  actuelle,  l'idée  juste,  il  faul  le  dire,  qu'un  cours  de  Mé- 
canique doit  développer  chez  ceux  qui  le  suivenl  le  sentiment  des 
réalités  portent  à  augmenter  le  plus  possible  le  côté  technique. 
L  \  uieur  ii  >u  trouver  entre  ces  deux  parties  de  la  Mécanique  un 
equilibresatisfaisant.il  n'a  pas  élargi  la  part  de  l'une  au  détriment 
de  l'autre.  Il  a  compris  qu'il  v  aurait  d'ailleurs  plus  d'incon- 
vénients que  d'avantages  à  développer  outre  mesure  la  partie 
technique  el  que  dans  un  enseignemenl  il  faut  s'en  tenir  aux 
méthodes  générales  en  écartanl  avec  soin  les  détails  trop  circons- 
tanciés dépoun  us  de  valeur  éducal  i\e. 

Les  deux  parties  de  l'Ouvrage  se  complètent  l'une  l'autre,  la 
Mécanique  appliquée  contenanl  les  applications  directes  de  la 
Mé<  anique  pure.  <  l'esl  ainsi  <pie  le  Lecteur  \  trouver,!  des  notions 
tri  -  suffisantes  el  précises  de  Statique  graphique  :  l'étude  des  sys 
tèmes  articulés  par  les  procédés  classiques  de  Culmann  el  de 
Hitler.  L'application  de  la  met  1  iode  des  nœuds  à  la  pou  ire  \\  arren 
"M  .i  l,i  ferme  Polonceau,  les  systèmes  assimilés  en  pratique  aux 
systèmes  articulés.  L'Auteur  \  a  exposé  aussi  l'étude  des  forces 
mit  in  m  ;s  dans  un  milieu  matériel,  les  tensions  el  les  déforma- 
tions en  un  poinl  d  un   milieu  continu,  le-  notions  sur  l'élasticité 
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des  corps  solides,  les  principes  de  la  Mécanique  des  fluides  el  Loul 
particulièremenl  le  théorème  de  Bernoulli  el  ses  importantes 
applications.  Le  développe ni  de  toutes  ces  théories  esl  suc- 
cinct mais  clair,  précis,  très  suffisant  pour  la  compréhension. 
L'Auteur  le>  complète  toujours  par  des  exercices  traités  ou 
indiqués  et  par  une  bibliographie  très  précise  des  Mémoires 
originaux  où  l'on  peut  se  référer.  On  voit  par  là  que  cette  partie 
le  Mécanique  appliquée  a  pour  bul  d'initier  le  Lecteur  aux  idées 
cl  aux  méthodes  qui  doivent  lui  sen  ir  pour  l'étude  des  cours  plus 
spéciaux  relatifs  à  la  Résistance  des  matériaux  et  à  l'Hydraulique, 
sans  cependant  empiéter  sur  eux,  mais  de  manière  qu'en  le-  com- 
mençant il  puisse  les  considérer  comme  une  suite  naturelle  du 
cours  de  M.  Maillet.  L'Auteur  a  longuement  insisté  sur  la  Ciné- 
matique appliquée  à  l'étude  des  mécanismes.  11  les  classe  d  après 
la  répartition  de  Willis  en  trois  grandes  classes  :  mécanismes  où 
le  sens  de  la  transmission  est  constant,  ainsi  que  le  rapport  des 
vitesses,  mécanismes  où  le  sens  seul  de  la  transmission  est  cons- 
tant, mécanismes  où  le  sens  de  la  transmission  et  le  rapport  des 
vitesses  sont  variables.  Chaque  classe  se  dix  i-e  en  trois  genres 
suivant  que  la  transmision  se  fait  par  contact,  par  liens  rigides  ou 
flexibles.  Il  étudie  le  schéma  de  ces  différents  mécanismes,  mon- 
trant les  théories  qui  leurs  servent  de  base  et  comment  on  les 
utilise  dans  la  pratique,  donnant  des  applications  immédiates. 
C'est  ainsi  qu'il  est  amené  à  s'occuper  des  roues  dentées,  de  la 
méthode  graphique  de  tracé  des  dents,  des  trains  épicycloïdaux 
el  des  différentiels  d'automobile. 

Mais  l'Auteur  n'a  pas  négligé  pour  cela  la  partie  de  Mécanique 
pure.  lia  voulu  que  le  Lecteur  puisse  se  pénétrer  des  principes 
et  de  la  méthode  de  celte  science.  Il  en  a  montré  le  caractère 
mathématique  et  eoiiiiueiit.de  l'étude  expérimentale  des  mouve- 
ments les  plus  simples,  on  déduit  par  induction  un  petit  nombre 
de  principes  fondamentaux.  On  en  déduit  les  conséquences  abso- 
lument comme  en  Géométrie  les  propriétés  de  l'espace  découlent 
de  quelque-  axiomes.  Mais  ces  principes  ne  possèdent  pas  le 
caractère  intuitif  des  postulats  de  la  Géométrie.  Pour  les  justifier 
il  faut  un  accord  constant  entre  leurs  conséquences  et  l'obser- 
vai ion. 

Il   traite  du  point   matériel   libre:    insiste  dès    le  début  sur  le-. 
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téorèmes  généraux,  quantités  de  mouvement,  force  vive,  moments 
cinétiques.  [1  étudie  le  mouvemenl  du  point  matériel  lié,  aborde 
celui  des  systèmes  de  points  libres,  le  corps  solide  et  enfin  les 
systèmes  soumis  à  des  liaisons,  le  principe  des  vitesses  virtuelles 
el  le  théorème  de  d'Alerabert.  L'Auteur  a  simplifié  autant  que 
possible  l'exposition,  n'y  laissant  que  ce  qui  était  essentiel,  ou  la 
ramenant,  par  exemple  dans  l'étude  du  mouvement  d'un  point  à 
la  surface  de  la  terre,  aux  seuls  éléments  utiles  dans  les  applica- 
tions. Bien  souvent,  comme  en  Mécanique  appliquée,  il  l'a  annotée 
l>ar  des  exercices  numériques  qui  permettent  au  Lecteur  de  la 
développer  complètement.  Dans  son  exposé  l'Auteur  a  suivi 
l'ordre  et  les  méthodes  classiques.  La  partie  mathématique  est 
sobre  el  il  a  eu  souvent  recours  aux  considérations  géométriques. 
En  Cinématique  toul  particulièrement,  il  a  employé  d'une  façon 
systématique  la  géométrie  des  infiniment  petits.  L'Auteur  indique 
à  ce  sujet  un  théorème  pratiquée!  dont  il  esquisse  une  démons- 
tration. Ce  procédé  est  certainement  plus  rapide  que  la  voie  ana- 
lytique, mais  il  demande,  pour  être  employé  avec  sûreté,  une  plus 
grande  habil  u  le. 

L'  auteur  n'a  pas  voulu  que  le  caractère  mathématique  que  pré- 
sentent les  théories  mécaniques  puisse  faire  illusion  sur  leur 
valeur  pratique.  Ces  théories  sont  obtenues  en  substituant  conven- 
tionnellemenl  aux  corps  naturels  des  corps  fictifs  (pu  en  diffèrent 
plus  ou  moins,  et  il  faul  savoir  jusqu'à  quel  point  celle  substitu- 
tion est  légitime.  C'esl  dans  \c^  applications  qu'on  doit  manier 
avec  précaution  les  théories  générales  de  la  Mécanique.  Dans  les 

problèmes  qui  se  posent,  il  faut  négl iger  tout  ce  qui  est  réelle ni 

négligeable,  el  cette  élimination  demande  un  tact  spécial.  Je  crois 
que  ceux  qui  se  seronl  bien  pénétrés  du  livre  de  M.  Maillet  auront 
acquis  une  certaine  expérience  el  pris  confiance  en  eux.  Ce  qui  ne 
le-,  empêchera  pas,  après  avoir  obtenu  la  solution  d'un  problème 
ainsi  simplifié,  de  soumettre  les  résultats  trouvés  au  contrôle  de 
I  expérience. 

En.    (  )l  l\  ET. 
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GARS  LA.  W  H. -S.  i.  -  lin  i  lements  oi  \<>\  euclidean  pi.ane  Gicomi  rm 
and  Thigonometio  Longmans  modem  mathematical  séries),  i  vol 
in-12,   \n        179  pages.  London,  Longmans.  Green  and  Co,    191G. 

Ge  petil  Ouvrage  est  destiné  aux  maîtres  le  mathéma tiques  le 
l'enseignemenl  moyen  des  pays  de  langue  anglaise;  -  ni  bul  esl  de 
montrer  le  rôle  joué  par  les  li\  pothèses  sur  lesquelles  esl  basée  la 
Géométrie  euclidienne  el  plus  particulièrement  par  le  postulai 
relal  il  aux  parallèles. 

L'Auteur  débute  par  un  exposé  des  travaux  de  Saccheri, 
Legendre,  Gauss,  Bolyai,  Lobatschefski  cl  FUemann.  Il  expose 
ensuite  successivement  les  premiers  éléments  île  la  (  réoniétrie  el 
de  la  Trigonométrie  lobatschefskiennes  el  de  la  Géométrie  rieman- 
nienne.  L  n  dernier  Chapitre  traite  des  Géométries  non  euclidiennes 
que  Poincaré  construisil  lors  de  ses  recherches  sur  les  groupes 
fuchsiens.  M.  Carslav*  montre  que  la  géométrie  des  cercles 
passant  par  un  [mini  fixe  esl  euclidienne,  que  celle  des  cercles 
orthogonaux:  à  un  cercle  donné  est  lobatchefskienne  el  enfin  que 
la  géométrie  de-  cercles  rencontrant  un  cercle  donné  en  deux 
points  diamétralement  opposés  esl  riemannienne. 

La  construction  de  pareilles  géométries  démontre  l'indépen- 
dance du  postulat  des  parallèles  el  rend  superflus  de-  développe- 
ments systématiques  des  Géométries  lobatschefskienne  et  rieman- 
nienne. 

Dans  les  chapitre-  où  il  traite  de  ces  géométries,  M.  Carslaw 
est  entré  dan-  suffisamment  de  développements  pour  donner  une 
idée  précise  de  la  (pie-lion,  el  non-  croyons  que  le  petil  Volume 
qu'il  vient  de  publier  rendra  de  grands  services  aux  professeurs 
auxquels  il  s'adresse. 

Lucie»    <  rODEAi  \. 
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MELANGES. 


RECHERCHES   SUR   LES    MOUVEMENTS   PLANS 
A  DEUX  PARAMÉTRES  ; 

Par  M.   G.   KOENIGS, 

Directeur   du  Laboratoire   de    Mécanique 
de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 


A  la  suite  d'une  .Note  de  M.  Farid  Boulad  publiée  dans  le 
Bulletin,  M.  G.  Darboux  en  a  publié  une  autre  pour  expliquer 
par  le->  mouvements  à  deux  paramètres  les  résultats  obtenus  par 
M.  Fa.id  Boulad  ('). 

Ces  Notes  m'ont  fait  souvenir  qu'à  I  époque  où  mon  enseigne- 
ment à  la  Faculté  des  Sciences  portait  sur  la  Cinématique,  je 
m'étais  occupé  de  ces  mouvements.  En  me  reportant  à  mes  Notes, 
j'ai  été  amené  à  les  compléter  el  c'est  le  résultat  de  ce  remanie- 
ment que  je  publie  ici.  J'ai  été  quelque  peu  détourné  de  ma  tâche 
par  les  soins  d'un  autre  ordre  de  mon  Laboratoire  :  1 1  >  m'ont  em- 
pêché de  développer  ce  sujet  autant  que  je  l'eusse  désiré. 

Ce  <|in  ressort  de  ce  travail  <-).  c'est  la  distribution  en  deux 
classes  des  mouvements  plans  à  deux  paramètres.  Les  uns  cons- 
tituent le  type  général  el  les  autres,  que  j'appelle  exceptionnels, 
sont  caractérisés  par  ce  fait  que  toutes  les  translations  qu'ils  con- 
t  iennent  sont  réel  ilignes. 

On  verra  que  les  propriétés  du  second  ordre  sont  essentielle- 
ment différentes  pour  ces  mouvements  exceptionnels  de  celles  des 
ne hi\ eiiieni -  généraux . 


I  ii  ni  Boi  i  u>.  Sur  la  détermination  du  centre  de  courbure  des  trajectoires 
orthogonales  d'une  famille  quelconque  de  tourbes  planes  {Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  t.  \l..  |>.  292).  —  (>.  Darboux,  Remarques  sur  la  .Xote 
de  M.  I   11  id   Boulad  |  Tbid.,  p.  295  ). 

Les  résultats  essentiels  de  ce  travail  onl  été  présentés  à  l'Académie  des 
Sciences  et  figurent  aux  Comptes  rendus  de  /'  Icadémie  des  sciences,  t.  163, 
p.    11 1 ,  i" ■ 
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I.    -       l'm  LIMINAIRES. 


1.  Lu  position  d'un  plan  II  par  rapport  à  un  autre  II,  auquel  il 
se  trouve  superposé  dépend,  comme  on  sait,  de  trois  paramètres. 

Ce  seront,  par  exemple,  les  coordonnées  at ,  b\  d'un  point  \  du 
plan  II  par  rapporl  à  deux  axes  \,\,.  V,  Y,  rectangulaires,  soli- 
daires du  plan  II  |  el  l'angle  9  que  fail  avec  \  ,  \ ,  un  axe  \  \  soli- 
da ni'  du  plan  II . 

Si  l'un  prend  un  sec, nul  axe  \  1^  faisant  avec  A\  un  angle 
droit,  les  coordonnées  dm\  point  M  étant  ./'.  y  par  rapporl  aux 
axes  VX.  A"\  ses  coordonnées  %t ,  y{  par  rapporl  aux  axes  \,\|. 
A,  \  ,  seront  : 

r,  =  «!  -+-  x  cos8  — y  sin6, 


yx  —  bl  -+-  x  sin6  -h  y  cos8 
Résolues  par  rapport  à  ./•.  y  ces  équations  donneront 

x  =  a  -f-  X\  cosô  -h y%  sin  H, 


(2) 

y  =  b  —  .risinO  -+-jk,cosO, 

en  posant 

(  a  =  —  «icosO  —  6.  sin 6, 
(3) 

(  />  =       <Y,sin6 — 6[COs8. 

Si  l'on  assujettit  les  positions  relative-  dés  deux  plans  II  et  II, 
à  une  condition  se  traduisant  par  une  équation  entre  at,  A,.  8, 
deux  paramètre-  seulement  restent  indépendants  dans  les  positions 
relatives  des  deux  plans:  l'ensemble  de  ces  positions  est  double- 
ment indéterminé  et  c'est  ce  que  l'on  exprime  en  disant  que  le 
plan  H  possède  le  degré  2  de  liberté  par  rapport  au  plan  fl(,  ou 
qu'il  réalise  un  mouvement  à  deux  paramètres  par  rapport  au 
plan  II, . 

Nous  représenterons  par  3TL2  un  pareil  mouvement. 

2.  (Test  un  mouvement  de  ce  genre  que  l'on  rencontrerait  si  la 

'la  condition  imposée  était  que  l'angle  0  fût  constant. 

Le  mouvement  à  deux  paramètres  ainsi  défini  est  la  translation  à 
deux  paramètre-  f-'.  car  ai:  A,  -  >nl  alors  arbitraires  el  indépen- 
dants. 
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!!.  \1  1 1*.  ce  cas  étant  mis  de  côté,  0  sera  variable  d'une  position 
lu  plan  II  à  une  autre  'I  ins  le  système  DTLa  :  on  pourra  dès  lors 
prendre  comme  paramètres  de  position  dans  lij  DTL2  donné,  outre 
l'angle  8,  un  sec  md  paramètre  u  que  l'on  restera  libre  de  choisir 
ultérieurement . 

\  insi,  cl  »ii—  les  formules  n.  <  .  !),  <i.  h,  a,,  A,  seronl  des 
fonctions  de  //  el  de  6,  en  sorte  qu'en  differentiant  toi  ilement  les 
éq u  il  n m-  «  2  i  par  exemple,  1 1  \  iendra  : 

dx       -y-  </0  h du  —  i  —  x,  sin8  +  i'iCOs6  |  rfG  +  dx\  cosfl  —  dy,  sinô, 

,/0  ty»  -  ^ 

dy  =  -T-  afl  -+ du  -+-  (  —  or,  coso  — )',  smo  )  <Y0  —  ,/.r,  sm  0  —  dyx  cos  '). 

On  remarquera  que  les  expressions 

Hr—       ofo, cos  6  -+-  dy% sinô, 

I  >r  =  —  d.i\  sin  0  -—  (/)',  cos8 

sont  les  projections  sur  les  axes  mobiles  \  \  .  \  \*  du  déplacement 
du  point  M  clans  lu  phi  n  II, .  Nous  aurons  d'après  cela,  en  remplaçant, 
formules  (2),  - — xt  sinQ  -\-y~i  cosfj  par  y — b  cl  xt  cos0  -\-y%  sin*) 
par  ./•  —  a, 

I  >./•  =  —  (^  —  b)  ,/0  —  —  du  —  .-  rf6  +  dx, 

\ûh         )  ou 

Dy=—(^  +  a)  d<)  -  —  du-^-x  dO  -+-  rfr; 

en  posanl  alors 

(        ''"        ,       >  àb 

db 


/        da 

{-du       :- 


m  ni-   |  r,  ui\ ,  ms 

^   D.r  =  ;  c?6         :,  du      -y  rf6  -i-i/.r, 
(    D?'  =  T)  fi?6  +  r,  1  r/;/    h  /'  '/f)  +  '(r. 


Si.  en  particulier,  le  poinl  M  est  solidaire  du  plan  II.  .r.  y  sont 
constants  ;  dx,  dy  sonl  nu  U  ci  I  )./ .  I  )  r.  réduits  aux  projections  du 
déplacemenl  il  entraînement  du  point  M.  <mi  pour  expression 

,     ,  .  [  Dar  =  ?  rfe  -+-  t,c?«  —  v  efô, 

(  d  bis ) 

I      \)y    -_    y    ,/()    +    Tildu   —    r  ,70. 
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\ .   Mais  si,  au  contraire,  le  point  \l  est  fixe  dans  le  plan  II , .  ./  , . 
)',  sonl  constants,  1)./'.  I)r  sonl  nuls.  Ceci  noqs  prouve  donc  que 
lc^  valeurs  d<-  ./•.  r  fournies  par  les  équations  i  2  1.  où  ./■,.  1  ,  repré 
sentenl   deux   constantes  arbitraires,   doivenl   vérifier  !•■    système 
d'équations  aux  différentielles  lui  des 

(   :  dd   -+-  P,  du   —  y  a?8  +  dx  =  o, 
(6) 

(    r\  t/H    -    ïj|  du  --  x  d<)  -H  c/j-  -     0, 

lesquelles  sonl  équivalentes  au  système  suivanl  : 


dx 

dv 

dJ  = 

"7- 

oh 

dx 

î, 

ùy 

du 

du 

(7) 

Si  l'on  exprime  alors  la  compatibilité  de  ces  équations  en  écri- 
vant <|IIC 

d2x  o- ./•  à2  y  d-y 

Ou  Oh  ~  dbdu'  Oit  Oh  ~  à&àu' 

on  parvient  sans  peine  au  système  suivant  d'équations,  dites  con- 
ditions dHntégrabilité  (*)  '■ 

(s)  oTc—dT- r'1-       5ÏÏ~  de""*"*1' 

On  ne  manquera  pas  de  remarquer  que  les  équations  (4)  expriment 
que  a,  h  sonl  un  système  particulier  de  solutions  des  équa- 
tions (7). 

o.  Que  Ton  impose  une  nouvelle  condition  aux  positions  du 
plan  n  par  rapport  au  plan  H,,  condition  se  traduisant  par  une 
nouvelle  équation,  on  obtient  un  ensemble  -Tl1  de  positions  con- 
tenu dans  le  mouvement  ,">rt-  donné;  l'ensemble  DU1  ne  dépend 
que  d'un  paramètre  :  c'est  un  mouvement  à  un  paramètre  contenu 
dans  le  mouvement  Oïl2. 

Soit  $  une  position  particulière  de  II  prise  d'ailleurs  dans  l'en- 
semble 3ÏL2  et  qui   correspond  à  un  système  de  valeurs  9,  u  des 


('1    Voir   G.  Darboux,    Leçons  sur  la   théorie  des  surfaces.  I.   I,    re   édition, 
p.  66  et  t.  1.  2°  édition,  p.  89;  e1  <i-  Kœnigs,  Leçons  de  Cinématique,  p.  a  lo. 
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deux  paramètres.  Il  va  une  infinité  de  mouvements  OÏL*  contenus 
dans  D\L2  el  qui  comprennent  la  position  (§.  Nous  dirons  de  tous 
ces  mouvements  qu'ils  ont  lieu  à  partir  tic  la  position  9è. 

Par  exemple,  si  nous  laissons  à  0  la  valeur  constante  qu'il  a  dans 
l,i  pus ii  ion  <a\  nu ii s  obtenons  une  translation  S',  à  un  paramètre,  à 
partir  de  la  position  'A\  translation  contenue  dans  le  DTL2  donné. 

On  reconnaît  sur  les  équations  (5  bis)  que  £t  du,  y\tdu  soni  les 
valeurs  auxquelles  se  réduisent  Dx:  Y)y  dans  ce  ras. 

En  conséquence  z,.  rH  sont  des  paramètres  directeurs  de  la 
translation  G1 . 

Mais,  si  l'on  met  à  part  cette  translation,  pour  tout  autre  DR/', 
//  c>i  fonction  de  0  el  l'on  peul  alors  parler  des  dérivées  u' .  u"  de  // 
par  rapporl  à  8. 

II.  —  La  droite  des  centres  instantanés. 

G.  Considérons  un  DTU  contenu  dans  le  DR.'2  donné  et  qui  ail 
lieu  à  partir  d'une  position  adonnée,  correspondant  aux  valeurs  B,  u 
des  paramètres  de  position.  On  obtiendra  le  centre  instantané  l 
en  a  nu  n  la  m  I  l).r,  I))'  dans  les  formules  (5  bis),  ce  qui  donne  pour 
les  coordonnées  du  point  I  : 

l  a?i  =  —  ï]  —  tua', 

/  jn  =     S  -Mi  m  . 

Tous  les  3TL1  contenus  dans  OK'2  qui  ont  lieu  à  partir  de  la  posi- 
tion (.C  el  pour  lesquels  u'  est  le  même  onl  ainsi  le  même  centre 
instantané  L;  ils  seronl  diis  tangents.  Ceux  au  contraire  pour 
lesquels  //  *-c\w  différenl  auronl  aussi  des  centres  instantanés  diffé- 
rents el  le  lieu  de  tous  les  points  I  <|ui  sont  ainsi  des  centres 
instantanés  dans  la  position  ^s'obtiendra  en  éliminant  u'  entre 
les  équations  (9),  ce  qui  donne  l'équation 

I"  I  ÊlX  rj,  ï  ;,r  r,;  =  O. 

Cette  droite  est  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  translation  r' . 

ce  qui  concorde  a\ec  le  lait  que  toute  translation  est  une  rotation 
infiniment  petite  autour  d'un  axe  rejeté  à  l'infini  dans  une 
d  irecl  ion  perpend  icula  ire. 
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I  )ans  les  formules  (9),  u'  peul  être  regardé  comme  un  paramètre 
fixant  la  position  «le  I  --m  la  droite  <l\  que  nous  venons  de  trouver. 

En  particulier,  la  translation  S'  ayant  mih  centre  à  I  infini  dan-. 
une  direction  perpendiculaire,  ce  centre  correspond  à  la  valeur 
infinie  <lu  paramèl  re  u' . 

7.  Nous  désignerons  par  es  l'angle  nue  fail  avec  \  \  une  des 
deux  dut' ci  ions,  o, ,  de  la  d  roi  le  il  {.  ce  qui  nous  permettra  de  poser 

(11)  !ji=psin<p,         Tji  =  — ocos'r; 
nous  poserons,  en  même  temps, 

(12)  n  =  i;  COS<f  -~  r,  s  m  ©. 

L'équation  de  la  droite  <lx  s'écrira  ainsi  : 
(  1  3  )  .r  si  11  o  —  )'  cos  o  -\-  n  =  o. 

L'angle  ce  que  nous  venons  d'introduire  a,  dans  ces  questions, 
une  grande  importance.  Il  v  a,  en  effet,  lieu  de  distinguer  deux 
cas,  selon  que  l'angle  ©  est  indépendant  de  9,  ou,  plus  exactemenl . 
ne  se  réduit  pas  à  une  simple  fonction  de  0  cl  celui  où  co  esl  une 
simple  fonction  de  9. 

Le  premier  cas  est  le  cas  général,  le  second  cas  e>i  le  cas 
exceptionnel. 

III.  —  Forme  canonique  de  la  représentation  d'un  OR2 

DANS    LE    (AS    GÉNÉRAL. 

8.  Si  o  ne  se  réduit  pas  à  une  fond  ion  de  9,  mais  dépend  de  h 
et  de  u,  on  peul  prendre  çp  pour  le  second  paramètre  //.  Ce  sonl 
les  deux  variables  9,  co  qui  jouent  dans  la  question  le  rôle  de 
variables  canoniques.,  en  raison  de  la  simplicité  qu'elles 
permettent  dedonneraux  formes  analytiques  de  la  représentation. 
En  premier  lieu,  les  conditions  d'intégrabilité  (8)  vont  prendre  la 
forme 

(    àc  dp     . 

\  — -  =       -ér  sin cp  -+-  p  coso, 

\  du  dô  '  '' 

^)  \  a'  a 

or,  00 

—  = '-  cos  a  -+•  s  sm'- 
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M, ii~  en  diiFérentianl   l'équation  (12)  par  rapport  à  o  et  tenant 

c pte  des  équations  1  1  î  1.  <>n  trouvera 


sm  ■;  -    î)  cos  œ  — 


Or,  des  équations  (12),  (1  o)  on  tire 


h. 


r,  =  /;  '•in  sa 


;    =   «COSO  — O         -III  tp, 


'j        CQS  O. 


Si  l'on  porte  alors  ces  valeurs  de  ç,  y,  el  les  valeurs  (1  1)  dé  çt,  rj, 
dans  les  équations  d'intégrabilité  1  1  j).  elles  se  réduisenl  à  l'équa- 
tion unique 


(17) 


d"-  n 


dp    i    dp 

TiZ  "^  dÔ 


En  résumé,  s'ous  le  bénéfice  de  la  condition  m~),  les  valeurs  de  ç, 
y,.  ;,.  7|,  auronl  le>  formes  générales  suivantes  : 

1    ;    =  n  coss  —  ( y      sincp. 


18  1 


an 


/   t]    =  /«  sincp  -i-  1  —  ~  ?  )  ('""  ?• 
ïji  =  —  p  coscp. 


9.  Faisons  dure-  el  déjà  remarquer  qu'il  existe  sur  la 
droite  <l x  quelques  |  ><  >  1 1 1 1  ^  remarquables  faciles  à  définir. 

Il  \  .1  il  abord  le  poinl  O  qui  est  la  position  du  centre  instan- 
tané I  dans  le  m'ouvement  0ÎL1  au  cours  duquel  la  droite  d\  con- 
serve une  direction  constante  dan-  le  plan  fixe-  auquel  cas 
l'angle  'i/  =  o-f-G  que  fait  rf\  avec  \|\|  esl  constant,  ce  qui 
implique  1  +  o'  =  o  ou  ©'  =  — ]  (ici  u'  =  0'  puisque  ©  esl  le  second 
paramètre  t<  |.  Les  coordonnées  ./•,,.  y0  de  ce  point  O  sonl  donc 


[9 


^0  =  —  '1  -t-  rM ,         .Vo  =  ç  —  ci- 


Il  \  a,  de  même,  sur  <1\  un  poinl  O)  qui  esl  le  centre  instantané 
dan-  le  mouvement  DÏL1  au  cours  duquel  <■/,  garde  une  direction 
constante   dans  le  plan    II.  auquel  cas   -^  esl   constant,   ou   o'  nul. 


mi  i  \m;i:s.  i  >; 

Les  coordonnées  ./,,  .  r,,   de  <  >,  seronl  donc 
(20)  .,,,    =  —  r,,        .)-,,,  =  ;. 

I)  une  façon  générale,  -1  /.M.  /.M  sonl    les  paramètres  <!<■  position 
de  deux  points  M.  M'  sur  l'axe  rV  en  sorte  < j < n ' 

''M    =  —  *)  —  T|/,\|.  )  \|  ;  :  1  >-M  - 

'M    =  —  r,  —  ',  i  /  M  .  .)  m    =  ;    ■.-  \  \  I  \\  . 


ou  aura 


.'m  -- i'.u  =       ;r  >.M'  —  >m  -'m      'm    sine, 


ce  ijni  prouve  que  a  -  /M    -  XM  1  esl  la  mesure  de  MM    sur  1  axe  ûj 

(21)  mesure  de  MM'  sur  3|       :/m    — '/ m  . 
En  pari  icu  lier, 

(22)  mesure  de  OOi=  p, 

(  23  1  mesure  de  OM  =  p    Xj]  -  1   . 

1  1  j  1  mesure  de  01     =  p(«p'    -  1    . 

d'où  il  résulte  que 

120! 


01 


el .  plus  généralemenl 


(26) 


00, 


OM 


=   /  M  —  I  • 


00! 


résultats  simples  qui  fourniront  plus  loin  les  interprétations  géo- 
métriques  des  résultat-  de  calcul. 

I  suivre.) 
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\  U.EÉE  POUSSIN  <  C.  de  la  ,  Intégrales  de  Lebesgue.  Fonctions 
d'ensemble.  Classes  de  Batre.  Leçons  professées  au  Collège  <!<■  France. 
{Collection  de  Monographies  sur  la  théorie  des  fonctions,  publiée  sous 
la  direction  de  M.  Emile  Borel.)  i  vol.  gr.  in-8,  VHI-l54  pages.  Paris, 
Gauthier-Villars  et  C'%  1916. 

1.  Ce  Volume  contient  la  matière  des  leçons  que  l'Auteur  .1 
faites  au  Collège  de  France  entre  décembre  iqio  el  mars  i<)i<>.  Il 
esl  partagé  en  trois  parties  :  les  ensembles  mesurables  et  les  inté- 
grales de  Lebesgue,  d'une  part;  les  fonctions  additives  d'ensemble, 
d'autre  part,  et  enfin  les  classes  de  Baire  sont  les  sujets  successi- 
vement traités.  Je  vais  tenter  de  résumer  ici  les  résultais  exposés. 

2.  On  appelle  point  de  condensation  d'un  ensemble  E  un 
point  p  faisant  ou  non  partie  de  E,  tel  que  tout  domaine  de  centre p 
contient  une  infinité  non  dënombrable  de  points  de  E.  Un 
ensemble  E,  borné  ou  non.  dont  aucun  poinl  n'est  un  point  de 
condensation,  est  dénombrable.  Un  ensemble  E  non  dénombrable 
se  compose  d'un  ensemble  dénombrable  D  et  d'un  ensemble  N, 
appelé  noyau,  dont  tous  les  points  sonl  des  points  de  condensation. 
L'ensemble  des  points  de  condensation  d'un  ensemble  dénom- 
brable E  est  parfait. 

Un  ensemble  fermé  est  dénombrable.  ou  se  compose  d'un 
ensemble  dénombrable  et  d'un  ensemble  parlait. 

Les  notions  d'addition  et  de  soustraction  d'ensembles  sonl 
intuitives.  La  multiplication  consiste  à  former  l'ensemble  des 
points  communs  à  E,,  Ë2, 

Deux  ensembles  sont  complémentaires  dans  un  domaine  quand 
leur  somme  remplit  tout  le  domaine;  CE  désignant  le  complémen- 
taire de  E,  on  a 

G(EiEs)  =  CE,-t-CE2j         C(E,— E2)  =  CE,-f-  E2. 

E   étant   suppose   contenu   dans  un   domaine   rectangulaire   A,   on 

appelle  fonction    caractéristique   de    l'ensemble    E    une    fonc- 

Bull.  des  Sciences  rnathém.,  2'  série,  t.  XLI.  (  Mai  1917.)  9 
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tion  •;! ./-.  r.  . . .)  des  coordonnées  des  point-  du  domaine,  égale 
à  i  dans  E,  .1  zéro  dans  CE.  La  caractéristique  deE,  +  E2  +  ... 
esl  i  i  -  o,  <  i  —  »2)  ...,  ©y  étanl  la  caractéristique  de  Ey.  Les 
caractéristiques  servent  à  définir  les  limite-  d'ensembles.  Si  l'on 
considère  une  suite  infinie  d'ensembles  E( .  E2 on  aura 

Lim  E„  =  limi  E„—  En+1-t-,  . .), 

n  =  x 

LimE„=  I  i  m  (  En  E  „+, . . .  ). 

Si  A  esl  un  domaine  rectangulaire,  M  un  point  de  A.  E  un  ensemble 
contenu  dans  A.  \l  sera  intérieur  à  E  s'il  est  à  une  distance  non 
nulle  de  CE,  extérieur  à  E,  -'il  esl  intérieur  à  CE  ;  il  est  frontière 
de  Eei  de  CE  >,' il  esl  à  distance  nulle  de  E  et  de  CE.  Un  ensemble  E 
«•-i  fermé  s'il  contienl  ses  points  frontière  ;  ouvert,  s'il  ne  con- 
i  ienl  aucun  point  frontière. 

Le  doin une  A  peut  se  remplacer  par  l'espace. 

Un  ensemble  fermé  sur  l'espace  entier  contienl  ion-  ses  points- 
limites  :  il  est  fermé  au  sens  absolu;  s'il  esl  ouvert  sur  l'espace 
entier,  on  dira  qu'il  est  ouvert  au  sens  absolu. 

Si  un  ensemble  E  esl  ouvert  sur  A,  CE  sera  fermé.  La  somme 
el  le  produit  d'un  nombre  limité,  ou  d'une  infinité  dénombrable 
d'ensembles  ouverl  -  I  fermés)  sont  des  ensembles  ouverts  (  fermés  . 
Toute  plus  petite  limite  d'ensembles  fermés  est  une  somme  d'en- 
sembles  fermés;  toute  plus  grande  limite  d'ensembles  ouverl-  esl 
un  produil  d'ensembles  oua erts. 

Deux  ensembles  fermés  au  sens  absolu  et  sans  points  communs 
-oui  à  distance  n tulle  l'un  de  l'autre.  Relativement  à  la  struc- 
ture des  ensembles  ouverts,  on  démontre  qu'un  ensemble  spatial  E 
ouverl  sur  un  dont, une  A  esl  !.i  somme  d'un  nombre  fini,  ou  d'une 
infinité  dén  unbrable  de  domaines  rectangles  fermés,  non  empié- 
tants, mais  pouvanl  avoir  des  frontières  communes.  Si  F  est  un 
ensemble  borné  el  fermé  au  sens  absolu,  el  $  une  famille  d'en- 
sembles ouverts  O  tels  que  toul  point  de  F  appartienne  à  l'un 
deux,  l'ensemble  !•  esl  contenu  dans  un  nombre  limité  «le  ces 
ensembles  O. 

3.  Si  l'on  envisage  un  ensemble  £  somme  d'intervalles  a  non 
empiétants,  par  définition,  sa  mesure  m€  esl  la  somme  des  mesures 
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(lc^  intervalles  a 

m  £  -~-  X  //<  a. 

Suivanl  que  les  ensembles  Ct ,  C2 empiètent  on  n'empiètent 

pas,  on  a  le  droit  d'écrire  lune  des  deux  relations 

m(  d  -+-  C«-f- . . .)  ^  m  Ci  +  m  C2-t-. . . , 

m  (  £  1  -1-  C2  -h . . .  )  =  m  Ci  -+■  m  £2  -+-  •  •  .  • 

Si  C{  et  C-2  ont  des  points  communs, 

m  d  -r-  m  C2  =  m  (Ci -h  C2)  -f-  m(CiCo)- 

Les   ensembles   linéaires  ouverts   rentrent  dans   la  catégorie    des 

ensembles  C,  et  ce  qui  précède  s'applique  à  eux. 

Pour  un  ensemble  linéaire   fermé    F  dans   l'intervalle  (a,   &), 

on   a 

m¥  —  b  —  a  —  mCV . 

Si  les  ensembles  fermés  F,,  F2  empiètent, 

mF,+  /rcF2  =  m(Ft-i- F2)  +  m(F,F2). 

Si  un  ensemble  O  contient  un  F,  O  —  F  est  ouvert  et  Ion  a 
m(0  —  F)=  «iO-fflF. 

Tout  ensemble  ouvert  contient  un  ensemble  fermé  de  mesure 
infiniment  voisine  de  la  sienne,  et  réciproquement. 

Ces  considérations  s'étendent  à  l'espace. 

Considérons  un  ensemble  E  dans  un  domaine  rectangulaire  A. 
La  mesure  extérieure  de  E,  meE,  est  la  borne  inférieure  des 
mesures  des  ensembles  ouverts  O  contenant  E.  La  mesure  inté- 
rieure de  E,  7/i/E,  est  la  borne  supérieure  des  ensembles  fermés  F 
contenus  dans  E.  Un  ensemble  mesurable  est  un  ensemble  dont 
les  mesures  intérieure  et  extérieure  ont  la  même  valeur,  et  cette 
valeur  est  la  mesure  de  E,  mE.  La  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  qu'un  ensemble  E  soit  mesurable  est  qu'à  tout  nombre 
positif  donné  e  on  puisse  faire  correspondre  deux  ensembles  O  et  F 

tels  que  l'on  ait 

0>E>F,         ;nO-mF<s; 

la  mesure  de  E  sera  la  limite  commune  de  celle  de  O  et  de  celle 
de  F  quand  1  tend  vers  zéro. 
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I  h  ensemble  ouverl  0,  un  ensemble  fermé  F  ><>m  mesurables. 
Les  sommes  el  produits,  finis  ou  iulims.  d'ensembles  mesurables 
contenus  dans  le  domaine  A  sonl   mesurables.  Si  les  ensembles 

mesurables   E(,  E2 en  nombre  fini  <>u  infini,  tous  contenus 

dans  le  domaine  A,  sonl  deux  à  deux  sans  points  communs,  on  a 

m    Ej-4-  E2-f-. . .)  —  mEi  -+-  mE2  — .  .  ■ 

Si  E,>E2, 

m(Ei  —  E2)  =  ni  Ei  —  m  E2. 

Toul  ensemble  dénombrable  de  points  esl  de  mesure  nulle.  Si  une 
suite  illimitée  d'ensembles  mesurables,  Et,  E2 a  une  limite 

unique  E,  on  a 

m  Y.  =  li m  ///  En. 


Soil  / 1  P  i  une  fonction  univoque  d'un  poinl  I*  variable  dans  un 
ensemble  mesurable  E,  on  du  que/(P)  esl  mesurable  dans  E 
si  l'un  au  inouïs  des  quatre  ensembles 

E(flA),         i:.y<  \  i,         Eif:    \),         E(/     Ai 

esl  mesurable  quel  que  siui  A  constant,  auquel  cas  ils  sonl  mesu- 
rables, quel  que  soit  A,  tous  les  quatre.  Il  suffit  d'ailleurs  que 
I  ensemble  considéré  -  >il  mesurable  pour  V  rationnel. 

Si  a  esl  nue  constante,  /  el  ta  des  fonctions  finies  mesurables, 
a  J •  "/■  J  ®if—  ®if®  >"llt  mesurables.  Toute  limite  (finie 
ou  infinie)  d'une  suite  monotone  (c'est-à-dire  non  croissante,  ou 
non  décroissante)  de  fonctions  /(,  /2,  •••  mesurables  (finies  ou 
infinies)  esl  mesurable.  La  plus  grande  et  la  plus  petite  limites 
d  une  suite  de  fonctions  mesurables  (finies  ou  infinies)  sont  mesu- 
rables, route  fonction  limite  (unique)  de  fonctions  mesurables 
esl  mesurable. 

On  appelle  ensembles  mesurables  l>  les  ensembles  que  l'on 
peul  déduire  par  addition,  soustraction  el  multiplication  finies  ou 
infinies  de  domaines  rectangulaires  fermés.  Les  ensembles  ouverts 
el  lc>  ensembles  fermés  sonl  mesurables  l>.  Les  sommes,  dilï'é- 
rences,  produits  el  limites  d'ensembles  mesurables  l>  sonl  mesu- 
rables B.  si  /il'i  esl  une  fonction  mesurable  dans  un  domaine 
rectangulaire  A.  el  que  l'un  des  quatre  ensembles 

E(/     \i.        E(/    ;  \,,        \,f,     \,,        E(/;    \ 
soil  mesurable  lî.  la  fonction  est  dite  mesurable  B  dans  A. 
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Nui  I"  un  ensemble  mesurable  l>  dans  A:  une  fonction  j  esl 
mesurable  B  surE  si  elle  esl  mesurable  B  clans  A  quand  on  la  pose 
nulle  dans  CE.  Le-  sommes,  différences,  produits  el  limites  de 
fonctions  mesurables  l>  sonl  mesurables  l>.  La  fonction  caractéris- 
tique (I  mi  ensemble  mesurable  Besl  mesurable  I>.  I.  ensemble  des 
fonctions  mesurables  l!  se  confond  avec  l'ensemble  de  celles  qui 
rentrent  dans  les  classes  que  \l.  Baire  a  définies  dans  -.1  rhèse. 
Toutes  les  fonctions  de  Baire  sonl  mesurables  B,  el  réciproque- 
ment. On  range  les  ensembles  mesurables  I!  dans  la  classe  de  leur 
fonction  caractéristique.  On  démontre  alors  qu'un  ensemble  de 
classe  un  est  à  la  fois  limite  d'ensembles  ouverts  el  'I  ensembles 
fermés,  el  réciproquemenl . 

i .  Suit  /  (  V  i  une  fonction  du  poinl  P,  bornée  el  mesurable  dans 
un  ensemble  E  borné  el  mesurable.  Désignons  par  A,  15  les  bornes 
Je  /.  Partageons  (A,  lï)  par  une  échelle  de  nombres  croissants, 

h  =  k,k C«+i=B. 

Soil  ct  la  mesure  de  l'ensemble  des  points  de  E  où  I  on  a 

li%f<li+i\ 

formons  les  deux  sommes 

7/  71 

s  =  ^   /,€>,.  S  =    >   /,_,  e,-. 

i  î 

L'intégrale  de  /(P)  dans  E  est  la  limite  commune  de  ces  deux 
sommes  quand  tous  les  intervalles  partiels  tels  que  (£,-,  li+l) 
tendent  vers  zéro.  Cette  intégrale,  dite  intégrale  de  Lebesgue, 

se  désigne  par/  f(V)dP.  Elle  vérifie  le  théorème  de  la  moyenne 
Je 

A.mE^  ff(P)dP  =  B.mE. 

Elle  est  additive  pour  un  nombre  fini  ou  une  infinité  dénombrable 
d'ensembles  contenu-  dans  un  domaine  borné.  Si.  sur  E,  ^n  a  z>  =J. 


on  a  ;i u-- 1 


f  odPÏ  f  fdP. 
Je  Je 
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L'intégrale  d'une  somme  de  fonctions  bornées  et  mesurables  en 
nombre  limité  esl  la  somme  des  Intégrales  de  chaque  terme.  Si  A 
est  constant, 

f '  ajd\>  =  a   ffdP;  I    f  fdP  U  f  |/|  dP . 

J\L  «-'E  I  «'E  |      «^  E 

Deux,  fonctions  qui  ne  diffèrent  sur  E  que  dans  un  ensemble  de 
mesure  nulle  ont  la  même  intégrale  sur  E.  Si/(,/2,  . ..,/«,  ...  est 
une  -mite  illimitée  de  fonctions  <lu  poinl  P  dans  un  ensemble  E; 
si  ces  fonctions  sont  bornées  dans  leur  ensemble  (c'est-à-dire  quels 
que  soient  P  et  «),  et  tendent  en  tout  point  de  E  vers  une  limite 
unique,  F(P),  on  a 

lira    f  fndP  =-.  f  F  dP. 

Définissons  d'après  M.  Lebesyue  les  fonctions  sommables.  Soit  / 
une  fonction  mesurable  non  négative,  fn  =  f  si  /^ra,  /£  étant  un 
nombre  naturel,  et,  si  y  >>  n,fn=  n;  on  pose,  par  définition, 


f  fdP  =  Lim    ffndP. 

Jv  n  =  ccjp 


Si  la  limite  est  finie,  /  est  sommable  sur  E.  En  général  /  est  la 
différence /(  — -/2  de  deux  fonctions  négatives;  y  est  dite  sommable 
si/,  et/2  le  sont,  et 


f  fdP=  ffidP-  fftdP. 

Je  ./k  Je 


Si  E  =  E,  -f-  Ea  -f-  . . .,  les  ensembles  E4-  n'ayant  deux  par  deux 
aucun  poinl  commun,  l'intégrale  -mr  E  d'une  fonction  sommable 
esl  égale  à  la  somme  des  intégrales  sur  les  E,.  La  somme  d'un 
nombre  limité  de  fonctions  sommables  esl  sommable  :  l'intégrale 
de  la  somme  esl  la  somme  de--  intégrales  de  chaque  terme. 

Si  /esl  sommable  dans  un  ensemble  E,  >i  e  esl  contenu  dans  E, 
I  intégrale  de  /  sur  e  tend  vers  zéro  avec  la  mesure  de  e. 

Si  les  fonctions  de  la  suite/(,/2,  ••■  sont  sommables  dans  E, 
cl  si  leur  valeur  absolue  est  inférieure  à  une  fonction  positive 
sommable  (J>  indépendante  de  //,  enfin  si  la  suite  admet   une  loue- 
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tion  limite  I  .  celle-ci  esl  s ,il>le  el  l'on  a 

Lim    /  fadP  =  fpdP. 
La  formule 

/     /  /(»,  v)dxdy=  f   dx  f  fi-r.yxly. 

J     J  ^  •   a  ■   c 

où  A  est  un  rectangle  limité  aux  abscisses  a  el  6,  el  aux  ordonnées 
c  ci  ,/.  s'applique  si /(./•,  ri  esl  bornée  el  mesurable  B  dans  ce 
rectangle,  ou  bien  si,  n'étant  pas  bornée,  elle  esl  mesurable  P>  non 
négative,  ou  bien  si,  étant  non  bornée  el  de  signe  variable,  elle  esl 
sommable  dans  le  domaine  A.  moyennant  qu'on  néglige  un  certain 
ensemble  de  mesure  nulle  où  les  Intégrales  ne  sonl  plus  finies. 
La  formule  de  réduction  s'étend  à  des  fonctions  mesurables  el 
bornées  qui  ne  sont  pas  mesurables  H  si  l'on  néglige  dans  l'inté- 
gration par  rapport  à  x  certains  ensembles  de  mesure  nulle  pour 

lesquels  l'intégration  f    j  <lr  cesse  d'avoir  un  sens. 

5.  Soit  e  un  ensemble  borné  el  mesurable,  variable  dans  un 
espace  quelconque,  F(e)  une  fonction  finie  de  l'ensemble  e\  elle 
est  dite  additive  si  sa  valeur  sur  un  ensemble  somme  <  finie  ou 
infinie)  d'ensembles  sans  points  c»  un  ni  uns  deux  à  deux  el  contenus 
dons  un  domaine  borné  est  la  somme  des  valeurs- sur  chaque  partie. 
F(e)  est  continue  dans  un  domaine  borné  A  si  elle  tend  vers  zéro 
avec  le  diamètre  de  c  <<  A  ;  elle  est  absolument  continue  si  elle 
tend  vers  zéro  avec  la  mesure  de  e.  Une  fonction  additive  F(e), 
supposée  bornée  sur  les  ensembles  contenus  dans  un  domaine 
borné  A,  est  la  différence  de  deux  fonctions  de  même  nature,  non 
négatives.  Soit  to  un  domaine  rectangulaire,  à  côtés  égaux,  de 
centre  P,  les  dérivées  symétriques  supérieure  el  inférieure 
de  F ( e)  au  point  P  sont   les  plus  grande  et  plus  petite  limites  du 

quotient —  quand  la  mesure  de  to  tend  vers  zéro.  Plus  généra- 

1  m  to      1 

lement,  une  famille  ,T  d'ensemble  e  est  dite  régulière  au  point  P 
si   elle  contient  des  ensembles  de  mesure  infiniment  petite,  et  si 

le  quotient >  où  w  est  le  plus  petit  domaine  rectangulaire  (Je 

1  me  L  l 

centre  P  et  de  côtés  égaux  qui  contienne   e,  ne  surpasse  pas   un 
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nombre  positif  fixe  k  pour  tous  les  ensembles  de  la  famille  :  /.  esl 
le  paramètre  de  régularité  de  la  famille  -".  Alors  les  dérivées 
supérieure  et  inférieure  au  point  I'.  sur  la  famille  -7,  sont  les  plus 

F(e) 

srrande  h  o  1 1 1  ^  petite  limite  <lu  m  initient  >  quand  on  considère 

1  i  '  me       l 

un  ensemble  e  de  mesure  infînimenl  petite,  mais  appartenant  .1  la 

famille  -~.  Si   ces  deux  dérivées  sont  égales,  on  dit  qu  il   \   a   une 

dérivée  au   point    I'  (sur  la   famille  §).   Si   la  dérivée  symétrique 

d'une  fonction  I.  additive  et  non  négative,  esl  nulle  au  point  P, 

alors    la  dérivée  de   V  esl   nulle  en  ce   point,  quelle  que  soit  la 

manière  de  la  définir. 

L'Auteur  définit  ici  ce  qu'il  appelle  un  réseau,  formé  de  grillages 

superposés  :  si  w, ,  w2,  •  •  •  const  itue  la  famille  régulière  des  mailles 

qui  contiennent  un  point  P,  les  dérivées  sont   les  plus  grande  et 

pin-  petite  limite-  iln  quotient  —  quand  //  tend  vers  I  infini. 

1  '  '  mu>n     l 

Les  dérivées  sur  un  réseau  sont  des  fonctions  mesurables  lî.  \\ee 
la  théorie  des  réseaux  conjugués  exposée  pour  la  première  lois 
dan-  cet  Ouvrage,  l'Auteur  évite  le  théorème  de  M.  Vitali  sur 
lequel  M.  Lebesgue  a  fondé  la  dérivation  des  fonctions  absolu- 
ment conl  inues  d'ensembles. 

().  Si  F(e)  esl  une  Ion»  lion  absolument  continue  et  additive, 
si  l'une  de  ses  dérivées  sur  un  réseau  R.  esl  posih\e  presque 
partout  sur  un  ensemble  E  de  mesure  non  nulle,  F|  E  1  esl  positif; 
si  cette  dérivée  esl  nulle  presque  partout,  F(E)  =  o. 

Soii  /il'i  une  fonction  univoque  du  point  P  définie  dans  tout 
I  espace  et  sommable  sur  tout  ensemble  borné  :  l'ensemble  e  étant 

variable,  F (e)=  /  f{  P  1  *IV  est   ce  que  M.  Lebesgue  appelle  une 

Je 

intégrale  indéfinie.  Soient  E  un  ensemble  donné,  borné  ou  non 
el    mesurable,    »(P)    sa    fonction    caractéristique;    la    valeur   de 

l,,1''»        /  o(P)e?Pest  m(eE).  Les  densités  supérieure  et  infé- 

•  e 

rieure  de  l'ensemble  Eau  point  P  sont  par  définition  les  dérivées 
supérieure  et  inférieure  de  la  fonction  F0(e)  ''"  ce  point.  Cette 
définition  se  précise  par  là  détermination  de  la  famille  régulière 
d  ensembles  qui  doit  servir  à  calculer  les  dérivées.  La  densité 
il  un  ensemble   E  est   presque  partout  égale  à    1  dans  E,  et  à  o 
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dans  CE.  Les  points  qui  fonl  exception  sonl  contenus  clans  un 
ensemble  II.  de  mesure  nulle,  indépendanl  de  la  définition  de  la 
déri\  ée. 

Revenons  à  l'intégrale  indéfinie  F(e)>  elle  a  presque  par- 
tout/'(P)  comme  dérivée;  les  points  exceptionnels  de  l'espace 
sonl  contenus  dans  un  ensemble  II,  de  mesure  nulle,  indépendanl 
de  la  définition  particulière  de  la  dérivée. 

I  ne  fonction  d'ensemble  additive  h  absolumenl  continue  a  ses 
dérivées  finies  presque  partout,  el  sommables  sur  toul  ensemble 
mesurable   el    borné;   elle   est   l'intégrale    indéfinie  de    chacune 

d'elles. 

7.  On  dit  qu'une  famille  d'ensembles  esl  c lose  si  «'Ile  contient 
les  domaines  rectangulaires  fermés,  et  si  les  sommes,  différences, 
produits,  finis  ou  infinis  d'ensembles  de  celle  famille  appartiennent 
encore  à  celle-ci.  Une  fonction  f(e),  additive  dans  une  famille 
close,  esl  bornée  -m-  la  totalité  des  ensembles  de  la  famille  qui  sonl 
contenus  dans  un  ensemble  borné  donné  et  ;  c'est  lu  différence  de 
deux  fonctions  additives  non  négatives;  si  l'ensemble  e  esl  la 
limite  d'une  suite  d'ensembles  e(,  e2,  ...,  faisant  partie  d'une 
famille  close  dans  laquelle  la  fonction  /(e)  est  additive,  on  a 

f(e)  =  L\mf(e„  i. 

n=<*>  ■ 

Sohf(e)  une  fonction  additive  dans  une  famille  close  #.  On  définit 
les  ensembles  normaux  de  la  façon  suivante  :  un  ensemble  E  de 
la  famille  -f  est  normal  relativement  à  /,  si,  quel  que  soit  t  positif 
donné,  on  peut  assigner  un  ensemble  ouvert  <  )  >  E,  et  un  ensemble 
fermé  F  <  E  tels  que  les  conditions 

0>E'>  E">  L< 

entraînent  la  relation 

|/(E'-E')|<e. 

Si  E  est  normal,  son  complémentaire  par  rapport  à  un  domaine 
borné  l'est  aussi. 

Si  E  est  normal  relativement  à  la  variation  totale  <ï>  de  /',  E  est 
normal  aussi  par  rapport  à  J .  Si  E  esl  normal  relativement  à  /,  il 
l'est  par  rapport  aux  variations  positive,  négative,  totale  de  /'.  Les 


i  $8  PREMIERE  PARTIE. 

ensembles  normaux  (relativement  à  /)  constituent  nue  famille 
close,   rous  les  ensembles  mesurables  B  sont  normaux. 

I  ne  fonction  additive  d'ensemble  normal  est  complètement 
définie  par  les  valeurs  qu'elle  prend  sur  les  domaines  rectangulaires. 

Une  fonction  f(e)  d'ensemble  normal  est  continue  dans  un 
domaine  borné  A  ^i  elle  tend  vers  zéro  avec  le  diamètre  de  e, 
supposé  <  A.  Elle  est  absolument  continue  si  elle  tend  vers  zéro 
a\  ec  la  mesure  de  <'  supposé  mesurable. 

Suit  /  f\—f*i  f\  et  fi  étant  non  négatives.  Sift(e)  esl  dis- 
continue, c'est  la  somme  d'une  fonction  continue  et  d'une  fonc- 
tion discontinue,  dite  fonction  des  sauts,  telle  que  l'ensemble 
des  points  de  discontinuité  e-*i  dénombrable. 

II  en  est  de  même  de  f2. 

Considérons  en  particulier  les  fonctions  continues  et  additives 
d'ensemble  linéaire  normal.  Si  l'un  des  nombres  dérivés  de/(e), 
par  exemple  A.  esl  positif  en  tout  point  d'un  ensemble  normal  E, 
on  a  /(E)  ■__;<>;  A.<^o  entraîne  /'(E)  o.  Les  nombres  dérivés 
de  f(e)  sont  sommables  sur  tout  ensemble  e  normal  et  mesurable. 
On  a 

f(e)  =   !   \d.r. 

L'en -end  de  E  des  points  où  f(e)  a  ii  nr  dérivée  unique  infinie  est 
Vensemble  des  singularités.  La  fonction  /(<?E)  esl  la  fonction 
des  singularités  i  Lebesgue).  La  l'onction  des  singularités  a 
une  dérivée  nulle  presque  partout,  et  f(e)  a  presque  partout  la 
dérivée  A.  La  fonction  f(e)  ne  peut  se  décomposer  que  d'une 
façon  en  la  somme  d'une  intégrale  el  d'une  fonction  singulière. 

Soil  ,/'/)  nue  fonction  continue  et  univoque  dans  un  inter- 
valle I  '/.  b  i.  Soil  (a,  (3)  ou  a)  un  intervalle  variable  dans  |  (t.  b  i  : 
f(x)  définit  nue  fonction  d'intervalle,  /><■>.  en  posant 

pw  =  /((})  —  /(a). 

Cette  fonction  est  continue  et  additive  pour  un  nombre  fini  d  in- 
tervalles; elle  sera  donc  définie  pour  i oui  ensemble  C  somme  d'un 
nombre  fini  d'intervalles.  Si  la  fonction  p\  C  i  esl  bornée  pour  la 
totalité  des  ensembles  C,  sommes  d'un  nombre  fini  d'intervalles, 
contenus  dans  (a,  6),  on  dit  que  la  fonction  initiale  est  à  varia- 
tion bornée. 
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Etaul  donnée  une  fonction  f(oc)  continue  el  à  variation  bornée, 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  une  fonction  pt  £  >  d'intervalle,  con- 
tinue, additive  et  bornée,  il  existe  une  Fonction  continue,  additive 
ci  bornée  d'ensemble  normal  qui  coïncide  avec  p(£)  sur  les  inter- 
valles. Une  fonction  continue,  bornée  et  additive  d'intervalle  es I 
la  différence  de  deux  fonctions  de  même  nature,  non  négatives. 

Convenons  de  dire  que  poi  esl  le  /><>i</s  de  l'intervalle  u>.  C'est, 
par  définition,  une  fonction  non  négative,  continue,  bornée 
et  additive,  d'intervalle.  Le  poids  d'un  ensemble  somme  d'une 
infinité  d'intervalles  non  empiétants  est  In  somme  *\c-  poids 
des  intervalles  composants.  Le  poids  extérieur  p,.\\  esl  la  borne 
inférieure  des  poids  des  ensembles  ouverts  contenanl  Ë;  l<i  poids 
intérieur /?jE  est  la  borne  supérieure  des  ensembles  fermés  con- 
tenus dans  E.  Un  ensemble  esl  normal  si  ses  poids  intérieur  el 
extérieur  sont  égaux.  Les  ensembles  normaux  constituenl  nue 
famille  close,  el  le  poids  est  une  fonction  additive  pour  les 
ensembles  normaux. 

8.  On  sait  ce  qu'on  entend  par  les  classes  de  Baire.  Les  fonc- 
tions continues  constituent  la  classe  o;  les  fonctions  discontinues, 
limites  (finies  ou  infinies)  de  fonctions  continues  constituent  la 
classe  i.  Etant  donnée  une  fonction/ de  classe  i,  on  peut  se  pro- 
poser de  construire  une  fonction  continue  jn  qui  tende  vers  j 
quand  n  tend  vers  l'infini.  C'est  ce  que  l'Auteur  appelle  le  pro- 
blème de  Baire.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  fonction  soit  de  classe  i  peu!  s'exprimer  sous  deux  formes 
différentes. 

Si  P  est  un  ensemble  parfait  borné,  si  la  fonction  /  est  de 
classe  i  surP,  les  ensembles  de  points  de  P,  E(/>  A),  E(/<A)1 
sont  sommes  d'ensembles  fermés  quel  que  soil  A  .  Réciproquement, 
toute  fonction  discontinue  /  telle  que  les  ensembles  E(/  >>  A  ), 
E(y '•<  A)  soient  des  sommes  d'ensembles  fermés  quel  que  soil  \  , 
est  une  fonction  de  classe  t.  Si  les  ensembles  fermés  sont  connus, 
on  sait  résoudre  le  problème  de  Baire. 

VOici  maintenant  le  théorème  de  Baire  :  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'une  fonction  discontinue  finie  /  soit  de 
classe  i  sur  P  borné  <i  parfait,  est  qu'elle  soil  ponctuellement 
discontinue  sur  tout  ensemble  parlait  Q  <  P  ;  c'est-à-dire  que  Q 
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n'esl  p  i-  compact  sur  P,  ou,  en  d'autres  termes,  l'ensemble  QP  ne 
contienl  pas  de  poinl  intérieur  i  sur  P). 

'.).  Considérons  maintenanl  les  fonctions  de  classe  a.  Si  / 
esl  déclasse  y.  >  o  sur  P  parfait,  une  fonction  co  égale  à  f  sur  P 
ii  .1  la  constante  a  partoul  ailleurs  esl  de  classe  x  sur  le  continu. 
Les  sommes  el  j>i-. »:lii if  —  limi  es  el  les  différences  de  fonctions 
finies  de  classe  a  sont  de  classe  -/.  Si  /',  el  f\  sonl  finies  el 
de  classe  a,  el  si  J2  ne  s'annule  |>i>  sur  P,  /',  :  /■,  e-i  de 
classe  '/.  La  limite  dune  suite  uniformément  convergente  de 
fonctions  de  classe  a.  el  la  somme  d'une  série  uniformémenl 
convergente  de  telles  fonctions  sonl  des  fonctions  de  classera. 
I  H  ensemble  E  esl  fermé,  ou  I  .  de  classe  x  s'il  existe  une  fond  ion  0 
définie  sur  P,  de  classe  ^a,  et  toile  que  l'on  ait  E  =  E(9  =  o). 
(jii  ensemble  E  e^i  ouvert,  ou  O,  de  classe  a,  ^  il  existe  une  fonc- 
tion 9  définie  sur  P,  de  classe  a.  ci  telle  que  l'on  ail  E=  E(6  ^  o)., 
^.lors,  la  condition  nécessaire  el  suffisante  pour  qu'une  fonction 
finie  <  m  non/,  soil  de  classe  a  >  o  s  m-  P,  e^t  que,  quelle  que  soil 
la  constante  a,  les  ensembles  E(/'>  a),  E(/  ;a),  soienl  O  de 
classe  a.  el  ne  soienl  | >.i ^  tous  de  classe  moindre  :  ou  ee  qui  re\  ienl 
,iii  même  que  les  ensembles  complémentaires  E(/  a),  E(/^a) 
soienl  F  de  classe  a,  et  ne  soient  pas  i o n ->  de  classe  moindre. 

On  dit  que/  est  à  £  près  île  classe  y.  sur  E,  a  >>  o,  si,  sur  E,  /  esl 
à  e  près  limite  de  fonctions  de  classe  <C  a  (c'est-à-dire  que  si  l'on 
considère  la  suite/,, f»,  ...,  les  limites  supérieure  et  inférieure 
de  fn  som  égales  à  /à  moins  de  i  près).  Cela  posé,  la  condition 
nécessaire  el  suffisante  pour  qu'une  fonction  finie  /  smi  de 
classe  a  sur  l'ensemble  parfaii  P  esl  que.  quels  que  soient  le 
nombre  positif  :.  el  l'ensemble  parfaii  Q,  contenu  dans  P,  on 
puisse  trouver  un  | >< > î 1 1 1  M  de  Q  où  /'esl  à  z  près  de  classe  a  sur  Q. 

La  question  de  l'existence  des  classes  termine  l'Ouvrage. 

10.  Tels  sonl  les  résultats  exposés  dans  ces  Leçons  rédigées 
tuui  à  la  lin>  avec  concision  et  avec  clarté.  Les  questions  traitées 
appartiennenl  à  la  théorie  récente  <\c>  fonctions  dont  MM.  Borel, 
Baire  el  Lebesgue  sont  les  fondateurs.  Cel  excellent  Livre  contri- 
buera bien  a  h^  répandre.  |.    Ll,  \  LVASSEUR. 
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MACA.I  I.W  (F.  S.  i.  The  axgebraic  Tinmu    01    modular    Systems. 

(Cambridge    tracls  in   Mathematics   and   mathematical    Physics,   n°   19.) 
i  vol.   in-8,   HIV-II2  pages.  Cambridge,  al    the   I  niversitj   Press,  1916. 

I  a  système  modulaire  algébrique  à  //  variables  est  l'ensemble 
des  polynômes  de  la   forme    \  ,  I- ,        \  2 1  '■_.      ...        \/,l/,.  où  I'",. 

I*  j 1'/,  sonl  des  polynômes  donnés  el    \,.    \..    ....    \/,  des 

polynômes    indéterminés,    tous    à    n    variables.    On    le    désigne 
par  (F,,  F2 I  /,  1. 

II  est  faciles  de  voir  commenl  l'étude  de  ces  systèmes  s'esl 
imposée.  \  oici,  par  exemple  un  problème  qui  se  présente  en  Géo- 
métrie analytique  :  Trouver  l'équation  générale  des  courbes 
planes  qui  passent  pur  les  points  d'intersection  de  deux 
courbes  données  F,(x,r)=o,  \\,(x.  y)  =  o.  Il  esl  évideril  que 
hmie  équation  \  ,  1  .r.  i  ■  1 1-',  1 a  ',  y  1  +•  \ a  |  ./•.  y  ) IV  •'• y  )  0  répond 
à  la  question,  mais  la  réciproque  est-elle  vraie,  el  toute  courbe 
répondant  à  h  question  a-t-elle  u u<-  équation  de  cette  forme? 

Si  l'on  a,  par  exemple.  I',  1  ./•.  r  1  ./  el  l'V'.r,  y  1  =  y.  cette 
réciproque  est  vraie;  mais,  si  l'on  .1  F,  (x,y)  =  %-,  F2(#,  k)=  V2t 
elle  ne  l'esl  évidemment  pas.  La  théorie  des  systèmes  modulaires 
fournira  seule  une  réponse  générale  à  ce  genre  de  questions. 

Les  polynômes  que  l'on  considère  sont  à  coefficients  quel- 
conques et  deux  polynômes  qui  ne  diffèrent  que  par  un  facteur 
constant  sonl  considérés  comme  identiques.  (îe>  hypothèses 
donnent  à  la  théorie  un  caractère  algébrique.  Si  l'on  en  fait 
d'autres;  m.  par  exemple,  on  ne  considère  que  des  polynômes 
à  coefficients  entiers,  alors  deux  polynômes,  même  ne  difïerani 
que  par  un  facteur  constant,  doivent  être  considérés  comme  diffé- 
rents el  l'on  tombe  sur  une  théorie  plus  difficile  et  d'un  caractère 
nettement  arithmétique.  Elle  n'est  pas  abordée  dans  l'Ouvrage  de 
M  .  Macaulav  . 

Ou  suppose  aussi  que  le  nombre  n  des  variables  esl  fixé,  c'esl 
à-dire  que  les  polynômes   \  el  I    contiennent   tous  //  variables  au 
plus.  D'ailleurs  la  théorie  des  systèmes  modulaires  formés  par  des 
polynômes  pouvant  avoir  un  nombre  indéfini  de  variables  n'a  pas, 
que  nous  sachions,  été  étudiée  d'une  façon  systématique. 

Même  avec  ces  particularisations  el  simplifications,  la  théorie 
des  systèmes  modulaires  reste  une  des  plus  difficiles  des  mathé- 
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matiques.  Qu'il  nous  suffise  de  dire  que  plusieurs  mathématiciens 
éminents,  donl  Kronecker,  n'onl  pas  été  sans  y  commettre  des 
erreurs. 

Coi :  nous  l'avons  remarqué  plus  haut,  toul  polynôme  appar- 

tenanl  à   un  module  I  I-  ',  ■  F2 '/.'  s'annule  pour  les  valeurs 

des  variables  qui  satisfonl  au  système  d'équations 

F,=  FS  =  ...=  FA=o, 

et  l'on  conçoil  que  l'ensemble  de  ces  valeurs  joue  un  grand  rôle 
dans  la  théorie.  Ht  l'on  est  ainsi  amené  au  problème  de  la  réso- 
lution d'un  système  d'équations  algébriques  et  par  suite  à  la 
théorie  des  résultants  et  à  celle  des  résolvants. 

Le  Chapitre  I  de  l'Ouvrage  esl  consacré  aux  résultants. 

()n  >,iit  ce  que  c'est  que  le  résultant  de  deux  polynômes  homo- 
gènes a  deux   variables  et  comment   on   le  définit   par  un  déter- 
minanl     formé    au    moyen    des    coefficients.    Le    résultant   de    n 
polynômes  à   //    variables   I,.  I  ...  ....  Fn   se   définit  d'une   façon 

analogue  <•!  sa  théorie  est  une  généralisation  de  la  précédente, 
d'ailleurs  beaucoup  plus  difficile  qu'on  ne  pourrait  le  supposer 
a  priori .  En  l'égalant  à  zéro  on  trouve  la  condition  pour  que 
le  système  formé  en  égalant  tous  les  polynômes  à  zéro  ait  des 
solutions  non  toutes  nulles.  Le  produit  de  ce  résultant  par 
tout  polynôme  homogène  de  degré  /,  -f-  l->  +  .  . .+/« — n-\-i 
(/,,  /o,  ...  /„.  degrés  des  polynômes  F)  appartient  au  module 
(F,,  F, F»). 

Le  Chapitre  II  esl  consacré  à  la  théorie  des  résolvants,  due  à 
Kr.nicckcr.  Soit  le  système  F,  =  F2  =  . .  .Fa=  o,  absolument 
quelconque;  le  nombre  d'inconnues  pouvant  cire  égal,  supérieur 
ou  inférieur  au  nombre  d'équations;  les  équations  pouvant  être 
distinctes  ou  non.  K.ronecker  classe  les  solutions  d'après  leur 
rang,  celles  de  rang  r  étant  celles  pour  lesquelles  .r,-+),  xr+2,  ■  •  -,  x„ 
-oui  arbitraires,  #n  x2,  ...,#rne  l'étant  plus  quand  on  a  choisi 
xr+\  >  #rf2j  •  •  •  i  %n-  A  lors  il  forme  des  polynômes  1),  I  )',...  ;  le 
premier  peut  contenir  toutes  les  variables  et  donne  les  solutions 
du  premier  rang,  le  second  ne  contient  pas./',  et  donne  les  valeurs 

de  i., /„  pour  les  solutions  du  deuxième  rang,  le  troisième 

ne  contient  ni  #t,  ni  x2i  ■  •  •>  etc. 

Ces  polynômes   I).  I)1 sont   nommés  résolvants  partiels 
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ci    leur  produit,  résolvant  total.  !.<•  résolvant  total  appartient  au 

1 1 1 .  »c  1 1 1  le-  i  I*  | .  F  o !•  '/,  i.  \  ce  ->  i  ■  î  «  - 1  \l .  \l  ic  m  l,i\  corrige  quelques 

erreursde  Rronecker  el  <lc  l£onig. 

Le  Chapitre  III  traite  des  propriétés  générales  des  systèmes 
modulaires.  Beaucoup  des  propriétés  développées  appartiennenl 
non  seulement  aux  systèmes  modulaires,  niais  aussi  aux  modules. 
Un  module,  d'après  Dedekirid,  est  un  ensemble  M  d'éléments  tirés 
d'un  domaine  D  dans  lequel  sont  définies  une  addition  el  mie 
multiplication  et  tel  que  :  i"  >i  F,  el  l'\>  appartiennent  à  \l.  la 
somme  F,  +  F2  v  appartient  aussi;  2° si  Fappartienl  à  M  et  \  ù  I). 
alors  Al-  apparl  ient  à  M.  On  voit  que  les  systèmes  modulaires  sonl 
des  modules. 

Les  propriétés  des  modules  ont  une  certaine  analogie  avec  celles 
des  entiers,  cette  analogie  qui  se  traduit  dans  la  terminologie 
employée  guide  dans  les  recherches,  mais  elle  est  loin  d'aller 
jusqu'à  l'identité.  Elle  vient  de  ce  que  l'ensemble  des  multiples 
d'un  entier  l'orme  un  module  et  que,  réciproquement,  tout  module 
d'entiers  est  formé  de  l'ensemble  des  multiples  d'un  certain  entier. 
On  définit  le  produit,  le  p.  g.  c.  d.,  le  p.  p.  c.  m.,  etc.  de  plusieurs 
modules.  On  définil  aussi  Ac>  systèmes  modulaires  premiers  (ana- 
logues aux  entiers  premiers)  et  do  systèmes  modulaires  primaires 
(analogues  aux  puissances  de  nombres  premiers,  et  dont  les  sys- 
tèmes premiers  sont  des  cas  particuliers),  et  c'est  un  théorème 
fondamental  que  tout  système  modulaire  est  le  p.  p.  c.  m.  d'un 
nombre  fini  de  systèmes  modulaires  primaires;  il  est  analogue 
à  la  décomposition  des  entiers  en  un  produit  de  puissances  de 
facteurs  premiers. 

Quanl  à  une  analogie  plus  complète,  el  à  la  décomposition  en 
un  produit  de  systèmes  modulaire  premiers,  elle  n'est  réalisée 
que  dans  certaines  conditions.  L'ensemble  des  solutions  du  sys- 
tème F",  =F2  =  ...=Fa  =  o  joue  un  grand  rôle  dans  ces  questions. 

Reprenons  la  question  posée  plus  haut  :  sur  l'équation  générale 
des  courbes  passant  par  les  points  d'intersection  de  deux  autres. 
La  théorie  précédente  en  donne  la  solution,  et  aussi  celle  de  la 
question  plus  générale  :  trouver  la  forme  des  polynômes  à  n 
variables  qui  eau  tiennent  V  ensemble  des  solutions  du  système 
Ff  =  F1  =  .;.  =  F*=o. 

La  réponse  est  Al  Fl  -f-.A2F2  +  . . .  -+-  A/,  1'  *,  si  dans  la  décompo- 
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sillon  de  M  en  systèmes  primaires  ces  systèmes  sonl  non  seulemenl 
primaires  mais  premiers.  Sinon  la  solution  esl   j » 1 1 1  —  compliquée. 

La  propriété  précédente  donne  la  réponse,  dans  un  cis  parti- 
culier,  à  cette  question  fondamentale  Voir  si  un  polynôme 
donné  appartient  à  un  module  donné.  La  solution  générale  est 
exposée  ensuite. 

Enfin  le  Chapitre  l\  et  dernier  esl  intitulé  systèmes  inverses 
et  équations  modulaires;  la  substance  en  esl  due  à  M.  Macaulay 
lui-même.  Etant  donne  un  module,  M.  Macaulay  lui  fait  corres- 
pondre certaines  fonctions  rationnelles  qu'il  appelle  fonctions 
inverses. 

Une  fonction  inverse  pour  le  degré  /  esl  un  polynôme  entier 
par  rapport  au\  inverses  des  variables,  de  degré  /.  el  tel  que 
dans  s  >n  produil  par  tout  polynôme  appartenant  au  module  et  de 
degré  /  le  terme  constanl  ^>it  nul.  Les  équations  modulaires 
SOnl  les  équations  linéaires  ayanl  comme  coefficients  ceux  des 
fonctions  inverses.  Lu  système  modulaire  esl  complètemenl 
déterminé  par  son  système  de  fonctions  inverses  ou  d'équations 
modulaires,  el  il  y  .1  réciprocité  entre  les  deux  systèmes.  \)e  là 
découlenl  des  propriétés  importantes  el  qui  permettenl  de  sim- 
plifier certaines  quesl  ions. 

Enfin  ces  quatre  Chapitres  sonl  suivis  I  une  Note  sur  la  théorie 
des  idéaux  de  nombres  algébriques,  el  sur  ceux  de  fonctions  alg<  - 
briques. 

Le  Livre  de  VI.  Macaulay  appartient  à  la  série  des  Cambridge 
tracts.  Ces  petits  volumes  onl  pour  bul  de  mettre  le  lecteur,  le 
plus  rapidement  possible,  au  couranl  d'une  question.  La  matière 
\  esl  par  suite  Lrès  condensée  et.  pour  réussir  un  pareil  ouvragé, 
i  |  faul  un  auteur  très  familier  avec  la  question.  C'est  le  cas  ici  de 
VI.  MacaiiUn  quia  fail  faire  à  la  théorie  des  systèmes  modulaires 
des  progrès  notables,  ajoutons  que  son  Livre  pourra  intéresser 
n, m  seulemenl  les  chercheurs,  mais  aussi  les  professeurs.  Ces 
derniers  \  trouveront  la  solution  de  quelques  questions  relatives  à 
l'élimination,  aux  courbes  algébriques,  etc.  qui  se  présentenl  dans 
les  cours  el  qui  11  \  sonl  \>.\-  toujours  traitées  avec  la  rigueur,  ou, 
tout  au  moins,  avec  la  précision  désirable.  Ces  qualités  sonl  émi- 
nentes  dans  l'Ouvrage  de  M  .  Macaulay.  |      Cahen. 
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JESSOP  (C.-M.).     ■  Qi  \m  u    Surfaces  with  singllad  Points. 
i   vol.  in-S,  xxxvi-198  pages.   Cambridge;  al    the  Universitj    Press,  1916. 

L'étude  des  surfaces  quartiques  est  d'une  richesse  qu'on  ne  peut 
dire  insoupçonnée;  il  fallait  un  géomètre  habile  ri  patienl  pour 
présenter  un  tableau  d'ensemble  tel  que  celui-ci,  Laissât-il  de 
côté  les  surfaces  insu ffisammenl  riches  en  singularités  ou  d'autres, 
telles  que  les  surfaces  de  Ruminer,  les  quartiques  réglées,  qui  onl 
donné  lieu,  en  différents  ouvrages,  à  des  études  suffisamment 
connues. 

Le  Livre  est  composé  de  neuf  Chapitres  et  d'une  Introduction 
qui  les  résume.  Traduire  celle-ci  sérail  sans  doute  la  meilleure 
manière  de  présenter  ici  un  résumé  de  l'ensemble,  mais  encore 
faudrait-il  disposer  de  25  pages.  Je  serai  forcémenl  plus  bref 
et  plus  original. 

Le  Chapitre  I  classe  les  surfaces  quartiques  qui  n'ont  que  des 
singularités  nodales.  Si  le  point  x  =  y  =  z  =  o  est  un  nœud,  la 
surface  a  une  équation  de  la  forme 

«o  W2  -+-  2  U3  W  -+■  Ui  =  o, 

où  les  «sont  des  cônes  ayant  leur  sommet  au  nœud.  Le  cime  mené 
à  la  surface  par  ce  nœud  a  pour  équation 

«•>«i —  U\  =  O. 

Il  est  du  sixième  degré  et,  par  suite,  son  intersection  par  le 
plan  w  =  o  est  une  sextique. 

A  chaque  autre  nœud  sur  la  surface  correspond  une  génératrice 
singulière  du  cime  précédent  et  un  point  singulier  sur  la  sextique; 
on  est  donc  ramené  à  l'étude  des  singularités  d'une  certaine 
sextique  plane  (Cayley,  Rohn).  Ce  n'est  qu'au  delà  de  sept  nœuds 
que  cette  méthode  donne  des  résultats  d'un  véritable  intérêt  géo- 
métrique. 

La  surface  à  huit  nœuds  est,  en  général,  asyzygétique;  elle 
devient  syzygétique  pour  une  certaine  construction  symétrique 
de  son  équation  à  l'aide  des  équations  de  trois  quadriques  dont 
les  intersections   mutuelles  peuvent  déterminer   les  huit  nœuds. 

Sept  points  pris  au  hasard  peuvent  être  nœuds  d'une  surface 
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quartique;  il  n'en  va  plus  de  même  pour  un  huitième  qui  doit  se 
trouver  sur  une  certaine  surface  dianodale  (Cayley),  lieu  des 
points  pour  lesquels  les  plans  polaires,  pris  par  rapporta  quatre 
quadriques,  sonl  concourants. 

ICI  les  sont  les  grandes  lignes  d'une  classification  qui  se  résout 
en  de  nombreux  détails  quand  le  nombre  de  nœuds  s'élève.  A 
douze  nœuds  sur  la  surface  en  correspondent  onze  sur  la  sextique, 
laquelle  ne  peut  en  avoir  plus  de  dix  sans  se  décomposer. 

IV-,  qu'elle  se  décompose,  les  équations  et  les  types  se  sim- 
plifîenl  de  plus  en  plus  rapidement  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  la 
sextique  formée  de  six  droites  donnant  quinze  intersections  d'où, 
par  suite,  seize  nœuds  à  une  surface  de Kummer.  Cette  dernière, 
avec  une  foule  de  transformées  et  de  formes  particulières,  telles 
l,i  surface  de  l'onde,  demandait  un  volume  à  elle  seule;  il  a  été 
joliment  écrit  par  feu  Iludson  et  également  publié  par  l'Université 
de  Cambridge.  M.  Jessop  a  sagement  fait  en  nous  y  renvoyant. 

Le  Chapitre  II  illustre  les  quartiques  à  nœuds  sans  lignes  sin- 
gulières en  nous  présentant  les  surfaces  desmiques.  Elles  dérivent 
île  trois  tétraèdres  quadruplement  homologiques  A,  =  \2=  A3=  o 
en  prenant  une  équation  de  la  forme 

X  \i  +[jl  A2-+-  v  A3  =  o. 

Naturellement  les  nœuds  d'une  telle  surface  conservent  plus  ou 
luniu^  la  forme  de  trièdres  opposés,  d'où  une  sorte  d'assemblage 
de  pinceaux  (5eqji.cs)  réunis  pointe  à  pointe.  Le  véritable  intérêt 
de  ces  surfaces  semble  résider  dans  une  représentation  paramé- 
trique étudiée  surtout  par  M.  G.  Ilumbert,  représentation  en 
laquelle  les  quatre  coordonnées  tétraédriques  d'un  point  sont  des 
quotients  de  fonctions  <r.  Les  formules  d'addition  relatives  à  de 
telle>  fonctions  se  traduisent  par  des  propriétés  géométriques  des 
surfaces  desmiques.  Des  combinaisons  linéaires  très  simples  des 
paramètres  //  et  v  figurant  dans  les  fonctions  i  donnent  de  remar- 
quables  cubiques  ou  biquadratiques  sur  la  surface;  celle-ci  con- 
tient d'ailleurs  seize  droites  torsales,  c'est-à-dire  à  plan  tangent 
invariable  comme  le  long  d'une  génératrice  de  surface  dévelop- 
pable.  El  tout  plan  tangent  torsal,  coupant  la  surface  suivant  deux 
droites  confondues,  la  rencontre  ailleurs  suivant  une  conique 
i  Bioche). 
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Avec  le  Chapitre  III  non-,  abordons  les  surfaces  à  conique 
double.  Leur  généralité  esl  encore  comparable  à  celle  de  toutes 
les  surfaces  cubiques.  L'équation  générale  a  la  forme 

où  <l>  ei  M*  sont  des  quadriques  cependanl  que  w  est  le  plan  de  la 
ligne  double.  On  peut  déterminera  de  manière  (jue  la  dernière 
parenthèse  représente  des  cônes.;  cinq  de  ceux-ci  sont  possibles; 
leurs  plans  tangents   coupent  la  surface  suivant  une  quartique  à 

(piatre  points  doubles,  laquelle  se  résout  en  deux  conique-. 

La  surface  admet  des  représentations  paramétriques  ration- 
nelles; ses  sections  planes  peuvent  correspondre  à  certains  fais- 
ceaux de  cubiques  planes  à  points  fixes  dits  points-bases.  Elle 
admet  ib  droites  qui  peuvent  être  choisies  parmi  les  27  d'une 
surface  cubique.  Elle  peut  être  engendrée  par  l'intermédiaire  de 
deux  quadriques  et  d'un  point,  mais  l'intérêt  de  ce  résultat  est 
dépassé  dans  l'espace  à  quatre  dimensions;  la  surface  est  alors  la 
perspective  sur  un  hvperplan  de  l'intersection  de  deux  hyperqua- 
driques  (Segre). 

Le  Chapitre  IV  ajoute  des  nœuds  isolés  à  la  conique  double. 
Ceux-ci  naissent  surtout  de  configurations  spéciales  des  points- 
bases.  Cette  idée,  très  simple,  aboutit  cependant  à  une  classifi- 
cation en  un  tableau  de  trois  pages,  mais  cette  complication  est 
dans  la  nature  des  choses  et  Ton  s'y  accoutume  facilement  grâce 
à  un  bref  système  de  notations. 

Tout  ceci  s'illustre  merveilleusement,  au  Chapitre  V,  grâce  à  des 
surfaces  qui  sont,  en  effet,  de  pures  merveilles  :  j'ai  nommé  les 
cyclides.  Tout  d'abord  on  peut,  pour  ces  surfaces,  ne  pas  employer 
les  coordonnées  tétraédriques,  ce  qui  est  loin  d'être  le  cas  général; 
leur  équation  S2=U,  où  S  est  une  sphère  et  U  une  quadrique, 
n'a  que  quatre  coefficients  de  plus  que  l'équation  d'une  quadrique. 
U  v  a  donc  là  des  êtres  particulièrement  maniables;  leurs  pro- 
priétés ont  largement  servi  à  aborder  des  cas  plus  complexes. 

Ici  les  plans  tangents  aux  cinq  cônes,  dont  il  était  question  au 
début  du  Chapitre  III,  donnent  des  sections  composées  de  deux 
cercles.  Toute  cyclide  est  l'enveloppe  de  sphères  bitangentes; 
elle  peut  aussi  naître,  de  cinq  manières,  comme  enveloppe  d'une 
sphère,  orthogonale  à  une  sphère  fixe,  dont  le  centre  se  déplace 
sur  une  quadrique  d'un  système  en  comprenant  cinq. 
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(  h  autre  el  très  grand  avantage  des  eyelides  est  qu'on  peut  en 
discuter  et  en  apercevoir  aisément  les  physionomies.  L'un  des  cas 
particuliers  anciennemenl  connus,  la  cyclide  de  Dupin,  est  l'in- 
verse  d'un  tore  I  Mannheim)  ou  l'enveloppe  d'une  sphère  touchant 
trois  sphères  fixes.  Dans  de  lels  cas  le  centre  de  la  sphère  enve- 
loppée  ne  peul  plus  décrire  qu'une  conique. 

L'inversion  esl  d'ailleurs  une  transformation  de  prédilection 
dans  le  monde  des  eyelides;  certaines  inversions  les  changent  en 
elles  mêmes.  Si  nous  voulons  abandonner  les  méthodes  élémen- 
taires il  y  a  mieux  à  faire  qu'à  revenir  aux  coordonnées  tétraé- 
driques;   des  surfaces  si    intimement  liées  aux  sphères  s'accom- 

i leni  mieux  des  coordonnées  peu tasphériques  si  magistralement 

maniées  par  Gaston  Darboux.  Ces  coordonnées  permettent 
notammenl  une  classification  brève  au  moyen  d'équations  homo- 
gènes, quadratiques,  très  symétriques.  Signalons  encore  d' impor- 
tants résultats,  dus  à  M.  G.  Humbert.  résultats  appuyés  sur  l'exis- 
tence de  certaines  quadriques  coupant  les  eyelides  suivant  des 
systèmes  de  courbes  sphériques. 

Le  Chapitre  \  I  a  trait  aux  quartiques  à  droite  double.  Il  est 
clair  que  tout  plan  passanl  parcelle  droite  double  coupe  ailleurs 
la  surface  suivanl  une  conique,  mais  un  premier  intérêt  provient 
de  l'existence  de  coniques  distinctes  de  celles-là.  Et  ce  sont  même 
ces  seconde-,  coniques  qui  permettent  la  représentation  plane  de 
la  surface.  Un  cas  particulier  très  important  est  fourni  par  la  sur- 
face de  Plùcker  qui,  hormis  sa  droite  double,  possède  huit  nœuds. 

\\e<  le  Chapitre  \  Il  il  esl  maintenant  naturel  d'arriver  aux  sur- 
faces les  plus  quelconques  qui  possèdent  une  infinité  de  coniques. 
De  nombreux  cas  ont  déjà  été  rencontrés  dans  les  chapitres  pré- 
cédents;  quelques   autres  s'y  ajoutant    facilement,   mais  ils  sont 

tous  d ines    en    importance  par  la  .surface  de  Steiner  avec  ses 

trois  droites  doubles  concourantes.  Son  intérêt  est  prodigieux, 
d'abord  au  point  de  vue  analytique,  à  cause  d'une  représentation 
paramétrique  possible  au  moyen  de  simples  rapports  de  formes 
quadratiques  et  ensuite  par  les  formes  ponctuelles  et  tangentielles 
possibles  pour  l'équation  de  la  surface,  savoir 

\  r\  -t-  \loct  -+-  Jxï  -+-  Jx<.  =  o, \ 1 1 =0. 

U\        Uo        u3        u  + 

Tout  plan  tangent,  coupant  les  trois  droites  doubles,  rencontre 
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ladite  surface  en  une  quartique  à  quatre  meuds.  décomposable  en 
deux  coniques,  propriété  évidente  el  caractéristique. 

La  surface  de  Steiner  admel  plusieurs  générations  géométriques 
qui  la  loni  tiotammenl  correspondre  à  des  surfaces  cubiques;  toute 
courbe  algébrique  y  tracée  esl  d'ordre  pair  d'où,  après  l'étude  des 
se  cl  ions  planes,  l'étude  de  sections  déterminées  par  dès  quadriques. 
Enfui  elle  conduit  à  la  considération  |>lus  générale  des  surfaces 
quartiques  à  point  triple  qui  ne  sonl  elles-mêmes  que  des  cas  par- 
ticuliers des  monoïdes. 

Le  Chapitre  VIII,  avec  une  continuité  parfaite,  propose,  après 
toutes  les  surlaces  rationnelles  précédemment  rencontrées,  de 
rechercher  s'il  n\'\\  reste  poinl  d'autres.  Or  il  en  reste;  elles 
proviennent  notamment  <le  singularités  spéciales,  telles  que  les 
singularités  tacnodales.  Ici  l'intérêl  géométrique  esl  peut-être 
moindre,  mais  l'intérêl  analytique  reste  entier.  Le  fameux  pro- 
blème de  la  réduction  des  singularités  d'une  surface  algébrique 
ne  saurait  être  complètemenl  traité  sans  examen  de  l'influence  de 
telles  singularités;  il  faut  saxon-  gré  aux  surfaces  du  quatrième 
ordre  de  nous  en  permettre  une  vue  relativement  élémentaire, 
surtout  dans  le  cas  particulièrement  simple  où  elles  entraînent  la 
rationalité. 

Enfin  le  Chapitre  IX  n'est  pas  le  moins  intéressant.  Il  a  trait 
aux  déterminant  surfaces. 

A  l'aide  de  déterminants  du  second  et  du  troisième  ordre,  dont 
les  termes  sonl  des  tonnes  linéaires  des  coordonnées,  on  peut 
représenter  toutes  les  surlaces  du  second  et  du  troisième  ordre.  En 
est-il  de  même  pour  les  surfaces  quartiques  en  ayant  recours  aux 
déterminants  du  quatrième  ordre?  Non;  un  tel  déterminant  dépend 
de  33  constantes  distinctes  et  il  en  faut  34  pour  former  l'équation 
d'une  surface  quartique  générale.  Mais  l'écart  est  léger  et  bien 
des  surfaces  déjà  étudiées  doivent  être  des  déterminant  surf  aces. 
Toutefois  ces  dernières  sont  d'une  considération  particulièrement 
directe  quand  elles  résultent  tout  naturellement  d'éliminations  se 
traduisant  par  la  nullité  d'un  déterminant  A.  La  place  me  manque 
pour  expliquer  ici  comment,  de  différentes  combinaisons  linéaires 
conduisant  au  même  A,  on  peut  conclure  des  correspondances 
entre  points  de  la  surface  A.  Les  coefficients  entrant  dans  de  telles 
transformations  peux  eut  aussi  jouer  le  rôle  de  coordonnées  ponc- 
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tuelles,  d'où  une  réciprocité  qui  apparaît,  par  exemple,  entre  la 
surface  jacobienne  de  quatre  quadriques  et  une  certaine  surfine  A. 
dite  symétroïde,  de  par  la  symétrie  qui  s'observe  alors  dans  le 
déterminant  A. 

Je  terminerai  en  citant  la  surface  de  Weddle,  lieu  des  sommets 
des  cônes  passant  par  six  points.  Elle  est  remarquable  à  un  poinl 
de  vue  très  élémentaire,  parce  que  son  équation  A  =  o  peut  prendre 
une  forme  cartésienne  très  simple;  et  à  un  point  de  vue  transcen- 
dant, parce  que  ses  coordonnées  sont  exprimables  par  les  fonc- 
tions 0  de  deux  arguments,  ce  qui  la  fait  rentrer,  d'ailleurs,  dans 
les  surfaces  hyperelliptiques  étudiées  par  M.  Humbert. 

Le   Livre  de  M.  Jessop  est  un  véritable  jardin  de   merveilles 

géométriques  :  répétons  qu'il  a  fallu  un  singulier  talent  pour  les 

assembler  d'aussi  heureuse  manière. 

A.  Buhl. 


LÉMERAY  (E.-iM.).  —  Le  Principe  de  Relativité  (Actualités  scienti- 
fiques), i  vol.  petit  in-8,  i  56  pages.  Paris,  Gauthier- Villars  et  G,c, 
1916. 

M.  Lémeray,  dans  ce  petit  Livre,  a  eu  l'heureuse  idée  de  cher- 
cher à  donner  uu  aperçu  des  points  fondamentaux  ayant  trait  au 
Principe  de  Relativité,  qui  a  pris  dans  la  Physique  moderne  une 
place  si  importante. 

Quelle  que  soit  leur  extrême  précision,  atteignant  l'ordre  du 
carré  de  l'aberration,  toutes  les  expériences,  soit  optiques 
(Michelson),  soit  électromagnétiques  (Trouton  et  Noble)  tentées 
pour  mettre  en  évidence  le  mouvement  absolu  de  la  Terre  (c'est- 
à-dire  son  mouvement  par  rapport  à  l'éther)  ont  donné,  comme  on 
sait,  des  résultats  négatifs.  L'échec  de  toutes  ces  tentatives  a  con- 
duit à  penser  qu'on  se  trouvait  en  présence  d'une  loi  générale,  et 
qu'aucune  expérience  ne  pourrait  jamais  déceler  un  mouvement 
absolu.  Il  a  donc  fallu  édifier  une  théorie  prenant  pour  point  de 
départ  que  les  lois  des  phénomènes  naturels  ayant  l'éther  pour 
siège  sont  indépendantes  de  Vétat  de  mouvement  du  système 
de  coordonnées  par  rapport  auquel  ces  phénomènes  sont 
observés. 
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Bien  entendu,  la  nouvelle  théorie  esl  obligée  d'abandonner  la 
vieille  notion,  si  simple  el  si  claire,  du  temps  absolu  qui  nous  esl 
si  familière,  puisque;  celle  notion  conduit  tout  droil  à  la  Physique 
classique.  Elle  postule  que  deux  groupes  d'observateurs,  invaria 
blement  liés  chacun  à  un  système  d'axes  de  coordonnées,  onl 
chacun  leur  temps  propre.  Si  les  deux  systèmes  d'axes  s<mi  en 
mouvement  l'un  par  rapport  à  l'autre,  ces  temps  propres  ne  coïn- 
cident pas,  pas  plus  que  ne  coïncident,  pour  les  deux  groupes 
d'observateurs,  les  coordonnées  d'un  même  point  matériel.  Deux 
phénomènes  simultanés  pour  les  uns  ne  le  sont  pas  pour  les  autres, 
de  même  que  deux  phénomènes  que  les  uns  voient  se  succéder  en 
un  même  point  sont  vus  par  les  autres  en  des  points  distincts. 
Dans  cet  ordre  d'idées,  le  problème  de  la  Relativité  revient  à 
chercher  un  changement  de  variables,  portant  à  la  toi>  sur  les 
trois  coordonnées  x,  y,  s,  et  le  temps  t ,  jouissant  de  là  propriété  de 
ne  pas  altérer  les  lois  de  propagation  d'une  perturbation  de  l'éther. 

C'est  à  quoi  répondent  les  formules  bien  connues  sous  le  nom 
de  transformation  de  Lorentz.  Ces  formules  linéaires  corres- 
pondent à  un  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme,  et 
donnent,  pour  ce  cas  particulier,  toute  satisfaction.  Non  seule- 
ment elles  laissent  invariante  la  vitesse  de  la  lumière,  mais,  en 
leur  adjoignant  aussi  des  formules  linéaires  pour  la  correspon- 
dance des  forces  électriques  et  magnétiques,  elles  transforment  en 
elles-mêmes  les  six  équations  du  champ  électromagnétique  de 
Hertz  et  Maxwell.  Les  équations  étant  les  mêmes  pour  les  deux 
systèmes  d'observateurs,  aucun  d'eux  ne  pourra  s'apercevoir  de 
son  mouvement  absolu.  Le  mot  même  de  mouvement  absolu 
devient  dépourvu  de  tout  sens,  et  le  but  cherché  est  atteint. 

11  s'agit  maintenant  de  voir  ce  que  devient,  dans  la  doctrine  de 
la  Relativité,  la  Mécanique  rationnelle  elle-même.  C'est  l'objet 
principal  du  Livre  de  M.  Lémeray. 

Tout  d'abord,  pour  la  Cinématique,  il  n'y  a  aucune  difficulté. 
Le  mouvement  d'un  point  étant  connu  par  rapport  à  l'un  des  deux 
systèmes,  son  mouvement  par  rapport  à  l'autre  système  s'ensuit, 
d'où  des  formules  relativement  simples  pour  la  composition  des 
vitesses  et  des  accélérations. 

Les  difficultés  commencent  avec  la  Statique,  car  un  point  ne 
peut  se  trouver  en  repos  à  la  fois  par  rapport  à  l'un  et  à  l'autre 
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groupe  d'observateurs.  M.  Lémera^  considère  un  poinl  en  équi- 
libre par  rapporl  au  premier  système,  sous  l?action  d'une  force 
normale  à  une  surface  1  i x e  sur  laquelle  ce  point  doit  rester.  Une 
élégante  application  du  principe  des  travaux  virtuels  le  conduit  à 
déterminer  la  nouvelle  direction  que  les  observateurs  du  second 
système  assigneront  à  la  force  qui  le  sollicite. 

Puis,  I'  auteur  aborde  la  Djnamique.il  faut  maintenant  prévoir 
un  changement  de  la  masse  avec  la  vitesse,  et  considérer  une 
niasse  longitudinale  et  une  niasse  transversale  pour  établir  les 
équations  de  la  Dynamique  de  la  Relativité. 

\  ienl  ensuite  l'étude  des  forces  qui  se  produisent  entre  corps 
en  mouvement,  el  qui  dépendenl  du  mouvement  môme  de  ces 
corps.  Si  l'on  a,  en  effet,  des  corps  attirants  fixes  par  rapport  au 
premier  système,  ils  ne  le  seront  pas  par  rapport  au  second,  el  les 
deux  groupes  d'observateurs  assigneront  des  valeurs  différentes  au 
champ  qui  s'exerce  sur  un  pointattiré.  Ce  champ  sera  un  «  champ 
statique  »  au  sens  ordinaire  pour  les  premiers  observateurs;  ce 
sera  un  <<  champ  cinétique  pour  les  seconds,  qui  seront  conduits 
à  envisager  une  force  supplémentaire  »  du  fait  du  mouvement 
des  corps  attirants  par  rapporl  au  corps  attiré  et  à  eux-mêmes. 

\l.  Lémeray  examine  le    cas  particulier  des  forces  centrales  el 

du  champ  électr agnétique.  Il  donne  quelques  éléments  de   la 

dynamique  de  l'électron  et  termine  par  des  considérai  ions  sur  la 
gravitation  et  l'inertie  de  l'énergie. 

Toute  cette  théorie,  d'un  haut  intérêt,  a  pour  base  fondamentale 
la  transformation  de  Lorentz.  Celle-ci  correspond  à  un  mouve- 
ment de  translation  rectiligne  et  uniforme  des  deux  groupes 
d'observateurs  l'un  parrapporl  à  l'autre.  Qu'arrive-t-il  si  les  deux 
groupes  d'observateurs  onl  un  autre  mouvement,  par  exemple  s  ils 
sont  animés  l'un  par  rapporl  à  l'autre  d'une  rotation?  Il  semble 
qu'il  faudrait  trouver  une  transformation  plus  générale  que  celle 
de  I.  »rentz,  s'appliquant  à  un  mouvement  quelconque,  el  laissant 
invariante  la  vitesse  de  la  lumière.  Malheureusement,  une  telle 
transformation  n'existe  pas,  celle  de  Lorentz  étanl  la  seule  à  jouir 
de  cette  propriété.  La  constance  absolue  de  la  vitesse  de  la 
lumière  ne  peut  donc  être  prise  comme  base  inébranlable  delà 
Mécanique  de  la  Relativité,  qui  ne  doil  être  considérée  que 
comme  une  seconde  approximation,  la  Mécanique  classique  étant 
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une  pre hre  approximation.   Les  habitudes   invétérées  de  notre 

esprit,  >i  accoutumé  .1  raisonner  avec  le  temps  absolu,  ne  sonl  p.^ 
les  seules  causes  des  difficultés  que  rencontre  la  théorie  de  la 
Relativité.  Ces  difficultés  tiennenl  à  la  nature  des  choses. 

I  I  .    \  ERG  M  . 
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RECHERCHES  SUR  LES  MOUVEMENTS  PLANS 
A  DEUX  PARAMÈTRES  ; 


Par  M.  G.  KOENIGS, 
Directeur  du  Laboratoire  de  .Mécanique 

de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 


IV.    —   G\S    EXCEPTIONNEL. 

10.  Dans  le  cas  exceptionnel,  l'angle  a  esl  fonction  de 
l'angle  0.  Ddnc  a  esl  constant  avec  8  el  b  =  9  -+-  a  l'esl  aussi. 
Or-!/ est  l'angle  de  Si  avec  l'axe  fixe  A,  X,.  Puisque.au  cours  de  la 
translation  o'.  8  restanl  constant,  il  reste  aussi  constant,  S,  reste 
parallèle  à  lui-même  au  cours  de  la  translation,  el  la  translation 
elle-même,  perpendiculaire,  on  lesait,àSl5  se  l'ail  toujoursdans  la 
même  direction.  En  conséquence,  la  translation  £'  est  recti- 
lign  e . 

Inversement,  si  la  translation  g1  est  rectiligne,  sa  direction  est 
constante,  la  droite  dx  qui  lui  est  perpendiculaire  reste  donc  paral- 
lèle à  elle-même  tant  crue  cette  translation  s'effectue.  L'angle  «L 
est  donc  constant  avec  9;  en  conséquence,  puisque  tl  =  8  — a,  a  esl 
fonction  de  8. 

Cherchons  quelle  représentation  an  dytique  on  peut  obtenir  pour 
ces  mouvements  exceptionnels. 

Nous  ne  pouvons  plus  ici  prendre  o  pour  seconde  variable  indé- 
pendante; mais   il  sera  assez   naturel  de  prendre  comme  seconde 
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variable  //.   l'amplitude  de   la  translation.   Nous  arriverons  à  ce 

résultat  de  la  manière  suivante. 

Ne  spécifions  |>as  encore  le  choix  de   u.  Nous  posons  toujours 

iji=psin«p,         *li  =  — p  cosep; 

en  appelant  ©'  la  dérivée  «le  es  par  rapporl  à  9,  puisque  ç  esl  fonc- 
tion Je  B,  les  conditions  (8)  d'intégral)  ilité  deviennent 

-— =       -rx  sincp  -+-  p(i  H-  et  )  cosep, 
du  d9        r        '  '  '         ' 

~  =  —  ^  cosep  — i—  p ( i  -+-  ©')  sinep. 

Nous  posons  toujours  [formule  (12)] 

n  =  £  coso  -(-  Yj  sin<p, 

en  sorte  (jue  (i3)  reste  l'équation  de  la  droite  r/,.  On  obtient  par 

difFérentiation  : 

dn        d\  dt\    . 

-—  =  -^-cosçh — —  sincp, 
du        ou  ou 

ou,  d'après  les  équations  (27), 

dn 

=  (I  -+■  C9   )  0. 

du       v  '  ' 

Nous  poserons  alors,  <r  étant  une  fonction  de  9,  a, 

(28)  p  =  _, 

en  sorte  que  l'équation  précédente  donne,  par  intégration, 

(29)  n  =  (n-tp')vT-h*(e), 

où  A  (6)  désigne  une  fonction  de  0. 

Les  équations  (27),  en  y  substituant  les  valeurs  (28),  (29)  de  p,  ;i, 
deviennent 

dît  d«  oO         '  'du         ' 

dri  d2a  .  ,N  dex     . 

du  dudv         '  'du 
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el,  eu  intégranl . 

]?=       gçSinÇ-f-<r(i  4- f')cos<p +/(•)> 

à* 
*)  = —  costp  -+-  (t(i  -4-  <p  )  sintp  -f-  £-(6), 

où /(G)  et  .^"(0)  sont  deux  fonctions  de  8. 

En  se  reportant  à  l'expression  de  a  |  formule  (12)],  on  voit 
que  A(9)  est  lié  à/(Q)  et  g(§)  par  l'équation 

(3ow*)  /((6)=/(6)coscp-r^(0)sinç>. 

On  a,  en  même  temps, 

,   S1  Ou        Y' 

(30 

^-■dH005?- 

Il  faut  remarquer  que,  si  7  n'était  qu'une  fonction  de  9  et  ne 
dépendait  pas  de  m,  i),Yj(  seraient  nuls  et  le  mouvement  ne  dépen- 
drait pas  du  paramètre  u.  Dès  lors,  puisque  a  dépend  forcément 
du  paramètre  M,  on  peut  prendre  pour  second  paramètre  précisé- 
ment cr,  ce  qui  revient  à  supposer  cr  =  u. 

Les  formules  se  simplifient  alors  et  deviennent  : 

I  \  —  (1  4-  cp')«  cos<p  -1-/(6), 
I  7j  =  (i-t-  cp')a  sino  M-  £"(6), 
(3-2)  {  U  =      sinç, 

Il  =  —  coscp, 

«=       (1  -1-  o')  m  -4-/(6 )  coscp  -4-  ^(6)  sins. 

11.  Les  équations  finies  du  mouvement  s'obtiennent  sans 
peine.  Partons  des  équations  (4) 


da  y  db 

Il  en  résulte 

(32*'*")  a  =  —  «sinç-t-a,         b  =  u  cos<p  -+-  ^, 

où  a,  3  sont  les  fonctions  de  9. 
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Posons  alors,  en  conformité  avec  les  équations  (3), 

ax  =  —  a  cosO  -+-  b  sin  0,         b^  =  —  a  sin  0  —  b  cosô, 

c'est-à-dire 

ai=Msin(<p-i-9)H-ai,         ^i  =  —  u  cos(tp  -+-  6)  -+-  Bi, 

en  faisanl 

y.t  =  —  a  cos6  -+-  8  sin  0,  Bt  =  —  2  sinô  —  ^  cos6. 

Les  équations  Unies  s'écriront 

l   .r(=       //  sinf'i  4-  6  )  -+-  7.1  -h  .r  cosO —  vsinO, 
(33)  '  ' 

f  jKi  =  —  wcos(o  -+-  0)  +  81  +  xsinO-i-j'cosO. 

Si  clans  ces  formules,  où  sp  esl  une  fond  ion  de  9  seul,  on  Laisse  6 
constant,  le  poinl  ;rhj'i  décrit,  lorsque  u  varie,  un  segmeni  de 
droite  dont  la  longueur  est  égale  à  la  différence  des  valeurs  de  u 
el  donl  la  direction  constante  est  perpendiculaire  à  celle  de  d\. 

On  trouve  aisément  que 


(34) 


/(8)=       a',  cosO-h  B',  sinô, 
g-(B)  =  —  a',  sin 6  h-  8',  cosO, 


où  a'j,  'j|  sont  les  dérivées  de  a,,  [3,  en  sorte  que  «  a  la  valeur 

(■]'/"'<  1  n  =  (1  +  çp')a  4-  a',  cos(0  h-  ©)  -+-  B',  sin(0  4-<p). 

12.  Parmi  les  DTL2  exceptionnels  il  convient  de  mentionner 
ceux  pour  lesquels  co  serait  une  constante  et  ceux  pour  lesquels  z>  +  9 
serait  une  constante. 

Dans  le  premier  cas,  la  droite  dt  garde  une  direction  constante 
dans  le  plan  mobile  et,  dans  le  second,  elle  conserve  au  contraire 
une  direction  fixe  dans  le  plan  lixe. 

Si  çp  esl  constant  on  peut  amener  AX  à  être  parallèle  à  la  direc- 
tion 0,,  ce  qu i  re\  ient  à  dire  qu'on  peut  supposer  tp  =  o. 

Les  formules  (33)  deviennent  alors 


(35) 


,r,  —        11  sin6  4-  %x  -+-  x  COSÔ  — y  sin  '), 
y\~  —  «cosO  +  81  +  x  sin  8  -+-j'cos6. 
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De  plus,  les  valeurs  de  ç,  rn  :,.  i\\  sonl  alors 

(  S  =«+/(9),      i  =  *(e), 

(36) 

(  Çi=     —',  »li=  o. 

Mais  mi  peul  peul  prendre  u  +  /  i  B  i  pour  nouvel  u  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  supporter  que  /  '(  0  )  esl  nul  ('). 
Du  reste,  les  équations  (34)  donnent  alors 

lundis  que  la  formule  (346'5)  devient 


13.  Si,  au  contraire,  <l  est  constant,  ou  9  -+-  o  =  4'  =  const., 
la  droite  (7,  a  une  direction  fixe  dan-  le  plan  fixe  II ,  et  la  translation 
recti ligne  £'  également.  La  quantité  i  ■+•  o'  est  alors  nulle. 

En  amenant  A,  Xt  à  être  parallèle  à  la  droite  dx  qui  a  une  direc- 
tion constante  dans  le  plan  FT,,  on  pourra  supposer  0  -+-  o  =  o. 

Les  équations  (33)  deviennent  alors 

(  a?i  =       a, -t-  a?cos6 — ^sinG, 

(    ei  =  —  u  -+-  Pi  -+-  a?  sin6  -t-  j  cos6. 

Ces  formules  représentent  bien  un  mouvement  plan  quelconque 
à  un  paramètre,  composé  avec  une  translation  de  direction  fixe, 
d'amplitude  arbitraire. 

Les  formules  qui  donnent  £,  v,,  ;i,"1i  se  réduisent  alors  à 

j  :  =    /(»■),       -i  =     ^(e;, 

(   £i  =  —  sin'J,  •riI  =  —  cos6. 


Or,  ici  encore,  on  peut  prendre  u —  [3,   pour  nouvel  m,   ce  qui 

vient  à  supposer  J3<  =  o. 

Les  formules   (34)    donnent  alors   pour  /(O),   g(H)    et   /?    ces 


(')  Notons  ici  que,  clans  le  cas  général  d'un  Oit2  exceptionnel,  les  formules  (33) 
en  y  changeant  u  —  s  en  u,  où  s  représente  une  fonction  convenable  de  b,  per- 
mettent de  donner  une  forme  spéciale  à  la  définition  du  mouvement.  On  peut,  par 
exemple,  faire  en  sorte  que  le  mouvement  u  =  const.  donne  pour  trajectoire  au 
point  A  une  courbe  normale  à  la  direction  de  la  translation. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  ces  points  de  détail. 
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expressions  : 

/(0)  =  x',  cosô,         ^(0)  =  —  t\  sinO,         n  =  a', . 

Nous  aurons  du  reste  à  revenir  sur  ces  OR.2  exceptionnels  et  cela 
pour  le  motif  suivant  : 

Dans  ces  DR,2  la  droite  di  avant  une  direction  constante  tantôt 
dans  le  plan  II.  tantôt  dans  le  plan  II,,  elle  ne  dépend  que  d'un 
seul  paramètre  dans  l'un  ou  l'autre  de  ces  plans. 

Nous  nous  trouvons  donc  amenés  à  étudier  le  problème  général 
des  OR2  pour  lesquels  la  droite  <•/,  ne  dépend  que  d'un  paramètre 
dans  l'un  ou  dans  l'autre  plan. 


V.  —  Cas  ou  la  droite  d^  ne  dépend  que  d'un  seul  paramètre. 
Cas  général. 

1  i.  Le  résultat  saillant  de  la  recherche  est  le  suivant:  Si  la 
droite  r/,  ne  dépend  que  d'un  paramètre  dans  le  plan  IJ,  elle  ne 
dépend  aussi  que  d'un  paramètre  dans  le  plan  II,,  et  récipro- 
quement. 

De  plus  ces  deux  paramètres  sont  indépendants. 

Nous  supposerons  d'abord  le  cas  général,  où  ce  est  indépendant 
de  fy,  et  où  G,  o  ont  pu  être  pris  comme  variables  de  position. 

Si  la  droite  dx  ne  dépend  que  d'un  paramètre  dans  le  plan  II,  3, 
n'étant  pas  supposé  constant,  est  ce  paramètre.  Dès  lors,  eu  égard 
.1  l'équation  (i3)  de  la  droite  <:/,.  n  doit  être  une  simple  fonction 
de  es.  Nous  poserons,  en  conséquence, 

(3g)  /i  =  *'f'f), 

où  <!>'  est  la  dérivée  d'une  fonction  <I>  de  cp. 
L'équation  (17)  donne  alors  : 

■  \.     __  .|.  _  _^_  _+.  .Jl  =  0 

c'est-à-dire 

d\  p  —  <I>  —  *")  _  d(o  —  *  —  *") 
d~ô  dô 

ce   qui    manifeste  que    p  —  <I> — <I>"  est   une    fonction    de    9  -H  <p. 
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Posons  en  conséquence 

(4o)  p  —  *  —  <!>'=  F(J>),         <|<  =  8 -4- <p. 

La  droite  r/j  enveloppe  dan-  le  plan  II  une  courbe  (e)  > [ u'ellc 
louche  en  un  point  E. 

Il  peut  arriver  que  ^  i  ."  i  soit  une  fonction  de  la  forme 

A  sinç)  -+-  B  cos  p 

et  que  l'enveloppe  se  réduise  à  un  point. 

Dans  tous  les  cas,  la  droite  d{  avant  pour  équation 

x  sin<p  — y  coscp  -+-  4»'  (<p)  =  o, 
se  donner  <ï>'  (o)  revient  à  se  donner  l'enveloppe  (e). 

15.  Nous  allons  montrer  que  la  droite  d{  possède  aussi  une 
enveloppe  dans  le  plan  II,. 

Cherchons  à  cet  effet,  en  effectuant  la  transformation  (2)  dans 
l'équation  précédente,  l'équation  de  la  droite  dx  dans  le  plan  II,; 
il  viendra 

(a  -h  XteosO  -)-  YtsinB)  sino  —  (b  —  X,sin6  -+-  Y 1  cos 6) cos 'i  -4-  *'  =  o. 

ou 

X]  sin(ç  -l-O)  —  Yj  cos  (s  -4-  0)  -1-  a  sin-j,  —  b  cos  cp  +  *' =  o, 

Il  suffira  à  notre  but  de  prouver  que  la  quantité  /*,. 

(4l)  /ii  =  asinip  —  6  cos'f  -t-  *', 

est  une  simple  fonction  de  'l  =  <p  -h  H. 
Or  nous  avons  d'abord 

dn,        àa   .  db  ,    .  .„ 

— -  =  — sino  —   —  coso  -)-  a  cos»  -+-  b  sin  o  -+-  <P  . 

D'autre  part,  puique  o  =  «,  d'après  les  équations  (4)i 
rfa  _        ,  àb  _   _ 
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en  sorte  que 

— -  =  —  £i  sino  -+-  r\i  cos<p  -+-  acosç>-+-  o  sincp  -H*', 

mu.  il  'après  les  formu les  <  i  8  ), 

dn,  ,    . 

=  a  coso  -i-  o  sino  -4-  <i>  —  p 

c/o 

et,  d'après  la  valeur  ^  fo)  clr  p, 

C42)  —^  =  a  coso  —  &  sino  —  (*-+-F). 

L)"un  autre   côté,   en  différentianl    l'équation   (4i)  par  rapport 
à  0,  il  viendra 

i)/i  |         da    .  db 

— -   =  — —  sino —  coso. 

c/0         i/O  •        dO 


Mais,  en  verl  u  des  équal  ions  (4)5 


il  vient  donc 


da  y        ,  db 


— —  =  o  sincp  -+-  «coso  —  ;  sin  o  -+-  tq  coso, 


,    =  6  si n  o  -i-  acos'i  +  <J>"  —  p 
<?6 


mi.  d'après  les  équations  (i  8), 

(43)  dns  _ 

=  b  sino  -t-  a  coso  —  ('I>  -t-  F). 

<  )n  reconnaîl  ainsi  tout  d'abord  que 

On )         un | 
'/o   —    c/6 

mi  que  // 1  esl  une  fond  ion  de  J/=  cp  +  8;  nous  poserons 

(44)  «,  =  r<.:,. 

de    même   que    nous    avons    pose    /;  =  4>' (  cp  ) .    L'équation    de    la 
droite  >/,.  dans  le  plan  n.  s'écrit  alors  *fc» 

\ ,  -in 'l  —  V  j  cos 4*  -+-  XV  (<|0  =  o, 
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en  sorte  que  se  donner  T  'i  y  i  revient  à   se  donner  la  courbe  (<?,) 
à  laquelle  la  droite  d}  reste  tangente  dans  le  plan  II,. 

Si      M'  (y)      se      réduit     à     une     fonction     linéaire    «le     la     forme 

\ ,  sin<l»  -f-  I»  cos'i,  l'enveloppe  (et)  se  réduil  à  un  point. 

Aiiim  se  trouve  il  abord  établie,  du  moins  dans  le  cas  général, 
celle  proposition  que,  si dt  a  une  enveloppe  dans  le  plan  II,  elle 
en  a  aussi  une  nuii-e  dans  le  plan  II,. 

La  considération  «lu  mouvemenl  inverse  suffit  à  démontrer  la 
réciproque  de  celte  proposition- 

\  jouions  que,  puisque  s  esl  indépendant  de  G,  le>  paramètres  œ 
el  y  sont  indépendants  l'un  de  l'autre. 

Chacune  des  enveloppe--  esl  définie,  dans  le  plan  II.  par  la 
fonction  $'  et  dans  le  plan  II,  par  la  fonction  4" (y).  Ces  éléments 
suffisent  pour  définir  complètement  le  mouvemenl. 

16.    Nous  allons,   pour  le  mettre  en  évidence,  montrer  que  la 
fonction  F  s'exprime  aisément  au  moyen  de  la  fonction  W. 
Partons  en  effet  de 

re,  =  a  sinç —  écostp  -+-  <ï>'=  W, 

on  en  tire 

da   .  db  ,„. 

_sin(p__COs(P  =  V  ; 

.  da     ôb  .  ,  .  •    ,        ,  ,  ,  s 

en  remplaçant  -rp  -r-  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (4  ),  on 

aura 

b  sin«p  -4-  a  cosep  —  ;  sincp  -+-  t)  cosep  =  W", 

ou,  d'après  les  équations  (18), 

b  sin  cp  -s-  a  cosep  -t-  4>"  —  p  =  ^P"" 

et,  en  vertu  de  la  valeur  de  p, 

b  sincp  -i-  a  cos<p  —  (*  -t-  F)  =  lF". 

DilFérentions  encore  par  rapport  à  9,  nous  aurons 

àb    .  da  _,,       „„,„ 
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utilisons  encore  les  équations  <  {),  il  viendra 

b  coso  —  a  sin  cp  —  ;  cosç  —  rl  sin»  —  F'  =  M". 

Les  équal  ions  (18)  I  ransforment  celte  équat  ion  en 

h  co^cp  —  a  sincp  —  n  —  F  =  M". 
ou 

h  ms'^  —  a  <in  o  —  *1>' —  F'  =  W" . 

(  )r.  d'après  l'équal  ion  i  \  i), 

U\  =  —  b  coscp  -+-  a  sin  o  -f-  <!>'  =  yY  . 

l'équation  précédente  se  réduit  à 

F'  =  —  ir"_  \j."". 

Intégrons,  en  faisan!  rentrer  dans  M'  la  constante  d'intégration; 
il  \ ient 

(46)  F=-(?  +  f). 
En  résumé,  puisque 

(47)  h  =*!>',         p  =  ^h-'P"— F  =  *-+-*"— U' —  M', 

1rs  formules  (18)  deviennent  ici 

/   f   =  4>'  cos  cp  -+-  f  *  —  W  —  W"]  sin  cp, 

n=*'  sin  cp  —  [*  —  T  —  VI  cos  cp, 

(48)  {  L  J        r 
J  Êi  =       [*■+-*'— V  —  V]  sin», 

l    Y,  j  =  —  [«ï>  -f-  *" —  W  —  W]  cos  cp. 

17.  La  nature  de  ce  mouvement  PU-  est  aisée  à  comprendre. 

Soient  E,  E,  les  points  où  les  enveloppes  (e),  (et) sont  touchées 
par  la  droite  <lx. 

Quand  on  laisse  ty  constant  el  ce  variable,  le  point  E,  est  fixe,  la 
droite  '/,  r-i  fixe  dans  le  plan  II , . 

Dans  le  mouvement  9KJ  ainsi  défini,  la  droite  d^  est  donc  dans 
le  plan  II,  le  lieu  du  centre  instantané;  la  courbe  (e)  est  néces- 
sairement le  lieu  de  ce  centre  dans  le  plan  II,  el  par  suite,  le 
DTU  ainsi  défini  résulte  d'un  roulement  sans  glissement  de  (e) 
sur  d{.  On  reconnaît  en  même  temps  que  E  est  le   point  désigné 
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primitivement  par  O,  qui  esl  le  centre  instantané  dans  le  Oïl1  pour 
lequel  A  reste  constanl . 

Supposons  .m  contraire  un  OTL1  pour  lequel  s  reste  constanl  :  le 
poinl  E  où  '/,  touche  i  e  esl  alors  fixe  el  la  droite  esl  fixe  dans 
le  plan  II.  Elle  est  le  lieu  Au  centre  instantané,  (loue  le  lieu  du 
même  centre  dans  le  plan  II ,  esl  la  courbe  (e{  i  à  laquelle  '/,  reste 
tangente;  DTU  consiste  donc  alors  en  un  roulemenl  sans  glissement 
de  (/,  sur  la  courbe  (e<  i.  On  reconnaîl  en-même  temps  que  le  poinl 
de  contael  E,  esl  le  centre  instantané  déjà  désigné  par  O,  qui 
correspond  au  mouvement  Oïl1  à  a  constant. 

Si  l'on  l'ait  varier  à  la  fois  tp  el  y.  la  courbe  (e  !  roule  sur  dt  sans 
glisser  en  même  temps  nue  '/,  roule  sans  glisser  sur  i  e(  |. 

Imaginons  que  l'on  matérialise  la  droite  <l\  sous  la  tonne  d'une 
tige  d  el  soit  TI,,  un  plan  sol i claire  de  la  tige  d. 

Le  mouvement  de  II  par  rapport  à  II,,  esl  le  roulemenl  de  (e) 
sur  d1  sans  glissement,  tandis  que  le  mouvement  de  II0  par  rapport 
à  II,  résulte  du  roulement  sans  glissement  de  d  sur  ie,  ). 

Du  reste,  ces  roulements  s'effectuent  [noépendamment  l'un  de 
l'autre. 

Cette  remarque  met  ainsi  en  parfaite  évidence  le  caractère  du  in- 
considéré d'être  décomposable  (*). 

18.  Mais  on  peut  donner  de  ce  DTL2  une  autre  définition  encore 
plus  simple. 

Sur  la  droite  d  précédente,  supposée  matérialisée,  prenons  un 
point  P;  dans  le  roulement  sur  i  e,  |  de  (/.  le  point  P  engendre  une 
développante  \<^  i  de  (e(  I,  qui  est  normale  en  P  à  la  droite  d, 
tandis  que,  dans  le  roulement  de  d  sur  e  i,  le  même  point  engen- 
drait une  développante  a  de  la  courbe  (é).  En  réalité,  dans  le 
roulement  de  (e)  sur  d,  la  courbe  l  a  I,  solidaire  de  (e),  passe  cons- 
tamment par  P  en  y   coupant   d  à  angle  droit.  En   conséquence, 


(')  Si  S,  S,  sont  deux  solides  offrant  le  degré  m  de  liberté  l'un  par  rapport  à 
l'autre,   le  mouvement  Oïl"'  qu'ils    réalisent    est   dit    décomposable  si    l'on    peut 

dépende  de  p  paramètres  uly 


trouver  un  corps  S0,  tel   que  le  mouvement 


S,  S. 


u._,...,  u  ,  et  le  mouvement      S0,  S, 
pendants  des  premiers. 


de  m  — p  paramètres,  c, .  c_ vm_    indé- 
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dans  toutes  les  positions  appartenant  au   DÏL2,    la  courbe  (a)  et  la 

courbe  (a(  isoni  tangentes  au  ( il  Pde d\  unis,  par  un  roulement 

de  -  -m  il.  mi  peul  amener  loul  poinl  M  de  (a)  à  venir  en  P, 
tandis  que,  par  un  roulemenl  de  d  sur  (et)  indépendant  du 
premier  roulement,  on  peut  amener  l}  à  coïncider  avec  tout  point 
M  ,  de  '  ",  i. 

Eu  définitive,  DIL2  est  défini  pur  la  condition  que  les 
courbes  (a),  (at)  soient  tangentes  entre  elles,  le  point  de 
contact  pouvant  être  simultanément  un  point  quelconque  M 
sur  i  a  i  et   un   point  quelconque  M,  sur  i  '/,  i. 

[A  suivre.) 
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Den  tredje  Skandinaviske  Ma i  i:m  vtikerkongri  s  i  Kristiania  igi  3 
beretning  utarbeidel  ved  <l\iu.  Stormer.  i  vol.  in-8jésus,  iu-17'1  pages. 
Kristiania,   II.  Aschehoug  (W.    Vygaard),  [gi5. 

Les  deux  premiers  (  longrès  des  m  ithématiciens  Scandinaves  onl 
eu  lieu  à  Stockholm  en  1909  el  à  Copenhague  en  191 1  •  ^.insi  qu'il 
avail  été  convenu  lors  dn  Congrès  de  Copenhague,  M.  le  Profes- 
seur Stormer  convoqua  un  certain  nombre  de  mal  hémal  iciens  à  une 
réunion,  le  22  mai  [ 9 1 3 ,  afin  de  délibérer  sur  les  préparatifs  d'un 
Congrès  des  mathématiciens  Scandinaves  de  van!  être  tenu  à  Clm^- 
tiania  à  l'automne  de  la  même  année.  Il  lui  élu,  pour  s'occuper  des 
travaux  préparatoires  du  Congrès,  un  Comité  composé  de  MM.  le 
professeur  Stormer,  président;  VU'  Guldberg,  chargé  de  cours; 
Palmstrôm,  actuaire;  Thrane,  directeur  d'assurances;  All'sen, 
professeur  de  Lycée;  le  D1  Vegard;  M.  Viggo  Brun,  boursier  de 
l'Université.  Plus  tard  ce  Comité  fut  renforcé  par  l'adjonction  de 
MM.  Holtsmark,  actuaire,  et  M.  Asbj.  [saksen,  secrétaire. 

Le  Congrès  eut  lieu  les  4,  5  et  (i  septembre,  et  la  fête  de  récep- 
tion le  3  septembre  au  soir. 

Le  Congrès  fut  ouvert  en  présence  de  S.  M.  le  Roi;  M.  le 
professeur  Stormer  y  prononça  une  Allocution  dont  il  convient  de 
détacher  les  lignes  suivantes  : 

C'est  lors  du  Congrès  international  des  mathématiciens  à  Rome,  en  1908, 
que  M.  le  professeur  Mittag-Leffler  nous  fit  part,  à  M.  le  professeur  Zeu- 
then  et  à  moi,  de  son  plan  de  réunir  les  mathématiciens  Scandinaves  à  un 
Congrès  à  Stockholm  en  1909.  Nous  promimes  de  travailler  à  la  réalisation 
de  cette  idée,  chacun  dans  notre  pays,  et  l'on  s'aperçut  que  la  question 
obtenait  une  grande  adhésion  parmi  les  mathématiciens  de  la  Scandinavie. 
Le  Congrès  fut  tenu,  et  il  nous  est  resté,  à  tous,  le  meilleur  souvenir  du 
Congrès  de  Stockholm  de  l'automne  de  1909. 

Le  Congrès  suivant  de  mathématiciens  Scandinaves  eut  lieu  à  Copenhague 
en   191 1  et  ne  fut  pas  moins  réussi. 

D'une  manière  générale,  ces  deux.  Congrès  n'ont  pas  seulement  donné 
lieu  à  toute  une  série  de  conférences  intéressantes,  mais  ils  ont  également 
contribué  à  fortifier  la  collaboration  et  le  sentiment  de  concorde  entre  les 
mathématiciens  de  la  Scandinavie. 

Suivant  le  plan  primitif,  le  prochain  Congrès  devait  avoir  lieu  à  Chris- 
tiania cette  année.  Nous  voyons  aujourd'hui  se  réaliser  ce  projet;  le  Congrès 
a  lieu  et  peut  se  réjouir  d'avoir  vu  y  adhérer  non  seulement  beaucoup  de 
mathématiciens  norvégiens,  mais  encore  un  grand  nombre  de  nos  .nuis  et 
collègues  de  Suède,  de  Danemark  et  de  Finlande.  C'est  un  honneur  pour 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  1°  série,  t.  XLI.  (Juin  1917.)  12 


[66  PREMIÈRE   PARTIE. 

moi,  au  nom  du  Comité  d'organisation,  d'adresser  de  cordiaux  remercie- 
ment- à  ceux  ù  qui  nous  devons,  en  première  ligne,  d'avoir  obtenu  cet 
lu -m  eux  résultat... . 

En  déclarant,  à  titre  de  président  du  Comité  d'organisation,  le  Congrès 
ouvert,  j<-  donne  la  parole  à  M.  le  professeur  Sylow,  qui  va  faire  une  con- 
férence sur  les  travaux  d'.Vbel  et  sur  les  plans  des  derniers  temps  de  sa 
vie,  en  les  éclairant  à  l'aide  des  documents  qui  ont  été  retrouvés  après 
l.i  deuxième  édition  de  ses  œuvres. 

A  la  séance  du  matin  du  (i  septembre,  présidée  par  MM.  les 
professeurs  Lindelôf  et  Sundman,  M.  le  professeur  Mittag-Leffler 
lit  savoir  que  S.  M.  le  Roi  Gustave  V  avait  promis  de  placer  le 
sixième  Congrès  international  des  mathématiciens  à  Stockholm 
sous  ses  1 1  ;i  1 1 1  s  auspices  et  qu'il  instituait  un  prix  de  mathématiques 
à  décerner  par  ce  Congrès. 

Sa  Majesté  a  décidé  de  donner,  à  un  écrit  remarquable  sur  un 
sujet  se  rapportant  à  la  théorie  des  fonctions  analytiques,  une 
médaille  d'or  à  l'effigie  de  Karl  Weierstrass,  en  même  temps 
qu'une  somme  de  3ooo  couronnes. 

Le  Congrès  se  termina  le  samedi  soir  6  septembre  par  un  dîner 
de  gala  dans  la  grande  Salle  des  Fêtes  du  Grand  Hôtel.  A  ce  diner 
prirent  part,  outre  les  membres  du  Congrès,  M.  Lôvland  ,  président 
du  Storthing;  M.  Ihlen,  ministre  des  Affaires  étrangères;  .M.  le 
Chambellan  Otto  K.rag,  ministre  de  Danemark;  M.  G.  G.  W  est- 
in.iiiii.  chargé  d'affaires  de  Suède;  les  directeurs  des  Compagnies 
d'assurances  qui  avaienl   fourni  des  allocations  au  Congrès,  etc. 

M.  le  professeur  Stôrmer  porta  la  santé  des  hôtes  suédois,  danois 
et  finlandais,  en  faisant  ressortir  tout  spécialement  la  grande 
importance  des  travaux  du  Congrès. 

M.  le  professeur  Mittag-Leffler  remercia,  au  nom  des  mathéma- 
ticiens  suédois,  et  dit,  entre  autres  choses  : 

Qu'il  me  soit  permis  d'exprimer,  ce  que  je  suis  certain  que  nous  ressen- 
i"ii-  et  reconnaissons  ton?-,  que  le  Congrès  qui  vient  de  se  terminer  à 
Christiania  a  répondu  en  tous  points  aux  prévisions  même  les  plus  hautes 
qu'aucun  de  nous  ait  espéré  pouvoir  se  réaliser. 

Je  crois  que  la  conviction  que  beaucoup  d'entre  nous  avons  eue,  et 
spécialement  nous  qui  sommes  membres  de  la  rédaction  de  notre  Journal, 
Acta  malhemalica,  je  veux  dire  la  conviction  que  les  pays  Scandinaves, 
la  Suède,  la  Norvège,  le  Danemark  et  la  Finlande,  considérés  comme  un 
tout,  pourront,  avec  succès  et  honorablement,  en  ce  qui  concerne  les 
sciences  mathématiques,  rivaliser  avec   n'importe   lequel   des   grands  pays 
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de  la  civilisation,  sera  partagée  à  l'avenir  par  nous  imh.  On  a  suivi  plu- 
tôt certaines  directions  dans  certains  pays  que  ilau^  les  autres;  mais,  si  l'on 
jette  un  coup  d'œil  d'ensemble  sur  tout  ce  qui  a  été  fait  et  se  fait  dans 
chacun  de  nos  divers  pays,  je  crois  que  l'on  en  arrivera  à  cette  conception 
que  les  travaux.de  recherches  mathématiques  en  Scandinavie  comprennent 
toutes  les  branches  principales  des  sciences  mathématiques. 

Puissions-nous  tous,  chacun  dans  son  pays,  nous  efforcer  de  faire  naître, 
chez  les  mathématiciens  qui  se  réuniront  à  Stockholm  en  1 9 16,  ou  <le 
rendre  plus  profonde  chez  eux,  si  elle  existe  déjà,  la  conviction  de  la  vérité 
de  ce  que  je  viens  d'exprimer  ici.  C'est  en  formant  ce  vœu  que  je  souhaite 
à  tous  les  mathématiciens  Scandinaves,  à  ceux  qui  sont  ici  présents  et  à 
ceux  qui  ont  été  empêchés,  la  bienvenue  à  Stockholm  en  191O. 

Au  sujet  des  conférences  publiées,  il  y  a  lieu  de  faire  remarquer 
que  les  conférenciers  :  MM.  Niels  Nielsen,  Hjemslev,  Juel, 
Bjerknes,  Sundman  et  Palmstrôrn  ont  exprimé  le  désir  que  seule- 
ment ce  qui  suit  fût  publié  dans  le  compte  rendu  : 

M.  le  professeur  Miels  Nielsen  fait  savoir  qu'un  grand  travail, 
dont  sa  conférence  est  une  petite  partie,  est  publié  dans  les  A/inali 
di  Matematica  pura  ed  applicata,  Milan,  i<)i  f,  sous  le  titre  : 
Recherches  sur  les  suites  régulières  et  les  nombres  de  Bernoulli 
et  cVEuler,  et  Sur  le  théorème  de  v.  Staudt  et  de  Th.  Clausen 
relatifs  aux  nombres  de  Bernoulli. 

Relativement  au  contenu  de  sa  seconde  conférence,  M.  le  pro- 
fesseur Hjelmslev  renvoie  à  son  Livre,  publié  peu  de  temps  après 
le  Congrès,  Expériences  géométriques  (Copenhague,  191 3). 

M.  le  professeur  Juel  fait  connaître  qu'il  préfère  ne  pas  laisser 
paraître  séparément  sa  conférence,  mais  la  refondre  avec  d'autres 
de  ses  écrits;  elle  paraîtra  probablement  sous  cette  forme  dans  Det 
kgl.  d.  Vidensk.  Selsk.  Forh.  (Délibérations  de  la  Société 
royale  des  Sciences  danoise). 

M.  le  professeur  Bjerknes  ne  désire  que  le  compte  rendu  sui- 
vant :  Comme  suite  à  ses  conférences  aux  deux  Congrès  précédents 
des  mathématiciens  Scandinaves,  M.  le  professeur  Bjerknes  a  donné 
un  court  aperçu  de  l'organisation  et  du  plan  des  travaux  du 
«  Geophysikalisches  Institut  der  Universitât  Leipzig  »,  créé  sous 
sa  direction. 

M.  le  professeur  Sundman  désire  que  l'on  publie  ce  qui  suit  : 
M.  le  professeur  Karl  F.  Sundman  lit  la  démonstration  d'une 
machine  inventée  par  lui  pour  la  détermination  de  perturbations 
spéciales.   Une    description  exacte  de   la  machine   set^a   publiée. 


pin:  Ml  EU  R   PARTIE. 

Vf.  Palmstrôm,  actuaire,  désire  l'insertion  de  ce  qui  >uit  dans  le 
compte  rendu  ;  La  conférence  était  essentiellement  un  résumé  des 
méthodes,  développées  par  le  conférencier  et  M".  Hjortb  dans  leur 
s  proposition  de  loi  sur  l'assurance  du  peuple  norvégien  en  cas 
d'invalidité  el  de  vieillesse  »  et  dans  l'Annexe  2  à  cette  proposi- 
tion, eu  vue  d'établir  une  base  de  calcul  utilisable  pour  l'assurance 
d  m  peuple  norvégien  tout  entier  en  cas  d'invalidité  el  de  vieillesse, 
ainsi  qu'un  calcul  des  rentes  d'invalidité  sur  cette  base. 

Les  analyses  des  travaux  de  MM.Sylow,  Mittag-Leffler,  Marcel 
Riesz  et  Phragmén  n'onl  pas  été  envoyées  par  ces  savants,  malgré 
tles  demandes  répétées.  M.  Svlow  a  85  ans,  M.  Mittag-Leffler 
esl  malade.  Les  titres  de  leurs  conférences  sont  les  suivants  : 

L.  Sylow.  —  Sur  les  travaux  d'Abel  et  sur  les  plans  des  derniers 
temps  de  sa  vie.  à  la  lumière  des  documents  qui  ont  été  trouvés  après 
la  deuxième  édition  de  ses  œuvres. 

MiTTAG-LEFFLER.  —  Théorèmes  fondamentaux  dans  la  théorie  des 
intégrales 


3(0  =  f      e-9W'I(v)dv. 


Marcel  Riesz. —   Aperçu  de  la  théorie  des  séries  trigonométriques. 

E.    Phragmén.    —    Quelques   réflexions    relatives   é<    la    conférence 

du  I"  /tiesz. 

A.    WlMAN. 

Relation  entre  le  module  maximum  et  le  terme  le  plus  élevé 
d' une  fonction  analytique. 

M.  A..  Wiman  démontre  que,  M(r)  désignanl  le  module  maxi- 
mum d  une  fonction  entière  et  m(r)  le  module  du  terme  maxi- 
mum, 1  inégalité 

i 
M  -/■)<  m  (r)[Iog  /m  nf  ' 

esl  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  r  dépassant  toute  limite. 
le  nombre  positif  :  étant  donné  aussi  petit  que  l'on  veut. 

Gistaf  Strômberg. 

Analyse  des  variations  de  la  température  de  l'air  éi  Stockholm, 

<le  î  89  i  à   H|i  1. 

Pour  constater  si  une  variation  perceptible  dans  la  température 
de  l'air  correspondant   au    mouvement   de  la   Lune   pouvait    être 
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lécouverte,    j'ai  fait  en  iiji  >  une  recherche  sur  les  variations  de 
la  température  de  Stockholm  de  1  sm  î  à  191 1 . 

On  peut  se  représenter  un  tel  effet  de  la  Lune  venu  -<ui  pardes 
changements  dans  les  mouvements  des  courants  marins  (surtout 
des  courants  sous-marins  1.  soil  peut-être  par  un  effel  de  résonance 
dans  les  vibrai  ions  des  couches  atmosphériques.  Il  esl  possible  que 
les  effets  de  la  Lune  sur  le-  variations  de  la  température  puissent 
être  développés  en  une  série  trigono  métrique  dont  1rs  termes  sont 
constitués  par  les  vitesses  angulaires  dans  le-  mouvements  de  la 
Lune  et  du  Soleil.  Ces  termes  peuvent  être  isolés  par  une  analyse 
harmonique  de  la  courbe  de  la  température  observée.  Les  désigna- 
tions suivantes  sont  employées  : 

Jours. 

L'année    tropique P«       =3  65,2  422 

Le  mois  tropique Pc       =  2  7,32  1 58 

Le  mois  anomalistique P-      =27,55455 

Le  mois  synodique PS-«  =  29,  Yiolg 

Révolution  tropique  du  nœud  ascendant 

de  l'orbite  de  la  Lune P,t      =6798,325 

La    série     trigonométrique    peut   être    écrite    dan-    la    tonne 

suivante  : 

AT  =  S^sin  [(ega-4-  mgb-+-  pgiz-ï-  qgn)  t-i-Ky.]] 

/.  est  l'amplitude  et  K  l'angle  de  phase  dans  les  termes  diffé- 
rents ; 

2  7"  2  7" 

ga=-p->  ^=p->  etc.; 

/  est  le  nombre  des  jours,  compté  de  l'année  1900  (janvier  o), 
temps  moyen  central;  /,  m,  p  et  q  sont  des  nombres  entiers, 
positifs  et  négatifs;  AT  est  l'effet  dans  la  température. 

Pour  un  nombre  de  périodes  entre  2.5  et  34  jours,  les  moyennes 
correspondant  à  chaque  douzième  de  la  période  sont  formées  pour 
toute  la  série  d'observation,  et  après  cela  un  terme  sinus  est  déter- 
miné (éventuellement  avec  ses  harmoniques)  qui  correspond  à  la 
variation  dans  ses  douze  moyennes. 

Pour  désigner  les  différentes  périodes,  les  indices  de  P  sont  les 
mêmes  que  celles  des  vitesses  angulaires. 

Dans  cette  analyse,  les  termes  suivants  donnaient  les  amplitudes 
les  plus  générales  : 
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Premier  harmonique. 

Période  Angle                                    Angle 

en  jours.                     Amplitude,  de  phase.  Amplitude,      de  phase, 

o  o 

l'ô          =-27,322 0,1*7  187                    »                      » 

!'-,     1       =2g,53l. <> ,  186  [25  »  » 

l'ô  -    •'•  .  i  20. .... .  .       <>,  l84  1  2  i  »  » 

Pfl         =27,555 o,i36  287  o°,i6o  nf)° 

l'ô  -n-a=  ?-9  .4°  » °,l27  204  »  » 

P5-»-a=  29,65g O.I2  3  196  »  » 

I':!Ô-7t    =27,092 O.189  20°  "  " 

P&-2a     =32,128 0,1 54  2l6  »  » 

PiS- 81C  =  26,646 0.2IJ  74  »  » 

L  n  grand  nombre  des  termes  donnaient  des  amplitudes  moindres 
que  o°,o5  G.  Plusieurs  des  grands  termes  sont  combinés  deux 
à  deux  en  des  produits. 

(  )n  peut  supposer  que  les  longueurs  des  périodes  sont  inconnues 
et  chercher  la  série  trigonométrique  qui  représente  les  variations 
observées.  Le  développement  trigonométrique  a  une  valeur  réelle 
seulement  dans  le  cas  où  l'on  a  fixé  les  longueurs  d'onde  qui 
représentent  les  amplitudes  les  plus  grandes. 

Un  examen  systématique  de  toutes  les  longueurs  d'onde  est 
probablement  plus  juste  que  l'analyse  harmonique  pour  un  nombre 
d'années  arbitraire,  parce  que  les  longueurs  d'onde,  qui  sonl 
examinées  dans  le  dernier  cas,  furent  dépendantes  de  la  longueur 
du  matériel  d'observation  ('). 

J. -  F.  Steffensen. 

Sur  la  représentation  analytique  de  quelques  sommes 
appartenant  à  la  théorie  des  nombres. 

Soit  donnée  une  série  de  Dirichlet 

00 

(1)  ?(s)=^insf(n), 


(')  Bibliographie  :  G.  StrôMBERG,  Harmonie  analyses  of  the  air-tempera- 
ture  in  Stockholm  1894-1911,  based  on  the  periods  of  motion  of  the  Sun  and 
tJu  \doon  Svenska  Hydrografisk-Biologiska  Commissionens  Skrifter,  vol.  V, 
Gothenhurg,  1914);  —  On  a  method  for  studying  a  certain  class  of  regula- 
rities  in  a  séries  of  observations  with  application  to  the  temperature-curve 
of  Uppsala  (Inaugural-Dissertation,  Vesteraas,  1916 ). 
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absolument  convergente  pour  II  (s)  >>  1 .  Posons 

Ou  aura  (  '  ) 

y. 

rt\  ui    \      V     „     /       ■    n  /^a  +  'sc  ^-9(2 -4-1  > 

(3)  6(^)  =  2-^cp(t,  +  I)  =  - /        -&snrrd*' 

la  série  étant  convergente  pourla7|<05  et  l'intégrale  pour  toute 
valeur  de  x  n'appartenant  pas  à  l'axe  positif.  Si  l'on  pose 

[i.  =  V  -h  /•, 

où  v  désigne  un  nombre  entier  positif  et  X"  une  quantité  comprise 
entre  o  et  1 ,  on  aura 


(4) 


1  ( 


en  désignant  par  v  un  cercle  autour  de  l'origine,  de  rayon  ;j..  On 
obtient  ensuite,  par  (3),  en  posant 


x  =  \xel 
et  en  intégrant  de 

6  =  e  >  o         à 

,  oc+i 


— <  E=oïi"Ja_1(„  sin  [,.  (x,  —  ij  J  - -+- 1 

formule  trouvée  déjà  d'une  autre  manière  par  Alellin. 
Une  formule  analogue  est  établie  pour  la  somme 

tç  fin) 

1 

et,  en  combinant  les  deux  sommes  précédentes,  on  trouve  une 
expression  dans  laquelle  il  est  permis  de  permuter  les  opérations 
infinitésimales.  Le  résultat  est  la  formule  absolument  et  unifor- 


(')  Ueber  eine  Klasse  von  ganzen  Funktionen  und  ihre  Anvendung  auf  die 
Zaltlentheorie  (Acta  mathematica,  t.  XXXVII,  p.  87). 
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mément  convergente  en  \i 

VÎ         S(/l)  kS(f>)  I  r*  +  <*>  nZ 

—drnn-r-D        c(r  — /.)         27»  J„_.        z  (z  -+- 1)  ' 

1  /0° 

Celte  formule  doit  être  comparée  à  une  formule  que  j'ai  démon- 
trée ailleurs  (')  d'une  manière  différente,  et  que  voici  : 

(7)        2s(n>=db/"       -,'-+1,,?(-)^     (*>o- 


Ces  deux  formules  pourront,  du  reste,  aussi  être  démontrées 
par  combinaison  de  formules  non  absolument  convergentes  du 
type  introduit  parRiemann. 

En  spécialisant  la  fonction  ©  (z)  on  réussit,  d'une  manière 
analogue  à  celle  suivie  par  Landau,  à  démontrer  que  la  formule 
établie  par  de  la  Vallée  Poussin  pour  le  nombre  des  nombres 
premier^  inférieurs  à  une  limite  donnée  est 


(8) 


X          ri  t 
h  O  (  a;e-V'<>s *)         ( X  >  o). 
log* 

Y  E.  Nôrlund. 

Sur  les  séries  de  facultés. 

11  s'a^ii  de  séries  de  la  forme 


o(*)=2 


.<  =  o 


i(«  +  i)...(r  +  s) 


où  les  as  sont  indépendants  de  x.  Le  domaine  de  convergence  est 
un  demi-plan  Si.  { x  )>X,  X  étant  l'abscisse  de  convergence.  La  série 
est  uniformément  convergente  dans  le  domaine ifl (x)  ^X  +  e,  e  étant 
un  nombre  positif. 


(')  Ueber  Potenzreihen,  im  Oesonderen  solche,  deren  Koeffizienten 
zahlentheoretische  Funktionen  sind  (  Rendiconti  di  Palermo,  t.  XXXVIII, 
p.     182). 
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La  série  de  facultés  esl  un  instrument  analytique,  très  utile 
quand  il  s'agil  d'étudier  une  fonction  analytiqueau  voisinage  d'un 
point  singulier  el  d'en  trouver  une  représentation  analytique  qui 
reste  convergente  quand  on  s'approche  du  |><>int  singulier  en  res- 
tant dans  un  certain  angle.  L'auteur  étudie  ainsi  les  intégrales 
irrégulières  des  équations  différentielles  linéaires  et  des  équations 
aux  différences  finies.  Il  u'\  a  p.^  en  général  de  |><>iut  singulier 
sur  la  ligne  de  convergence.  Mais  la  série  peut  se  transformer  en 
une  autre  de  la  même  forme,  convergente  dans  un  domaine  qui 
s'approche  autant  que  l'on  veul  d'un  point  singulier. 

L.  Vegard. 

L' influence    d'un   champ   de  gravitation 
sur  un  mélange  liquide  arbitraire. 

M.  Vegard  donne  une  exposition  dune  série  de  recherches  sur 
les  mélanges  liquides  qu'il  avait  déjà  publiée  dans  beaucoup  de 
ses  travaux.  Les  résultats  contiennent  entre  autres  choses  une  solu- 
tion complète  du  problème  suivant  :  Donner  un  mélange  liquide 
contenant  un  nombre  de  composants  quelconque,  qui  est  dans  un 
état  d'équilibre  sous  l'action  d'un  champ  de  gravitation;  on 
cherche  la  concentration  dans  les  divers  points  du  liquide. 

Le  problème  est  résolu  de  deux  manières  qui  donnent  le  même 
résultat.  Une  méthode  emploie  exclusivement  les  potentiels 
thermo-dynamiques,  l'autre  tait  usage  de  la  pression  osmotique, 
ceci  étant  déjà  défini  et  déterminé  pour  des  solutions  contenant 
un  nombre  quelconque  de  composants. 

Avec  une  solution  de  (/'  +  i)  composants  on  peut  former 


jLd  j  !  (  /■  —  j  -+- 1 


pressions  osmotiques.  Les  plus  importantes  sont  les  pressions 
osmotiques  partielles  correspondant  à  j  =  r  et  les  pressions  osmo- 
tiques de  premier  ordre  correspondant  à  j  =  i.  Les  deux  classes 
sont  déterminées  par  les  potentiels  thermo-dynamiques.  Les 
variations  des  concentrations  sont  données  par  les  équations  sui- 


I  ' 

i 

van  te  s 

°1± 

det 

de. 

oh 

dt'i 

of, 

de* 

dfr 

de\ 

dfr 

de% 
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de,  =  du 


(i=  . 


àfi 

de\ 

de. 


de,-i       dei+i 
de;-i    -  deiJrX 


dfx 

de,. 
dU 
de,. 


dfr 

de. 


dfr 


dfr 


det-i      del+1 


df. 

de,. 


r). 


et  est  la  concentration  du  composant  i;  u  est  le  potentiel 
de  gravitation,  a/=<jr,-S —  i,  où  qt  est  le  volume  spécifique  du 
composant  i  dans  la  solution;  S  est  la  densité  de  la  solution. 

L'équation  a  été  spécialisée  pour  le  cas  d'une  solution  en  rota- 
tion.  Le  conférencier  a  aussi  déterminé  la  variation  de  composi- 
tion selon  la  hauteur  dans  une  solution  binaire  sous  l'action  du 
champ  de  gravitation  de  la  terre,  et  les  valeurs  numériques  sont 
calculées  pour  le  sucre  de  canne  et  l'hydrate  de  potassium.  En  ce 
dernier  cas,  il  faut  connaître  le  degré  de  dissociation. 


Poul  Heegaard. 
Contribution  à  la  théorie  des  graphes. 

On  regarde  une  graphe  régulière  de  troisième  ordre,  de  degré 
2»,  sans  feuilles  et  située  sur  une  surface  fermée  de  même 
connexion  que  la  sphère.  Soit  T  un  arbre  formé  de  2?i  —  i 
des  segments  de  ligne  de  la  graphe.  Nous  écrivons  successivement 
«,  6,  «,,  b,.  ...,  à  côté  des  segments  dans  l'ordre  dans  lequel 
nous  les  rencontrons  parcourant  une  ligne  fermée  infiniment  voi- 
sine des  segments  de  la  graphe,  côtoyant  les  segments  de  l'arbre, 
niais  traversant  les  autres  lignes  chacune  une  fois  de  chaque  côté. 
Nous  désignons  les  segments  de  ligne  qui  contiennent  deux  a 
par  a,  ceux  qui  contiennent  deux  b  par  (3,  et  ceux  qui  contiennent 
un  a  et  un  b  par  y  :  telle  «  la  distribution  de  lettres  grecques 
provenant  de  l'arbre  J  ».  Les  points  de  la  graphe  dont  les  trois 
segments  de  ligne  sont  désignés  par  trois  lettres  différentes  sont 
appelés  ordinaires,  les  autres,  où  il  y  a  trois  y,  singuliers.  La 
caractéristique  d'un  segment  de  ligne  est  par  définition  o,  quand 
sa  lettre  est  a  ou  (3,  et  i,  quand  sa  lettre  est  y. 
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L'auteur  indique  < !<•--  règles  simples  pour  La  détermination  des 
caractéristiques  apparlenanl  à  un  arbre  T  donné.  Une  transforma- 
tion fondamentale  des  caractéristiques  résulte  du  changement 
dans  les  caractéristiques  quand  l'arbre  T  est  remplacé  par  un 
arbre  T',  qui  a  in  —  2  segments  de  Ligne  communs  ;iv<;c  T. 
Les  transformations  fondamentales  se  partagent  en qiiairc  espèces, 
dont  les  propriétés  smii  étudiées.  Puis  on  cherche  l'influence  d'une 
transformation  fondamentale  sur  le  nombre  de  points  singuliers. 
Le  problème  consistant  à  déterminer  une  série  de  transforma- 
tions fondamentales,  telle  que  le  nombre  de  points  singuliers 
devienne  o,  est  identique  au  problème  de  quatre  couleurs,  pour 
les  régions  dans  lesquelles  la  surface  fermée  est  divisée  par  les 
segments  de  ligne  de  la  graphe.  Si  le  nombre  de  côtés  dans  toutes 
les  régions  est  pair,  le  problème  est  facile  à  résoudre. 


Soit 


J.  L.  W.  V.  Jensen. 

I.    Quelques  inégalités  de  la  théorie  des  équations. 


a0xm-+-('(l)a1xm-i  ■+~(f)ai%m-'i-+-. .  .-4-  am=  o,         a0^  o,         amjé  o, 

une  équation  de  degré  m  et  écrite  avec  des  coefficients  binomiaux, 
les  coefficients  <z„  étant  complexes. 
Soient  les  équations 


G  =  max 


\ 


et         G'  =  min 


lm—\L 


pour  u.=  1 ,  2, . . . ,  m.  En  désignant  par  p  le  plus  grand  et  par  p'  le 
plus  petit  des  modules  des  racines  de  l'équation,  on  a 

C<pi,7v= et        C'ip'è(7â-i)C; 

les  signes  d'égalité  sont  indispensables. 

II.     Une    expression    nouvelle  pour  la  fonction    numérique 

M (m)=2  f*(»)> 

où  p(n)  désigne  le  facteur  de  Môbius. 
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L'expression  est  la  suivante  : 


2-«v.-2*|>(5)] 


oùfm  parcourt  )  et  toutes  les  fractions  positives  et  irréductibles 
<<  1  donl  les  dénominateurs  sont  f:  m,  et  d  parcourt  les  diviseurs 
du  nombre  entier  <i  positif  h.  Pour  h  =  1  on  a 

V  eiil*fm  =  M(m). 

fm 

Thoralf  Skolem. 
Sur  la  constitution  des  groupes  du  calcul  identique. 

M.  Skolem  donna  au  début  un  aperçu  des  opérations  et 
notions  fondamentales  du  calcul  des  propositions  et  des  classes. 
Il  ;i  démontré  un  théorème  général  sur  les  groupes  de  classes 
ou  de  propositions  qui,  à  l'aide  des  trois  opérations  fondamentales 
logiques,  peuvent  être  dérivés  d'un  nombre  quelconque  de  classes 
ou  de  propositions  données.  D'après  cela,  il  a  parlé  des  groupes 
par  rapport  à  deux  des  trois  opérations  et,  parmi  eux,  spécialement 
dune  catégorie  particulière  qui  forme  une  continuation  naturelle 
des  groupes  par  rapport  aux  trois  opérations;  ensuite  d'une 
autre  (orme  de  ces  groupes  dans  laquelle  non  seulement  un  produit 
d'égalités  ou  d'inclusions,  mais  aussi  une  somme  d'égalités,  peut 
être  exprimé  comme  une  seule  égalité;  enfin  des  groupes  qui 
peuvent  être  composés  de  ces  derniers. 

Severin  Johansson. 

Existence  de  potentiels  autotnorphes  pour  les  groupes  linéaires 
à  cercle  fondamental. 

Dans  sa  conférence,  M.  Johansson  a  donné  un  résumé  succinct 
de  son  Mémoire  :  Herstellung  automorpher  Potentielle  im 
Hauptkreisfalle,  publié  dans  les  Acta  Societatis  Scientiarum 
Fennicœ.  Ce  Mémoire  établit  l'existence  <W\n  potentiel  auto- 
morphe  pour  chaque  groupe  linéaire  discontinu  admettant  un 
cercle  fondamental.  I  ht  plus,  l'auteur  v  a  montré  que  les  groupes 
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en  question  se  divisent  en  deux  types  essentiellemenl  distincts, 
qu'il  appelle  respectivement  le  i\|><'  hyperbolique  el  le  i\|"' 
parabolique. 

Les  groupes  du  premier  type  admettenl  un  potentiel  auto- 
morphe  (jui  esl  partoul  positif  et  qui.  dans  le  domaine  géné- 
rateur,   n'a    qu'un    seul    point    singulier,    où    il    devienl     infini 

comme  log->  r  désignanl  la  distance.  Pour  ces  groupes  les  séries 

thétafuschiennes  de  la  dimension  —  :i  convergent. 

Pour  les  groupes  du  type  parabolique  au  contraire,  il  n'existe 
pas  de  potentiel  de  cette  espèce,  les  potentiels  automorphes  les 
plus  simples  étant  ceux  qui,  dans  le  domaine  générateur  du  groupe, 
admettent  deux  points  singuliers  où  ils  deviennent  infinis  respec- 
tivement comme  lo£  -  et  I02,  /•.  Pour  ces  groupes  les  séries  théta- 
»  ,-  1 

fuschiennes  de  dimension  —  2  sont  divergentes. 

G.    HoLTSMARK. 
Rentes  viagères  sur  deux  tètes. 

Après  avoir  mentionné  les  travaux  de  M.  A.  Quiquet  sur  le 
même  sujet  (Congrès  international  d'Actuaires,  New- York,  [Qo3; 
Congrès  international  des  Mathématiciens,  Rome,  1908),  l'auteur 
a  traité  d'une  manière  élémentaire  les  conditions  pour  que 


/i(a?)      My)      M*) 


_  rF(n>-4-Q~|' 


où  w  est  une  fonction  des  x,  y,  z, . . . ,  mais  indépendante  de  t. 
Puis  il  a  rappelé  les  résultats  des  applications  faites  avec  les 
formules  à  des  tables  norvégiennes  de  survie. 

Cari.  Stormer  et  Er.  L. 


BURGATTI  (Pietro).  —  Lezioni  di  Meccanica  razionale.  i  vol.  gr.  in-8", 
Vll-5oi  pages.  Nicolà  Zanichelli,  Bologna,  1916. 

Ce  n'est  pas  un  traité  de  Mécanique  rationnelle  que  M.  P.  Bur- 
gatti  présente  aujourd'hui  au  public.  C'est  un  ensemble  de  Leçons 
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professées  par  l'Auteur,  sur  ce  sujet.  Eu  les  publiant  il  a  pour  but 
de  fournir  à  ses  étudiants  un  guide  sûr  qui  leur  permette,  clans 
la  suite,  d'aborder  tout  aussi  bien  les  applications  pratiques  et 
journalières  de  la  Mécanique  que  les  applications  analytiques  plus 
étendues  auxquelles  conduisenl  les  problèmes  delà  Mécanique 
céleri'.  En  particulier,  un  Chapitre  entier  est  consacré  au  pro- 
blème des  trois  corps. 

Dans  sa  conception,  comme  dans  sa  forme,  cet  Ouvrage  reste 
volontairement  élémentaire.  L'Auteur  cherche  plus  à  développer, 
chez  le  Lecteur,  la  compréhension,  le  sens  des  phénomènes  méca- 
niques que  le  goût  de  la  Mécanique  analytique.  Non  pas  qu'il  ait 
abordé  en  quoi  que  ce  soit  la  Mécanique  appliquée;  c'est  en  vain 
que  l'on  chercherait  dans  son  Ouvrage  les  notions  même  les  plus 
élémentaires  de  Statique  graphique,  par  exemple.  Mais,  dans  la 
majorité-  des  questions,  il  cherche  d'abord  la  solution  la  plus 
intuitive,  souvent  même  très  élémentaire,  et  c'est  seulement  après 
qu'il  l'étudié  par  des  méthodes  d'une  portée  plus  générale  et 
plus  féconde,  \in-i.  en  Statique,  il  résout  les  problèmes  d'équi- 
libre d'abord  par  la  méthode  classique  des  réactions,  ensuite  par 
le  principe  des  vitesses  virtuelles. 

L'ensemble  du  Livre,  qui  touche  aux  différentes  parties  de  la 
Mécanique  rationnelle,  donne  l'impression  d'avoir  été  brossé  à 
larges  traits,  limité  aux  généralités  les  plus  caractéristiques,  aux 
théories  les  plus  immédiatement  utiles  dan-  la  pratique.  Les  déve- 
loppements, analytiques  eux-mêmes  ne  sont  complètement  exposés 
à  tond  que  dans  des  cas  particuliers  qui  peuvent  servir  de  type 
pour  l'étudiant.  Le  plan  de  l'Ouvrage,  Cinématique,  Statique, 
Dynamique,  les  matières  et  les  résultats  exposés  sont  classiques. 
Ce  qui  caractérise  ce  Livre  et  frappe  surtout  le  Lecteur  français 
c'esl  i 'emploi  voulu  et  systématique  du  calcul  vectoriel.  L'Auteur 
reproche  à  la  méthode  cartésienne,  indispensable  dan*  les  appli- 
cations,  d'être  souvent  encombrante  dans  l'étude  des  théoriesphy- 
siques.  L'étudianl  préoccupé  de  vaincre  les  difficultés  de  calcul 
perd  de  vue  les  principes  fondamentaux,  et  les  développements 
analytiques  viennent  souvent  lui  masquer  les  idées  simples,  pré- 
cises et  nettes  qu'il  devrait  avoir  de  la  Mécanique,  .le  crois  que 
c  e*t  la  une  remarque  souvent  faite  par  tous  ceux  qui  ont  enseigné 
la  Mécanique,  au  moins  à  des  débutants.  En  Dynamique,  ils  sont 
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hypnotisés  par  le  système  d'équations  différentielles  à  intégrer  et, 
en  Statique,  ils  n'onl  que  le  souvenir  des  sis  équations  universelles 
d'équilibre,  ne  se  doutanl  même  pas  que,  dans  La  pratique,  l<  s 
positions  d'équilibre  présenteni  moins  d'intérêt  que  le  calcul  des 
réactions  et  des  tensions,  ces  positions  étant  généralement  évidentes 
ou  intuitives  par  des  considérations  des  plus  élémentaires.  \  ou- 
lant  éviter  cette  difficulté  e1  préparer  Le  Lecteur  aux  études  de  la 
Physique  mathématique,  M.  Burgatti  a  introduit  dès  le  débul  le 
calcul  vectoriel.  La  généralité  de  ce  calcul  qui  s'applique  >i  ali- 
menta toutes  les  branches  de  la  Physique  mathématique,  Électricité 
et  Magnétisme,  Élasticité,  Hydrostatique  et  Hydrodynamique,  sa 
clarté,  sa  concision,  sa  rapidité,  en  font  un  instrument  scienti- 
fique de  premier  ordre  et  qui  n'esl  pas  dépourvu  de  valeur  éduca- 
tive. Mais  puisque  l'Auteur  introduit  le  calcul  vectoriel  pour 
rester  entièrement  dans  le  domaine  de  la  Mécanique  et  aborder, 
chemin  taisant,  certains  problèmes  de  Physique  mathématique,  je 
ne  mus  pas  d'accord  avec  lui  sur  la  façon  d'en  exposer  les  prin- 
cipes et  les  résultats  qui  doivent  lui  être  utiles.  Il  a  complètement 
adopté  les  notations,  les  définitions  et  les  conceptions  de 
MM.  G.  Burali-Forti  et  R.  Marcolongo.  Autrement  dit,  il  est  resté 
trop  abstrait  dans  un  sujet  concret,  il  a  considéré  la  théorie  des 
vecteurs  d'abord  en  elle-même  et  non  de  suite  au  point  de  vue  de 
ses  applications. 

Cette  façon  de  procéder  parait  forcément  artificielle  et  abstraite 
parce  qu'elle  est  entièrement  a  priori,  dé  plus  elle  conduit  à  cer- 
taines inexactitudes  qui  ont  déjà  été  relevées  souvent  par  les  phy- 
siciens. C'est  ainsi  qu'il  est  nécessaire  de  distinguer  entre  vec- 
teur polaire  et  vecteur  axial.  Les  composantes  du  premier 
changent  de  signe  dans  un  renversement  dv^  axes,  puisque  le 
sens  de  la  grandeur  projetée  ne  change  pas;  au  contraire  les 
composantes  du  second  ne  sont  pas  modifiées  parce  renversement 
qui  change  à  la  fois  le  sens  de  la  droite  qui  représente  la  grandeur 
considérée  et  le  sens  positif  sur  chacun  des  trois  axes.  Une  force, 
une  vitesse  sont  représentables  par  un  vecteur  polaire;  un  couple, 
une  vitesse  angulaire  par  un  vecteur  axial.  M.  Burgatti.  suivant 
en  cela,  je  le  reconnais,  la  théorie  des  quaternions  et  le  dévelop- 
pement ultérieur  de  l'Analyse  vectorielle,  n'a  pas  tenu  compte  de 
cette  différence.  Des  physiciens  et  non  des  moindres,  je  ne  citerai 
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parmi  eux  que  G.  Maxwell,  P.  Curie  etM.P.  Langevin,  ont  insisté 
sur  la  nécessité  de  la  séparation  de  ces  deux  classes  de  grandeurs. 
On  a  reconnu,  par  exemple,  que  le  champ  électrique  appartient  à 
l,i  classe  des  vecteurs  polaires  et  le  champ  magnétique  à  celle  des 
\  ecteurs  axiaux. 

I),in>  I  <;i  m  le  des  milieux  continus  et  de-  corps  déformables  s'in- 
troduisent les  éléments  les  plus  délicats,  mais  les  plus  utiles,  de 
I'  \  1 1 ; 1 1  \  se  vectorielle.  Ici  ce  sont  les  champs  de  grandeurs  dont  la 
théorie  devienl  importante.  Là,  plus  que  partout  ailleurs,  il  me 
semble  nécessaire  de  ne  pas  perdre  de  vue  le  sens  mécanique  ou  phy- 
sique des  choses.  On  arrive  de  suite  aux  di  lièrent  s  éléments  dont  on 
a  besoin  et  qui  pour  ainsi  dire  s'introduisent  d'eux-mêmes.  \in>i. 
m  l'on  considère  le  champ  d'un  scalaire,  fonction  des  coordonnées 
d'un  point,  la  manière  dont  il  varie,  au  premier  ordre,  autour  d'un 
point,  est  entièrement  déterminé  par  un  vecteur,  le  gradient;  si. 
dans  un  champ  de  vecteurs,  on  considère  comme  représentant,  en 
chaque  point,  la  vitesse  d'un  fluide  qui  remplirait  l'espace,  par 
exemple,  la  notion  de  flux  à  travers  une  surface  introduite  par  le 
théorème  de  Gauss  qui  ramène  une  intégrale  de  surface  aune 
intégrale  de  volume,  une  quantité  scalaire,  la  divergence.  De 
même,  en  considérant  le  vecteur  comme  une  force,  on  obtient  une 
quantité  scalaire  en  calculant  le  travail  de  cette  force  quand  son 
point  d'application  se  déplace  le  long  d'une  courbe.  Si  celle  ligne 
esl  fermée,  l'application  du  théorème  de  Slokes  introduit  les  com- 
posantes d'un  vecteur  axial,  le  rotationnel.  On  peut,  et  c'est  ce 
que  j'ai  voulu  justifier  ici  parquelques  exemples,  introduire  phy- 
siquement les  différentes  opérations  dont  on  a  besoin.  Je  préfère, 
pour  ma  part,  de  beaucoup  celle  façon  de  procéder.  Elle  est  plus 
conforme  à  l'intuition  et  évite  de  dire  au  Lecteur  ou  à  l'Auditeur, 
après  l'établissement  de  formules  assez  rébarbatives,  que  c'est 
dans  les  applications  physiques  ou  mécaniques  qu'elles  prendront 
toute  leur  importance;  elle  apparaît  de  suite. 

C'est  nue  façon  différente  de  concevoir  les  choses  et,  à  cela  près, 
je  dois  reconnaître  que  M.  Burgatti,  sachant  bien  que  le  Lecteur 
ne  serait  pas  familiarisé  avec  l'Analyse  vectorielle,  a  su  graduer  les 
difficultés.  L'Auteur  étudie  celle  Analyse  dans  deux  Chapitres 
différents  de  son  Ouvrage.  Dans  le  premier  il  ne  dépasse  pas  les 
notions  de  produit  intérieur  ou  extérieur  et  de   dérivées   d'un 
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vecteur.  C'esl  toui  ce  donl  il  .1  besoin  [unir  la  Cinématique,  la 
Si,iiK[ue  cl  la  Dynamique  du  corps  solide.  Le  second  précède 
l'étude  mécanique  des  milieux  continus  el  contienl  les  notions 
dont  je  parlais  plus  haut.  Les  deux  Chapitres  <|ui  suivent,  Méca- 
nique des  fluides  el  Elasticité,  contiennenl  de  nombreuses  ap- 
plications de  l'Analyse  vectorielle.  Un  dernier  Chapitre  très 
intéressant,  consacré  au  développement  de  la  Mécanique,  termine 
ce  Livre,  qui  n'est  jus  dépourvu  d'intérêt. 

Edmond  Ouivet. 


MELANGES 


RECHERCHES  SUR  LES  MOUVEMENTS  PLANS 

A  DEUX  PARAMÈTRES 

(  suite  et  fin  )  ; 

Par  M.  G    KOENIG-5, 

Directeur  du  Laboratoire  de  Mécanique 
de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 


VI.  —  Cas  ou  la  droite  <7,  ne  dépend  que  d'un  seul  paramètre. 

C\S    EXCEPTIONNELS. 

19.  Il  y  a  aussi  des  cas  exceptionnels  où  la  droite  dt  ne  dépend 
que  d'un  paramètre  dans  l'un  ou  l'autre  plan  LT,  0 , . 

Puisque  nous  nous  trouvons  dans  le  cas  exceptionnel,  nous 
devrons  supposer  que  o,  0  soient  liés  par  une  relatif  m. 

Une  première  manière  pour  d{  de  ne  dépendre  que  d'un  paramètre 
dans  le  plan  II,  dans  l'hypothèse  d'une  équation  entre  co,  9  :  c'est 
que  o  soit  constant,  auquel  cas,  par  une  rotation  de  l'axe  AX,  on 
amènera  o  à  être  nul. 

C'est  le  cas  examiné  déjà  au  n°  12;  nous  avons  vu  qu'on  pouvait 
ramener  ce  cas  aux  formules 

(49)  S  =  «i        Ti=g(§),        Êi  =  —  1,         *h  =  o,        n  =  u. 

Bull,  des  Sciences  niatliéni.,  2e  série,  t.  XLI.  (Juin  1917.)  i3 
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La  droite  d\  a  pour  équation  sur  le  plan  II. 

Y  —  »  =  i  >  : 

elle  se  déplace  parallèlement  à  elle-même  dans  le  plan  II. 

Montrons  qu'elle  possède  une  enveloppe  dans  le  plan  II,.  En 
ayanl   égard  aux  formules   (2)   l'équation  de  la  droite  dx  devient, 

dans  le  plan  II , . 

b  —  X,  sin  0  +  Y,  cos  f)  —  u  =  o. 

Or  les  formules  (32  bis),  où  l'on  introduit  l'hypothèse  ©  =  0, 
donnent 

ïi)  a  =  a,         b  —  u  =  p  =  fonct.  de  6 . 

Si  donc  on  pose 

«  —  b  =—  p  =  e'(8  i, 

1  équation  de  la  droite  </l  s'écril 

(  )2  ,)  X,  sin  9  —  Y,  cos  8  +  6'(8)  =  o, 

ce  qui  manifeste  que  la  droite  dt  possède  une  enveloppe  dans  le 
plan  II,.  La  connaissance  de  0  1  9)  suffit  pour  définir  cette  enve- 
loppe (et  ). 

Elle  suffit  aussi  pour  définir  le  mouvement. 

Montrons,  à  eet  effet,  que  la  fonction  £"(9)  s'exprime  au  moyen 
de  la  fonction  0(6  \. 

Dans  les  équations  1  \  »  déjà  utilisées  plusieurs  fois,  ayons  égard 
,ui\  valeurs  (5i)  de  a,  b  et  à  la  valeur  (  {9)  de  ç,  il  viendra 

«'=P,  p'  =  -a-^(6), 

■  ni  7 .  .  Y  représentent  les  dérivées  de  a.  [3,  qui  sont  des  fonctions 
de  9. 

On  1  ire  de  là 

:       =_p'_j'(e) 

ou,  comme  fi  =  —  0'  (9), 

£-'(«)=  —  e'i  8)  -  8"'i  8  1. 

Intégrons  en  faisant  rentrer  dans  0  la  constante  d'intégration, 
nous  aun  ms 

(53)  ^(8)    =_6(6)-e"(8). 
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20.  L'équation  i  52)  manifeste  que,  si  6  demeure  constant,  la 
droite  </,  csi  live  dans  le  plan  fixe  II  i  tandis  que  le  plan  II  esl 
animé  d'une  translation  rectiligne  perpendiculaire  à  dy. 

Si,  au  contraire,  u  demeure  constanl  et  si  h  devient  variable,  la 
droite  dx  enveloppe  dans  II,  une  ligne  < V,  )  qu'elle  touche  au 
point  E|.  An  cours  de  ce  mouvement,  la  droite  dt  est  fixe  dans  le 
plan  n,  comme  le  montre  l'équation  (5o). 

Eu  même  temps  la  droite  d^  est  le  lieu  du  centre  instantané  dans 
le  plan  II;  son  enveloppe  (e,  i  < ;sl  donc  le  lieu  du  centre  instan- 
tané dans  le  plan  II,.  En  conséquence,  au  cours  du  mouve- 
ment u  =  const.,  la  droite  d{  roule  sans  glisser  sur  l.i  courbe  (e,  ). 

Le  mouvement  peul  donc  se  définir  ainsi  : 

Une  droite  d  que  Ion  peut  concevoir  entraînant  un  plan  II 0 
roule  sans  glisser  sur  une  courbe  (e,)  tracée  dans  le  plan  11,, 
tandis  que  le  plan  II  est  animé  par  rapport  à  no  d'une  translation 
rectiligne  perpendiculaire  à  la  droite  d. 

On  reconnaît  ici  encore  un  mouvement  décomposable.  C'est  le 
cas  où  la  courbe  (e)  du  cas  général  se  trouverait  réduite  à  un  poinl 
rejeté  à  l'infini. 

21.  Un  point  V  de  la  droite  d  décrit  dans  II,  une  dévelop- 
pante («))  de  la  courbe  (cJ,),  tandis  que  dans  son  mouvement  rela- 
tif par  rapport  à  II,  il  décrit  une  droite  (a)  perpendiculaire  à  d  et 
par  conséquent  tangente  constamment  en  P  à  la  courbe  («,  ).  Sans 
avoir  besoin  d'insister  davantage  on  se  rend  compte  que  ce  cas  est 
le  cas  général  où  la  courbe  (a)  serait  devenue  une  ligne  droite. 

En  résumé  : 

Le  cas  où  d\  conserve  dans  le  plan   mobile  une  direction 

constante  est  celui  des  OÏL2  définis  par  la  condition  qu'une 
droite  du  plan  mobile  doive  toucher  une  ligne  déterminée  du 
plan  fixe. 

Les  translations  è'  correspondent  au  glissement  de  la  droite  sur 
elle-même. 

22.  Cherchons  maintenant  les  Dît2  exceptionnels  pour  lesquels, 
es  étant  fonction  de9,  la  droite  d}  ne  dépendrait  que  d'un  paramètre 
dans  le  plan  II,  en  excluant  le  cas  qui  vient  d'être  étudié  où 
cp  serait  constant. 
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Si  nous  nous  reportons  à  la  valeur  de  n  fournie  par  les 
équations  i  i  •  .  pour  que  n  se  réduise  à  une  fonction  de  tp  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  de  9.  il  faut  et  il  suffit  que  u  disparaisse  de 
cette  valeur,  c'est-à-dire  que  L'on  ait 

i  — o'=o. 

Cette  condition  exprime  que  la  droite  dx  fait  avec  l'axe  fixe  \,  \, 
un  angle  à  =  h  -+-  co  constant  ou  que  dx  conserve  dans  le  plan  fixe 
une  direction  constante. 

(  )u  n  mrra  prendre  A,  \,  parallèle  à  cette  direction  et 
faire  d»  =  o  ou 

(55)  t?=  —  e. 

tfous  retrouvons  donc  le  mouvement  exceptionnel  qui  a  été 
en\  i  -  ;  i  l:  <  ■  au  n°  13. 

La  droite  dy  enveloppe  dans  le  plan  II  une  courbe  (e)  tout  en 
avant  une  direction  fixe  dans  le  plan  lixe. 

En  considérant  II  comme  le  plan  fixe  et  II,  comme  le  plan  mobile, 
on  retrouverait  le  OÏL-  précédent.  Le  mouvement  actuel  de  II  par 
rapport  à  II,  est  donc  l'inverse  d'un  mouvement  du  type  antérieu- 
rement étud  ié. 

Si  Ton  prend  l'équation  de  la  droite  d{  sous  la  tonne  habi- 
tuelle 

\  >\no  —  Y  cosep  -+-  n  =  o, 

en  I, usant  co  =  —  8,  il  viendra 

i  56  i  —  X  sin  6  —  Y  cos  6  -t-  n  =  o  ; 

or 

n  =  %\  =  8'  (8), 

.m  0|  9  i  est  une  fonction  de  8.  La  connaissance  de  0' (8)  équivaut 
ii  -e  donner  l'enveloppe  (e)  de  la  droite  d\  dans  le  plan  II. 

La  connaissance  de  0  suffit  par  déterminer  complètement  la 
représentation  finie  du  mouvement  qui,  d'après  les  équations  (3^) 
du  n"  13,  devient,  en  y  faisant  [3,  =  o  et  a,  =  0, 

^  X\  =       0(Q)-H;rcosO — y  sin 8, 
\  y%  — — u        -+-  .r  sinO  -+- y  cosO, 
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formules  qui  mettenl  bien  <'n  évidence  les  circonstances  du  mou- 
\  ement. 

\\rc  1,1  fonction  0  les  valeurs  de  :.  rj,  l(.  v,,.  //  sonl  les  sui- 
vantes : 

,    t   —       6'cos6,         ï]   =  —  6'sin0, 

(  58  i  \ ,  =  —  sin6,  rlt  =  —  cosO, 

'   "  =  0". 

23.  Naturellement  ce  mouvement  peut  être  défini  par  la  condi- 
tion qu'une  courbe  (a)  du  plan  If  doit  être  tangente  par  u'importe 
quel  point  et  en  n'importe  quel  point  à  une  droite  {a,\  )  «lu  plan 
fixe  n,. 

En  résumé,  les  deux  cas  exceptionnels  où  la  droite  <l\  ne  dépend 
que  d'un  paramètre  dans  chaque  plan  sont  ceux  où  l'une  des  deux 
courbes  (a).  (cit)  du  cas  général  devient  une  ligne  droite. 

VII.  —  Propriétés  du    second   ordiœ    des    mouvements 

PLANS    A    DEUX    PARAMÈTRES,    DANS    I.E    CAS    GÉNÉRAL. 

21.  Les  propriétés  du  premier  ordre  d'un  mouvement  DïïJ  à  un 
paramètre  sont  connues,  du  moins  en  ee  qui  concerne  les  nor- 
males et  les  tangentes  et  les  points  où  une  courbe  touche  son  enve- 
veloppe,  lorsque  l'on  connaît  le  centre  instantané  1. 

Pareillement,  les  propriétés  du  second  ordre,  du  moins  en  ce 
qui  concerne  les  courbures  des  trajectoires  ou  des  enveloppes 
résultent  de  la  connaissance  d'un  point  K'  appelé  souvent  le  centre 
géométrique  des  accélérations. 

C'est  le  point  d'accélérat  ion  nulle  dans  l'hypothèse  où  Ton  pren- 
drait comme  mesure  du  temps  l'angle  de  position  de  la  figure  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  si  le  mouvement  se  faisait  avec  une 
vitesse  angulaire  w  = -t-  constante,  auquel  cas  on  peut  supposer 
to  =  i  par  un  choix  convenable  d'unités. 

Ce  point  K'  est  diamétralement  opposé  au  centre  instantané  1 
dans  le  cercle  des  inflexions.  On  peut  l'obtenir  ainsi  : 

En  supposant  que  l'angle  h  mesure  le  temps,  soit  I  \  le  vecteur 
qui  représente  la  vitesse  propre  au  centre  instantané.   Si  Ton  fait 

tourner  IV  de  trois  angles  droits  dans  le  sens  direct,  de  façon  à 
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amener  l\  en  Ik  .  L'extrémité  K' du  nouveau  vecteur  sera  le  centre 
géométrique  cherché  des  accélérations. 

Si  donc  on  appelle  •/';,, )'i  les  coordonnées  du  centre  instantané 
par  rapport  aux  axes  \\,  A.Y,  solidaires  du  plan  mobile  II,  nous 
aurons  en  premier  I  ieu 


I > t > 1 1 1-  les  projections  de  la  vitesse  IV  et  par  conséquent 

dy\  dx\ 

'  "cTÔ"'     ~~dJi 


pour  les  projections  de  1k.';  en  conséquence,  les  coordonnées  du 

poinl   K'  seront 

dy\ 
*K,  =  *i  +  ^> 

dx\ 


25.  Ceci  posé,  si  nous  envisageons  un  mouvement  DK  '  à  un 
paramètre  contenu  dans  un  -Tl2  donné,  il  nous  sert  facile  de  cal- 
culer les  coordonnées  a?K.,  yKi  <le  son  point  lv'  en  parlant  des  for- 
mules (<))  qui  donnent  a?,,  yx  et  des  formules  (■>[)). 

Naturellement,  en  outre  de  la  dérivée  u'=-^r^  s'introduira  la 
dérivée  seconde  u"=  — tt—  »  comme  nous  l'avons  expliqué  au  n°  5. 
On  aura  par  un  calcul  «'vident 

,rK.  =  —  r,  —  rt ,  u'  -+-  -^  (  \  -+-  £,  w'  ), 

il 

df) 

ou 


^i)  a«         '"i  /  tf« 


En  tenanl   compte  îles  équations  (8)  d'intégrabilité,  ces  exprès- 
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":, 


'2  _>_ 


|  60  I 


Pour  mie  position  'A1  donnée,  c'est-à-dire  pour  un  système  donné 
de  valeurs  de  9,  //.  les  divers  points  k  qui  correspondent  aux 
divers  OÏL1  qui  ont  lieu  dans  le  DTL2  à  partir  de  '.l\  dépendent  des 
deux  paramètres  u',  u".  Ils  remplissenl  donc  sinon  tout  le  plan,  au 
inoins  une  région  du  plan. 

26.  Mais,  parmi  ces  mouvements  Dit1,  considérons  ceux  qui 
sont  tangents,  c'est-à-dire  qui  ont  même  centre  instantané  I  et, 
partant,  même  valeur  de  a'.  Pour  ces  mouvements,  u'  étant 
regardé  comme  constant,  le  point  K'  ne  dépend  pins  qile  du  seul 
paramètre  variable  u" . 

En  conséquence  l'élimination  de  u"  nous  fournira  le  lien  des 
points  K'  pour  tous  les  0)l'  tangents,  c'est-à-dire  qui  ont  dans  la 
position  <j?  un  centre  instantané  donné  I.  L'élimination  est  immé- 
diate et  fournit  une  droite  que  nous  désignerons  par  le  symbole  a\,, 
pour  indiquer  qu'elle  est  un  lien  de  points  lv'  et  qu'elle  correspond 
à  une  position  donnée  I  du  centre  instantané  sur  la  droite  dx. 

L'équation  de  cette  droite  dxK,  s'écrit 

(61)  -rj.X-^Y-S  =0 

en  posant 


(fa)    s  =  ,W-,  +  3Ï»-M{+3^ 


ril 


afi       '■'  dO 


du  du 


En  rapprochant  l'équation  (61)  de  l'équation  (10)  de  la  droite  dx 
on  constate  que  : 

La  droite  d\<  est  perpendiculaire  à  la  droite  dx. 

Nous  appellerons  H    le  point  où  la  droite  <l{   est  coupée  par  la 
droite  a\>.  11  est  clair  que  la  correspondance  entre  le  point  I  et  la 
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droite  </]h  se  réduil  à  celle  qui  relie  le  poinl  II  au  point  I  sur  la 
droite  dv 


27.  Mais  c'esl  ici  que  \,i  apparaître  la  différence  protonde  qui 
existe  entre  les  mouvements  DTL2  les  plus  généraux  et  ceux  à  trans- 
lations rectilignes  que  j'ai  appelés  exceptionnels. 

Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  des  pïl2  les  plus  généraux  pour 
lesquels  conséquemment  0  el  ts  peuvenl  être  pris  comme  paramètres 
Je  posil  ion. 

Le  calcul  de  l'expression  de  S  s'opère  facilement  en  parlant  des 
formules  i  in)  et  (18)  du  n"  8.  Les  simplifical  ions  sont  aussi  carac- 
térisl  iques  qu'on  puisse  le  désirer  et  méritenl  bien  à  ces  variables  9 
el  «j  !<•  nom  de  canoniques. 

On  trouve  successivement 

dt         fdn        an         \                  (  d- n                   dz\    . 
—  r.  -i j-  —  {    ,, ;     cos  o  —  ( —  -+-  n F     sin  s, 

puis  : 


d'où,  en  n'oubliant  pas  que,  puisque  u  =  &.  on  a  aussi  u'  =  cp', 
_  /dn        dn  \ 


2  5zo  —  :-  cp  - 
/  dn        dn\  , 

De  la  sorte,  l'équation  de  la  droite  d\  devient 

\   COSW  -  Y  Sin©—  ^    -   —  —  3(o'-r-  l)2=0. 

\n  n°  9  nous  avons  introduit  le  paramètre  de  position  ÀM  d'un 
poinl  M  de  la  droite  r/,.  Appelons  XH  le  paramètre  du  point  H,  en 


Mi:i.\N(ii:s. 


i8g 


sorte  iimc 
,.'.',1 


#11  =  —  rt  -+-  pX  h  coso, 
yu—      \  —  pXw  5in<p. 


En  exprimanl  que  ce  poinl  esl  sur  la  droite  '/|v  .  équation  (63  1,   il 
viendra 

>•    •             -s         ''x        an 
—  r,  cos«  -+*■£  sinœ  -+-  oAh rjr  -i p  (  o  -4-  i)'2  =  o. 


(J/j 


Or,  eu  égard  aux  formules  (18  1.  on  a 

—  r,  cos  9  -+-  £  sino  =  p  — 

il  vient  donc,  toutes  réductions  faites, 

(65) 


,  „        1    à/i 

i-h XH—  (i-4-o  )2=  -  — 

p   On 


Telle  est  la  tonne  éminemment  simple  que  revêt  la  correspon- 
dance entre  les  points  II  el  [,  car  dans  o' on  reconnaît  le  paramètre 
de  position  ()-i  =  '-s')  du  point  I. 


28.  Mais  au  n°  9,  nous  avons  donné  l'interprétation  géomé- 
trique de  la  quantité  1  —  XM  [formule  (26)]  et  montré  qu'elle 
représente  le  rapport  vectoriel 

OM 

— — —  > 

00! 

où  O,  O,  sont  les  deux  points   remarquables  que  nous  avons  défi- 
nis sur  la  droite  dx. 

La  relation  purement  analytique  (65)  peut  donc  recevoir  la 
forme  géométrique 

<66)  "o1 


_PiL  _  /    Q1    \  _  ! 

ôôt      \  ôôt  /      : 


r   dn 

ûn~ 


Or,  il  va  sur  la  droite  dt  un  point  H0  qui  est  la  position  que  vient 
occuper  le  point  H  lorsque  le  centre  instantané  est  justement  au 
point  O;  on  a  d'après  cela,  en  vertu  de  (66)  même. 


(67) 


OH, 


OOi 


1   dn 

p  'M 
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On  doit  ici  remarquer  que,  puisque  p  esl  la  mesure  de  OO,   sur 
l'axe  Sj,  <|ni  fait  l'angle  ^  avec  \\.  on  ,i 

((58)  mesure  de  OH,,  =  -—• 

L'équation  (66)  en  vertu  de  (67  |  s'écrit  du  reste  aussi 

OH         /'    OÎ   V       ^»lK 

ou  encore 

l  69  1 

ou  finalement 

(70)  Ôôt.îVH=  (Ôl  .": 

relation   simple,   d'une   interprétation   facile  et    de    construction 
élémentaire. 

29.   La  relation  (70  1  met  d'abord  en  évidence  ce  fait  que  le  vec- 


ooi        \  00,  ,         00, 


01 


00,         v  00 


leur  ll,,H  et  le  vecteur  00,  doivent  être  de  même  sens.   En  con- 
séquence : 

Le  lieu  de  H  est  la  moitié  de  la  droite  dt  issue  'lu  point  ll0 

dans  le  sens  du  vecteur  00,. 

Rien  n'empêche  de  supposer  que  o  ail  été  choisi  de  façon  que 

l'axe  o,  ait  le  sens  de  OO,,  alors  p  est   positif  et   la  demi-droite 
lieu  de  11  a  dés  lors  la  direction  de  ov 

appelons  j  la  droite  normale  en  lf„  à  la  droite  d\.  On  voit 
que  la  droite  /  décompose  le  plan  en  deux  parties  et  que  le  demi- 
plan  qui  contient  la  demi-droite  précédente  est  seul  le  lieu  îles 
points  \\' . 

Cherchons  encore  à  non-,  rendre  compte  de  la  relation  qui 
<\ iste  entre  les  points  I  et  II. 

\  un  point  1  ne  correspond  qu'un  point  H;  mais  à  un  point  H 
donné  sur  la  demi-droite  il  correspond  deux  positions  I,  J  du 
centre  instantané,  symétriques  par  rapport  au  point  O. 
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Ce-  points  coïncidenl  ensemble  h  avec  le  poinl  0  lorsque  le 
poinl  II  occupe  la  position  ll„.  [ls  deviennenl  imaginaires  -1  II  est 
pris  sur  la  demi-droite  Issue  de  II,,  dans  le  sens  opposé  au  vec- 
teur <  )0,. 

D'après  toul  ci'  qui  précède,  la  construction  du  poinl  II  qui 
correspond  à  un  poinl  I  donné  esl  aisée  à  réaliser. 

i°  Construire  .1  symétrique  <l<-  I  /»/r  rapport  au  point  O  ; 
20   Prendre  le  point  G  conjugué  harmonique  deO{  par  rap- 
port à  l.l.  On  a 

00,.OG=  01  ; 

— y y 

3°   Imprimer  à  G  une  translation  GH  =  OH0  qui  amène  Ci 

en  H;  le  point  H  est  le  point  cherché. 

En  effet,  H0H  est  équipollent  à  OG. 

On  voit  en  définitive  que  l'établissement  des  propriétés  de  cour- 
bures d'un  DïL2  donné  exige  que  Ton  connaisse  sur  chaque  droite  dt 
les  trois  points  O,  0|  et  H,,. 

30.  Voyons,  par  exemple,  ce  que  sont  ces  points  dans  le  cas  où 
la  droite  dx  ne  dépend  que  d'un  paramètre  dans  chacun  des  plans  17 
et  II,. 

Le  point  O  est  le  centre  instantané  pour  le  mouvement  .111'  au 
cours  duquel  la  droite  <l\  tait  un  angle  •}  =  H  -f-  cp  constant  avec 
l'axe  fixe  A,  \,;  dans  ce  cas,  la  droite  dx  est  fixe  dans  le  plan  lixe; 
le  centre  instantané  esl  donc  le  point  E  où  la  droite  dx  touche  la 
courbe  {e ),  donc  O  c'est  le  point  E. 

On  verra  de  même  que  Ot  est  le  point  E,  où  la  droite  dx  touche 
la  courbe  (e,)  dans  le  plan  fixe  II,.  Quant,  au  point  H0,  la  for- 
mule (68)  nous  prouve  qu'il  coïncide  avec  le  point  O,  car  la  mesure 

->  ,,n 

de  OH„  est  — -;  or,   n  est   ici  fonction  de  la  seule  variable  s,  en 

on 
sorte  que  -7-  =  o. 
1       ob 

On  voit  même  que   ce   cas  est  le  seul  où   cette   circonstance  se 

présente. 
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En  se   reportanl    à  la   construction   donnée   plus   haut   pour  le 

>■ 

poinl  II.  on  constate  que  la  translation  OII0  disparaît. 

L'équation  géométrique  |  70)  se  réduit  à 

00,. OH  =  (ôï)\ 

en  sorte  que.  dans  ce  eus.  le  point  II  est  le  point  conjugué  har- 
monique il  h  />"/// 1  (  ).  par  rapport  à  1.1. 

31.  Notons  que  si,  dans  le  ca>  général,  on  désire  obtenir  l'équa- 
tion de  la  droite/  qui  limite  le  demi-plan  lieu  du  point  K'  el 
qui  est  perpendiculaire  en  H0  à  la  droite  c/j,  il  suffit,  dans  l'équa- 
tion 1  63),  de  prendre  la  valeur  de  tp'  qui  correspond  au  point  O, 
c'est-à-dire  »'  =  —  1  :  on  obtient  ainsi  : 

/       \  v  v    ■  ""  àn 

(71)  X  coso -T-i  sino -. — l =  o. 

'         au         o<o 

Si  //  ne  dépend  pas  de  6,  on  retrouve  bien  la  normale  en  E  à  la 
Courbe  (e);  le  demi-plan  lieu  de  K'  est  alors  celui  qui  contient  le 
point  E, . 

'•)'!.  Revenons  au  cas  général.  L'existence  d'une  droite  e/,  cor- 
respondant à  chaque  position  du  point  1  équivaut  au  théorème 
suivant  : 

Si  l'on  envisage  ions  les  mouvements  Dit1  qui  saut  contenus 
dans  un  DR-2  donné,  quiont  lieu  à  partir  d'une  position  $!  don- 
née et  qui  sont  tangents,  leurs  cercles  des  inflexions  forment 
un  faisceau,  car  ils  coupent  la  droite  d\  en  deux  points  fixes. 

En  effet,  soit  K'  un  centre  géométrique  des  accélérations.  Le 
cercle  des  inflexions  est  décrit  sur  IK.'  comme  diamètre;  il  passe 
donc  au  point  II.  car  l'angle  IlIK'  est  droit. 

33.  La  possibilité  de  construire  simplement  le  point  H  et  la 
droite  '/,  vrnA  accessible  la  solution  de  diverses  questions  concer- 
nant les  courbure^. 

Supposons  par  exemple  que  L'on  veuille  définir  le  point  K'  et 
par  suite  toutes  les  propriétés  de  courbures  pour  le  mouvement  OÏL* 
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contenu  dans  un  DÏL2  donné,  sachant  qu'un  poinl  M  du  plan 
mobile  doil  décrire  une  trajectoire  donl  M,  sérail  le  centre  de 
courbure. 

D'après  un  théorème  que  j'ai  donné  dans  mes  Leçons  de  Ciné- 
matique, page  îi».  la  polaire  du  poinl  k  par  rapporl  au  cercle 
de  centre  M  qui  passe  par  I.  coupe  en  M,  la  normale  Ml  à  la  tra- 
jectoire. Ou  peut  eu  conclure,  que  réciproquement,  lu  polaire 
de  M  i  passe  au  poinl  lv'. 

En  conséquence,  dans  le  cas  actuel,  on  aura  d'abord  I   en  pre- 
nant la  d'à  ce  de  la  normale  MM,  sur  la  droite  '/,.  ensuite  on  prendra 
la  polaire  de  M,  par  rapporl  au  cercle  de  centre  M  qui  passe  en  I; 
cette  polaire  coupe  la  droite  c/]h  .  que  l'on  >aii  construire,  précisé 
ment  au  point  K'. 

De  même,  si  l'on  définit  le  mouvemenl  OÏL'  contenu  dans  3ÏL- 
par  la  condition  qu'une  courbe  (c)  du  plan  mobile  touche  sou 
enveloppe  (c,)  par  un  point  R  et  que  (c,)  ait  en  R  un  centre  de 
courbure  Ml5  la  droite  RM,  coupe  dx  au  point  I;  en  outre,  si  M 
est  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  (  c)  au  point  R,  le  point  M, 
es!  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  de  M.  On  est  donc 
ramené  au  cas  précédent, 

VIII.  —  Propriétés  du  second  ordre  des  mouvements  plans 

\    DEUX    PARAMÈTRES    DANS    LES    CAS   EXCEPTIONNELS. 

34.  Dans  le  cas  où  a  esl  une  simple  fonction  de  0,  ou  même  une 
constante,  il  n'est  plus  possible  de  prendre  8  et  ©  comme  variables 
de  position. 

Mais  on  peut  alors  adopter  comme  variables  8  el  m,  cette  dernière 
représentant  l'amplitude  de  la  translation  ê1  qui  est  toujours  rec- 
tiligne. 

Les  quantités  en  l.rt.  ;,,t,,  sont  données  par  les  formules  (32). 

Nous  partirons  des  formules  générales  (6i)  et  (62)  qui  con- 
viennent à  tous  les  cas. 

On  trouve  ici  successivement 

—  t)  h — ^  = —  (1  -+-  o')2k  sin  tp  -4-  uo"  cosf  -hf —  -• 


de 


£  +-  -r*  =      (n-o')2"COÎr  +  u<o"  sin (f  —  g'  —  f 
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el 


Il  vienl  ainsi,  pour  équation  de  la  droite  d^,. 

(72)  X  coscp  —  Y  sincp  —  u(f"—  (/'—  g-)  coscp  —  (g'+f)  sincp 

—  2(1  -+-  cp' )**'  =  o. 

35.  Les   coordonnées  du    point    II   où    la  droite  dl    coupe  la 
droite  dt  sonl 

a?n  =  —  ï)  -t-  À||  COS«p, 
,)'h=       ?  -+■  ?H  sincp  ; 

d'où,  en  transportant  dans  (72), 

—  t]  coscp  -4—  ^  fein  cp  -4-  X11 —  cp*  ;/ 

—  (/"'  —  g)  coscp  —  (£"'-(-/)  sincp  —  2(1  +  cp'  )u'=  o. 

(  M-  les  équations  1  32  )  donnent 

—  ï)  coso  -+-  ;  sincp  =  /(f)  )  sincp  —  g- (0)  coscp, 

en  sorte  que  l'équation  précédente  se  réduil  à 

i  7;  i  'au  —  (/'  coscp  -+-  g'  sincp)  —  cp"«  —  2(1  -+-  cp')a'=  o. 

On  se  rend  compte  que  am  esl  la  mesure  du  vecteur  NH,  où  JN 
esl  le  poinl  de  <l\  < j  1 1 1  correspond  à  la  valeur  zéro  de  u\  et  que  u 

lu  i-même  mesure  le  vecteur  \  I . 

L'équation  précédente,  mise  sous  la  forme 

(74)  NH  =  2(1+  cp')  M  —  'i"  11-:  <  ./"  coscp  -h  g'  sincp), 

témoigne  que.   dans   ce    cas,   les   points   II   et   I    tracent  sur   lu 
droite  '/,  des  divisions  semblables. 

36.  Il  esl  aisé  de  comprendre  pourquoi  la  correspondance  pré- 
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sente  ici  un  caractère  >i  différent.  Le  poinl  O,  centre  instantané 
pour  le  3TU  au  cours  duquel  tt  esl  constanl  esl  ici  rejeté  à  l'infini, 
car  8  est  constanl  avec  •!>  el  le  Dit'  <'ii  question  est,  m  réalité  la 
translal  ion  G1 . 

Il  esl  clair  que,  dans  ce  cas,  toul  point  de  la  droite  <l\  esl  une 
position  possible  d'un  point  II  el  toul  point  du  plan  une  position 
possible  d'un  poinl  K'. 

37.  Mais  il  est  un  cas  encore  plus  singulier,  c'est  celui  ou  i-f-œ' 
serait  nul.  C'est  le  cas  du  dernier  OK -  exceptionnel  considéré 
au  n"  13  et  dont  l'étude  fait  aussi  l'objet  du  u°  22. 

C'est  le  cas  du  roulement  sans  glissement  d'une  courbe  (e)  sur 
une  droite  d,  tandis  que  celle-ci  est  animée  d'une  translation  arbi- 
traire dans  un  sens  perpendiculaire  à  sa  propre  direction.  Dans 
ce  cas,  la  formule  géométrique  (~i)  donne  pour  II  un  poinl  fixe, 
indépendant  de  I. 

En  calculant  les  coefficients  de  l'équation  au  moyen  des 
données  des  formules  (58),  on  trouve  cette  équation  pour  la 
droite  dlw,, 

(  7  3  )  X  cos  6  —  Y  si  11  0  —  0"  —  o. 

Si  l'on  observe  que  la  droite  d{  a  pour  équation  [formule  (56)1 
X  sinO  -+-  V  cosO  —  &'  —  o, 

on  se  rend  compte  que  la  droite  (7.V)  est  la  normale  à  l'enve- 
loppe (e)  de  la  droite  c/,  sur  le  plan  II. 

38.  Or,  on  pouvait  aisément  prévoir  ce  résultat. 
Appelons,  comme  nous  l'avons  déjà  lait,  IL   un  plan  solidaire 

de  la  droite  d  (  ou  dA).  L'accélération  d'un  point  M  dans  le  plan  II, 
est  la  somme  géométrique  de  son  accélération  dans  le  plan  Il0  et 
de  l'accélération  du  point  de  coïncidence  dans  le  mouvement  de  no 
par  rapport  à  11,,  attendu  que  ce  mouvement  d'entraînement  est  un 
mouvement  de  translation. 

Or,  dans  le  roulement  de  (e)  surf/,  le  centre  géométrique  K.'0 
des  accélérations  est  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  (e).  L'ac- 
célération de  tout  point  est  la  même  que  s'il  tournait  unifor- 
mément autour  de  K0  avec  la  vitesse  angulaire  égale  à  1 . 
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L'accélération  de  M   esl   donc  le  vecteur  Mlv(P.    Dans  le  mouve- 
ment de  translation,  l'accélération  est  au  contraire  normale  à  </. 

-i  un  vecteur  constant  en  grandeur  et  direction  T.   On  voit 
donc  que.  -i  l'on  prend  sur  la  normale  à  la  courbe  (e)  un  point  M 

tel  'jur  le  vecteur  Mlv0  suit  égal  et  opposé  à  I\  ce  point  M  sera  le 
centre  géométrique  des  accélérations,  dans  le  mouvement  résultant 
du  roulemenl  de(e)  et  de  la  translation.  Ainsi  se  justifie  a  priori 
que  la  normale  à  la  courbe  (e)  soit  ici  le  lieu  du  point  K'. 
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BJANGHI  (Luigi).  —  Lezioni  ni  Geometria  differenziale.  Volume  III  : 
Teoria  délie  Traxformazioni  délie  superficie  applicabili  salle  qua- 
driche.  1  vol.  gr.  in  8,  vi-35o  pages.  Pisa,  Enrico  Spoerri,  1909. 

(  le  Tome  des  réputées  Lezioni  de  Luigi  Bianchi  étudie  les 
surfaces  applicables  sur  les  quadriques.  Dans  le  domaine  des  géné- 
ralités il  n'vi  rien  de  plus  simple  après  l<^  surfaces  développables 
ou  applicables  sur  le  plan.  El  les  quadriques  ne  se  placent  pas  ici 
après  le  plan  uniquement  pane  que  ce  sonl  des  surfaces  du  second 
degré  à  étudier  après  celles  du  premier,  mais  surtout  parce  que 
les  quadriques,  au  point  de  vue  réel  ou  au  point  de  vue  imaginaire, 
sont  des  surfaces  réglées. 

Malgré  tout  cela  l'analogie  avec  les  surfaces  développables  est 
à  peu  près  nulle  et  une  théorie  spéciale  a  demandé  à  naître. 

On  pourrail  d'abord  tenter  de  créer  une  théorie  générale  des 
surfaces  applicables  sur  les  surfaces  réglées  quelconques;  elle  est 
déjà  bien  compliquée,  mais  non  sans  quelques  beaux  résultats  tels 
que  le  théorème  de  O.  Chiefli.  Soit  une  surface  S  applicable  on- 
line surface  réglée R  et,  sur  S,  un  système  de  géodésiques^s'appli- 
quant  sur  les  génératrices  de  R.  Une  asymptotique  a  de  S  coupe 
les  g  en  des  points  où  nous  mènerons  des  tangentes  r  à  ces  g  ; 
le  lieu  des  r  sera  une  R,  applicable  sur  S  en  transformant  a  en  une 
droite. 

Quant  à  l'application  sur  une  quadrique  Q,  elle  repose  essentiel- 
lement sur  l'existence  d'une  infinité  dé  congruences  rectilignes  \\ 
ne  pouvant  avoir  une  première  nappe    focale  S  applicable  sur  Q 
sans  qu'il  en  soit  de  même  de  toutes  les  autres  nappes. 

Soit  S  donnée  par  ses  deux  formes  quadratiques  fonda- 
mentales 

E  du"-  -i-'iFdu  dv  -+-  G  dv* ,         E)  du  -  +  2  D  '  du  dv  -t-  D"  dv"- . 

Au   point  F  (,r,}\  z),  de  S,   menons,  dans  le  plan  tangent  T,  un 

segment  FF,,  tel  que  F,  ait  des  coordonnées  qui,  d'après  l'équation 

Bull,  des  Sciences  inuthém.,   <    série,  t.  X.LI.  (Juillet  nji-.)  i^ 
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de  T.  ont  forcémenl  la  forme 

,  dx  dx  .  <>)■  oy  ,  dz  dz 

x-hl- \-m  —  ,  y  -+-  i '.  - — \-m-^-,  z    ■    I —    4-  m — , 

itlt  ov  ou  ov  Ou  ov 

où  l  el  m  seronl  fonctions  des  coordonnées  curvilignes  //,  v  de  F. 
Les  coordonnées  de  I',  garderonl   même  expression  après  défor- 
mation <le  S  et  les   segments   FF,    formeront  les  coneruences  \\ 
quand,  en  I',,  il  seronl  tangents  au  lieu  de  ce  point. 

Les  I» ,  applicables  sur  Q  peuvenl  s'apercevoir  aussi  dans  les 
congruences  formées  par  les  génératrices  d'une  Q'  confocale  à  Q 
ri  roulant  sur  une  R.  C'esl  la  combinaison  de  ces  deux  ordres  de 
considérations  qui  joue  ici  le  rôle  fondamental;  on  peul  immédia- 
lenieni  traiter  le  cas  du  paraboloïde  hyperbolique. 

SJors  l.i  détermination  complète  de  /  el  ///  dépend  d'une  équa- 
tion de  Riccati  ri  ce  résultai  donne  une  première  idée  de  l'élé- 
gance de  la  question.  En  s'appuyanl  sur  ce  qui  précède  un  peul 
d'abord  établir  que  toutes  les  li,  formenl  une  simple  infinité  de 
surfaces  dépendanl  de  transformations  dites  transformations  B/, 
mais  qu'en  outre  ces  dernières  acquièrenl  la  constante  arbitraire 
introduite  par  l'intégration  de  l'équation  de  Riccati. 

La  constance  du  rapporl  anharmonique  de  quatre  solutions  de 
cette  équation  donne  alors  des  interprétations  adéquates.  I  >e  même, 
entre  deux  points  correspondants  de  deux  quadriques  confocales, 
il  existe  une  loi  simple  dite  affinité  d'Ivory;  elle  se  conserve 
entre  les  lï  ci  R,  applicables  sur  la  Q  considérée  el  des  théorèmes, 
dus  à  tvory  même,  donnenl  des  invariants  métriques  el  des  réci- 
procités entre  positions  respectives  de  plans  tangents,  pour  la  R 
el  la  Q,  dans  le  roulement  qu'elles  peuvent  effectuer  l'une  sui 
l'autre. 

Il  y  a  uni'  théorie  analogue  pour  llivperboloide  à  une  nappe; 
elle  dépend  d'une  équation  différentielle  qui.  sans  être  immédia- 
tement une  équation  de  Riccati,  peut,  du  moins,  se  ramener  à  ce 
type  el  ee  qu'il  v  a  km  de  plus  compliqué  est,  racheté  par  le  cas 
exceptionnellement  élégant  de  l'hyperboloïde  de  révolution. 
Quand  celui-ci  roule  sur  une  li.  son  axe  décril  une  R,  ;  quand  il 
se  déforme  en  une  R,  son  cercle  de  gorge  devient  une  courbe  de 
Bertrand. 

Relevons  encore  ni  les  noms  de  Laguerre,  ceux  de  MM.  Bioche 
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ri  Demartres  el  nous  aurons  montré  que  des  cas  particuliers  de 
haut  intérêl  justifienl  amplemenl  celui  de  la  théorie  générale. 
Mais  ne  perdons  poinl  de  vue  que  celle-ci  n'a  trait  jusqu'ici  qu'à  la 
déformai  1  >  >  1 1  réglée,. 

C'est  dans  un  second  Chapitre  que  nous  étudions  les  transfor- 
mations B*  pour  les  déformations  générales  des  quadriques 
réglées.  Il  est  facile  de  caractériser  l'espril  de  cette  seconde  étude 
si  nous  considérons  bien,  comme  l'indique  le  sous  titre  du  Volume, 
qu'il  s'agil  moins  d'étudier,  de  manière  quelconque,  les  surfaces 
applicables  sur  les  quadriques  que  le.urs  procédés  «le  transforma- 
tion des  unes  en  les  autres.  Les  transformations  cuire  lî ,  réglées 
conservaient  évidemment  des  génératrices  rectilignes;  nous  étu- 
dions maintenant  des  transformations  dont  la  propriété  principale 
esi  de  conserver  i\v<  lignes  asymptoliques  lesquelles,  <mi  parti- 
culier,   sont    transformables  en    droites  d'après    le    théorè de 

Ghieffi.  L'équation  de  Riccatidu  Chapitre  précédent  <•>!  remplacée 
par  une  équation  aux  différentielles  totales,  complètement  inté- 
grable,  c'est-à-dire  donl  l'intégrale  dépend  il  une  constante  arbi- 
traire tout  comme  s'il  s'agissait  d'une  équation  différentielle 
ordinaire.  Toutes  lc>  élégances  déduites  de  l'affinité  d'Ivory  sont 
transformées  mais  non  détruites,  el  les  résultats  d'abord  obtenus 
pour  le  paraboloïde  hyperbolique  se  conservent,  au  point  de  vue 
de  la  méthode,  pour  l'hyperboloïde  à  une  nappe. 

\iMh  quittons  ces  quadriques  réglées  réelles  en  abordanl  le 
Chapitre  111  qui  envisage  maintenant  les  quadriques  à  généra- 
trices imaginaires.  Quelques  préliminaires  élargissent  la  question 
jusqu'à  en  faire  le  problème  général  de  correspondance  de  Sophus 
Lie,  «Miiic  éléments  1./.  r.  z,  /'.  q)  de  surfaces  différentes.  Quanl 
aux  précédentes  méthodes  géométriques,  ell<^  demandenl  surtoul 
ii  être  étendues  mais  non  rejetées  quant  à  leur  esprit  fonda- 
mental. 

Comme  au  Chapitre  I .  on  peul  encore  utili-<  r  les  quadriques  Q' 
confocales  à  Q  pourvu  que  ces  Q'  soient  réellement  réglées.  Mais 
m  associanl  ainsi  des  quadriques  à  génératrices  imaginaires  à  des 
quadriques  à  génératrices  réelles,  on  risque  d'obtenir  des  surfaces 
kds2  équivalents,  mais  non  réellement  applicables  l'une  sur  l'autre 
parce  qu'à  une  région  réelle  de  l'une  correspond  une  région  ima- 
ginaire de   l'autre.   Celte  applicabilité    idéale   semble  avoir   élé 
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étudiée,  pour  la  première  fois,  par  Peterson,  géomètre  russe  de 
grand  mérite,  sur  lequel  Gaston  Darboux  a  attiré  l'attention  à 
plusieurs  reprises,  donl  les  travaux  onl  été  traduits  dans  les 
innales  >/<-  lu  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse  ei  qui,  cepen- 
dant, semble  demeurerdans  un  oubli  immérité. 

L'applicabilité  idéale  n'esl  pas  seulement  remarquable  au  poinl 
de  vue  analytique  ;  elle  condu  il  à  «les  applicabilités  réelles.  A.insi, 
dans  le  cas  du  paraboloïde  elliptique,  les  congruences  ^  peuvent, 
avec  une  première  nappe  idéalemenl  applicable,  donner  une  m  Huilé 
de  secondes  nappes  d'applicabilité  réelle.  Il  peul  même  arriver 
<|ii  mi  trouve  des  résultats  du  plus  haul  intérêl  en  se  proposant 
ii  i  i  h  il  icr  le>  >u  rl,i  ces  a  p|  il  icables  >iir  des  quadriques  imaginaires, 
par  exemple  sur  la  sphère  de  rayon  /.  Alors  les  transformations  B/, 
redonnent  les  fameuses  transformai  ions  de  Bàcklund  entre  surfaces 
pseudosphériques.  Rappelons  aussi  que  Gaston  Darboux  a  cons- 
iriui  les  surfaces  applicables  sur  le  paraboloïde  de  révolution  à 
I  aide  de  courbes  imaginairesà  torsion  constante. 

On  peut  tlirc  que,  jusqu'ici,  la  recherche  «le-  surfaces  appli- 
cables sur  les  quadriques  a  tic  traitée  par  des  méthodes  directes. 
Le  Chapitre  IV  nous  apporte  un  théorème  <lc  permutabilité  d'une 
grande  harmonie  simplificatrice.  I  ne  surface  applicable,  apparte- 
nani  a  une  transformation  1!/,,  étant  connue,  on  peu!  avoir  par 
quadratures  toutes  celles  appartenant  au  même  indice,  le  problème 
dépendant  d'une  équation  du  type  de  Riccati.  Parmi  celles-là,  on 
pcui  en  choisir  une  ei  obtenir  nue  nouvelle  famille  par  de 
nouvelles  quadratures  et  ainsi  de  suite.  Le  théorème  de  permuta- 
bilité donl  il  s'agit  nous  affranchira  de  ces  suites  indéfinies  de 
quadratures;  un  peut  le  comparer,  pour  le  précédent  ensemble 
d'équations  de  Riccati,  au  théorème  du  rapport  anharmonique 
ayant  lieu  pour  une  seule  équation  de  Riccati  ordinaire.  Il  donne 
d'ailleurs  des  théorèmes  géométriques  île  même  physionomie 
et    s'accorde,    de    manière   élémentaire,    avec   la    simple    affinité 

d  Ivorv. 

Les  quadriques  c<>nj  n  nt)<:<-s  en  <h:Jnrni<ili<>ii  et  la  transforma- 
tion Il  font  l'objet  du  Chapitre  \  .  ^.près  la  déformation  réglée, 
nous  avons  eu  recours,  avec  le  théorème  de  Cliielïi.  aux  déforma- 
tions transformant  les  asymptotiques  en  droites.  Les  transforma- 
tions  Il   ont    heu  non   entre  asymptotiques  véritables,  mais  entre 
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systèmes  d'asymptotiques  virtuelles,  en  appelanl  ainsi  des  lignes 
tracées  sur  des  surfaces  correspondantes  el  qui,  par  déformation 
de  ces  surfaces,  peuvenl  devenir  de  véritables  asymptotiques.  Ces 
transformations  II  ne  vonl  pas  -^a  1 1  •-  la  conservation  de  systèmes 
conjugués  qui,  de  ce  fait,  smii  <liis  permanents;  elles  généralisent 
des  transformations  de  surfaces  à  courbure  constantes;  si  les  sur- 
faces à  transformer  sonl  considérées  comme  nappes  focales  d'une 
congruence  \\  ,  il  esl  loisible,  dans  la  transformation,  de  leur 
conserver  cette  origine,  d'où  d'intimes  combinaisons  entre  les 
transformations  II  et  B*. 

Quant  aux  systèmes  conj  ugués  permanents  sur  les  surfaces  résul- 
tant de  la  déformation  des  quadriques,  le  Chapitre  VI  leur  c^i 
consacré  en  entier.  Ces  systèmes  conjugués  n'apparaissent  point 
comme  chose  accessoire;  leur  existence  équivaut,  au  fond,  à  la 
possibilité  de  la  déformation  et  les  étudier  d'abord  c'est  attaquer 
le  problème  sur  un  autre  Iront.  Ce  point  <le  vue  serait  plutôt 
celui  de  Gaston  Darboux,  qui  rattache  la  question  au\  équations 
aux  dérivées  partielles  (4).  Eu  s'en  tenant  aux  quadriques,  on 
peut  dire  que  leur  déformation  revient  à  la  recherche  des  réduc- 
tions 
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en  lesquelles  e  ±  g  égale  une  fonction  donnée  H(a,  (3).  A  un 
théorème  de  G.  Darboux  sur  le  caractère  isotherme  des  systèmes 
conjugués  permanents- sur  quadriques  déformées,  s'en  ajoute  un 
autre,  de  M.  Servant,  sur  la  détermination  par  quadratures  de  ces 
systèmes. 

Tout  ces  résultats  sont  susceptibles  d'extensions  dans  l'espace 
non  euclidien,  ce  qui  est  plus  particulièrement  précisé,  au  point 
de  vue  géométrique,  dans  un  septième  et  dernier  Chapitre  sur  la 
déformation  des  quadriques  de  révolution  et  des  quadriques  tan- 
gentes à  l'absolu.  \J\\  beau  théorème  de  M.  Guichard  lie  les  qua- 
driques  de  révolution  déformées  aux  surfaces  à  courbure  cons- 
tante; c'est    un  nouvel  aspect  de  la  transformation  de  Bâcklund. 


(')  Voir  ses  Leçons  sur  la  Théorie  générale  des  Surf  aces  et  sur  les  applica- 
tions géométriques  du  Calcul  infinitésimal,   IIe  partie,  2°  édition,  1915. 
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Les  propriétés  établies  d'abord  pour  quadriques  bitangentes  à 
l'absolu  peuvent  être  modifiées  de  manière  à  s'appliquer  encore  à 
celles  qui  ne  ion  clic  ni  cet  absolu  qu'en  un  point;  à  la  nature  de  ce 
dernier  contacl  correspond  d'ailleurs  nue  certaine  classification 
des  surfaces  pseudosphériques. 

I)en\  Notes  termineni  l'Ouvrage.  La  seconde,  de  beaucoup  la 
pins  importante,  Ne  propose  de  retrouver  la  marche  des  raisonne- 
ments généraux,  relatifs  à  la  quadrique  générale  Q,  dans  le  casoù 
cette  Q  vienl  à  dégénérer.  Certains  cas  de  dégénérescence  sont 
propres  à  éclairer  d'une  manière  particulièrement  frappante  les 
i  héories  du  corps  du  Volume. 

Le  relard  mis  par  le  Bulletin  à  analyser  ce  Livre,  publié  en 
1909,  ne  peut  lui  nuire  en  rien.  An  contraire,  il  semble  que  la 
déformation  des  surfaces,  de  par  les  efforts  de  l'école  franco- 
italienne,  soit,  justement  maintenant,  en  train  de  progresser  dans 
des  Mues  nouvelles  qui  montrent  combien  Lùigi  Bianchi  a  été 
lie ureux  dans  la  manière  de  disposer  les  diverses  parties  de  son 
œuvre  et  d'orienter  les  chercheurs  dans  les  voies  les  plus  fécondes. 

La  possibilité  des  extensions  aux  espaces  non  euclidiens  a, 
comme  pendant,  l'extension  aux  hyperespaces.  Tentée  sans  pré- 
cautions, cette  extension  semble  d'abord  se  heurtera  une  impos- 
sibilité :  toutes  les  courbes  du  plan  sont  applicables  les  unes  sur 
les  autres  ;  les  surfaces  de  l'espace  ordinaire  nécessitent  des 
choix  qui,  ces  Leçons  le  prouvent,  ne  vonl  point  sans  quelque 
difficulté;  dans  l'hyperespace,  le  choix  est  encore  plus  restrictif. 
(  )n  pourra  consulter  à  ce  sujet  un  Mémoire  de  M.  E.  Cartan 
I  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  i<)i<>,  p.  65)  et  une  JNote 
de  M.  E.  Bompiani  [Comptes  rendus,  26  mars  1917)  qui  établit 
que  l'applicabilité  ne  vapassans  l'existence  de  réseaux  conjugués 
persistants.  G'esl  précisément  le  fait  souligné  par  Luigi  Bianchi, 
dan-,  le  Chapitre  \  1,  alors  qu'il  ne  s'agissait  que  de  l'espace  à  trois 
d  imensions. 

haiis  l'hyperespace  ou  dans  l'espace  ordinaire,  les  géomètres 
onl  encore  de  belles  questions  à  travailler. 

A.  Buul. 
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ECHEGA.RAY  (José).        Conferbncias  sobre  Fisica  matematica.  —  Curso 
de  1910  i'(  19)1  :  Teoria  de  /<>*  torbellînos.    1  vol.  gr.   in   s,    ",<j\  p 
içiii.  Curso   de  [911   '/    1912   :    Teorias  diversas.    1    vol.    gr.    ln-8, 

582  pages;  [912.        Curso  de  1912a  [gi3  :  Ecuaciones  de  la  mecânica. 
1  vol.gr.  in-s.   >3i  pages;    1 9 13.  Curso  de  \\\\\<i  i<hî  :  Teoria  de 

los  torbellînos  {segunda  parte).    1  vol.   gr.    in-s,    55o  pages;    1  »  »  1  ï .  — 
Madrid,  Establecimiento  Tipogrâfico  Editorîal. 

José  Echegaray  disparail  avant  d'avoir  pu  terminer  la  tâche  qu  il 
-'était  assignée  dans  ses  Conférences  <la  Physique  mathéma- 
tique. Il  n'a  traité,  dans  les  Volumes  actuellement  parus,  qu'une 
petite  partie  de  son  programme  :  telle  qu'elle  est,  son  œuvre  esl 
pourtanl  très  notable  et  ne  peul  manquer  d'avoir  une  très  profonde 
et  très  heureuse  influence. 

J'en  ai  déjà  défini  ici  même,  à  propos  des  Volumes  précédents 
de  ces  Conférences,  le-  caractères  essentiels.  Destinée  à  un  pays 
qui  s'éveille  seulement  à  la  vie  scientifique  et  où,  particuliè- 
rement, les  études  mathématiques  ont  été  longtemps  délaissées, 
cette  œuvre  se  propose  un  double  but  :  de  vulgarisation,  en  pré- 
sentant sous  une  l'orme  très  facilement  accessible  les  principales 
théories  de  la  Physique  mathématique;  d'éducation,  en  mettant  le 
lecteur  ù  même  de  poursuivre  ensuite  leur  étude  dans  les  Traités 
classiques  étrangers.  L'originalité  de  ces  Livres  réside  donc  dans 
l'exposition  qui,  descendant  minutieusement  j  usqu'aux  plus  petits 
détails,  aplanit  avec  soin  les  difficultés,  d'ordre  mathématique  ou 
autre,  qui  pourraient  troubler  un  lecteur  encore  peu  familier  avec 
les  études  scientifiques.  Il  n'y  faut  point  chercher  d'originalité 
dans  les  problèmes  étudies,  ni,  sous  les  réserves  précédentes,  dans 
les  méthodes  utilisées  pour  les  traiter  :  l'Auteur  a  largement  puisé 
aux  Ouvrages  classiques  de  Physique  mathématique.  C'est  le  plus 
souvent  aux  Ouvrages  français  qu'il  se  réfère  :  il  est  impossible 
de  ne  pas  le  noter  ici,  en  saluant  en  Echegaray  un  sincère  ami  de 
notre  pays,  imbu  de  la  pensée  des  maîtres  de  la  Science  française, 
dont  l'œuvre  contribue  à  resserrer  les  liens  intellectuels  entre  son 
pays  et  le  nôtre.  J'ai  déjà  indiqué  tout  ce  que  les  Volumes  précé- 
dents doivent  à  l'œuvre  de  Henri  Poincaré;  c'est  encore  de  cette 
œuvre  et  du  Traité  de  Mécanique  rationnelle  de  M.  Appell 
que  Echegaray  s'inspire  le  plus  souvent  dans  les  \  olumes  dont  j'ai 
,1  puler  ici. 
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Le  caractère  précédemment  Indiqué  de  ces  Conférences,  prép  i- 
ratoires  à  l'étude  des  traités  classiques  de  Physique  m  tthématique, 
mais  ne  devant  pas  lc«>  suppléer,  explique  un  certain  laisser-aller 
'lui-  leur  plan,  sans  importance  ici,  mais  qui  constituerait  un 
défaut  dans  1111  cours  systématique.  L'exposition  esl  souvent  Inter- 
rompue de  longues  digressions  parfois  bien  éloignées  du  sujet. 
L'Auteur  n'a  d'ailleurs  pas  à  se  préoccuper  d'être  complet  et  peut . 
'I  m-  l'exposé  d'une  théorie,  laisser  de  côté  des  questions,  pourtanl 
imporl  intes,  p  »ur  en  traiter  d'autres  avec  plus  de  détails. 

Les  quatre  Volumes  des  Conférences,  dont  il  sera  question  ici, 
mit  entre  eux  des  liens  étroits.  Avant  exposé,  dan-  son  Cours 
de  1910-1911,  les  éléments  de  l'Hydrodynamique  et  commencé 
l'étude  de  la  théorie  des  tourbillons,  l'Auteur,  avant  d'appro- 
fondir cette  él  ude  dans  le  quatrième  des  \  olumes  en  question,  est 
ciiuduit  à  développer  la  théorie  du  potentiel  newtonien,  puis  les 
principaux  résultats  de  la  Mécanique  analytique.  Bien  entendu  il 
n'a  pas  limité  l'exposition  de  ces  théories  aux  quelques  résultats 
«pi  1  lui  seront  immédiatement  utiles  dans  l'étude  des  tourbillons  : 
ti m  1  en  restant,  comme  dans  imite-  ses  Conférences,  élémenta ire, 
il  n'en  développe  pas  moins,  dans  ses  C  >urs  de  1 : 1 1  r-1912  el  1  9  1  •>.- 
lui  '>.  il  une  façon  assez  complète,  I  étude  du  potentiel  el  celle  de 
la  Mécanique  anah  t  ique. 

\prè>  le-  explicitions  précédentes  sur  l'espril  dans  lequel  sont 
conçus  ces  Livres,  sur  les  sources  dont  ils  dérivent,  je  puis  me 
borner,  la  plupart  du  temps,  à  indiquer  brièvement  les  sujets 
traités. 

I  )ans  le  premier  Volume,  nue  longue  introduction  |  Conférences 
l.i  i  esl  principalement  consacréeà  l'examen  des  raisons  qui  ont 
déterminé  l'Auteur  dans  le  choix  de  son  sujet  :  outre  son  intérêt 
propre  I,i  théorie  des  tourbillons  c  institue,  par  --es  relations  avec 
I  Electrodynamique,  nue  excellente  préparation  à  l'étude  de  cette 
dernière  théorie;  d'autre  pari,  les  importants  travaux  auxquels 
elle  ,1  donné  lieu  pour  fonder  sur  elle  des  explications  des  actions 
à  disl  mces  par  des  actions  de  contact,  en  font,  consl  ite  Echegara \ . 
une  théorie  de  transition  entre  la  Physique  mathématique  clas- 
sique et  l>'-  1  héories  plus  un idernes. 

L  Viiii'ur.  abordanl  alors  l'étude  des  fluides  parlait-,  établit  les 
équations  de  leur  équil  ibre  el  de  leur  mouvement.  Il  indique  rapi- 
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dément,  el  >ans  faire  aucune  application,  comment  on  résoudra 
les  problèmes  d'équilibre.  \\ani  enfin  formé  les  équations  du 
mouvement  dans  les  deux  systèmes  de  variables  de  Lagrange  h 
d'Euler,  il  donne  quelques  indications,  un  peu  brèves,  sur  la 
façon  dont  se  présentent  les  conditions  limites.  Les  Conférences 
suivantes  (10-12)  sont  consacrées  à  une  étude,  où  l'Auteur  s'est 
efforcé  de  faire  un  appel  aussi  large  que  possible  à  l'intuition,  de 
la  Cinématique  des  fluides  :  élude  des  trajectoires,  notion  de 
vecteur  tourbillon  (en  insistanl  sur  sa  signification  cinématique), 
ligne  tourbillon,  mouvement  rotationnel  el  irrotationnel. 

Se  plaçant  alors  dans  le  cas  où  il  y  a  une  fonction  des  forces, 
et  avant  indiqué  qu'il  s'agit  désormais,  ici  comme  dans  bleui 
d'autres  questions  d'Analyse,  non  pas  d'intégrer  les  équations  du 
mouvement,  niais  de  déduire  de  ces  équations,  sans  intégration, 
le  pins  de  propriétés  possible  du  mouvement,  l'Auteur  aborde  la 
théorie  des  tourbillons. 

11  démontre  d'abord  le  théorème  sur  la  constance  de  la  circu- 
lât ion 

dx  -+-  v  dy  -+-  w  dz 


/'< 


le  long  d'une  ligne  fluide  fermée,  pour  en  déduire  le  théorème  de 
Lagrange.  Ayant  transformé  l'intégrale  précédente  dans  le  flux  du 
vecteur  tourbillon,  il  établit  la  conservation,  dans  le  mouvement, 
des  lignes  el  surfaces  tourbillons.  11  définit  ensuite  les  tubes  et 
lilets  tourbillons,  donne  l'expression  du  moment  de  tels  tubes, 
établit  leurs  plus  immédiates  propriétés.  Se  plaçant  enfin  dans  le 
cas  d'un  mouvement  permanent  et  ayant  fait  observer  qu'alors  les 
lignes  de  courant  el  le  ^\sième  des  lignes  tourbillons  ne  dépen- 
dront pas  du  temps,  il  forme  l'équation  des  surfaces  engendrées 
par  les  lignes  de  courant  s'appuyant  sur  une,  et  donc  une  infinité 
de  lignes  tourbillons.  Dans  le  cas  d'un  mouvement  permanent 
irrotationnel,  l'Auteur  montre  enfin,  avec  exemples  à  l'appui,  que 
la  circulation,  toujours  nulle  si  la  partie  du  fluide  irrotationnel 
est  à  connexion  simple,  prendra  différentes  valeurs  constantes  si  la 
connexion  est  multiple. 

La  partie  la  plus  élémentaire  de  la  théorie  des  tourbillons  étant 
ainsi  exposée,  l'Auteur  se  borne  dans  ce  \  olnnie  à  indiquer  le 
problème  important  :  connaissant   dans  un   fluide  la   distribution 
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des  tourbillons  en  un  instant,  en  déduire  les  vitesses.  Il  se  con- 
tente de  traiter  ici  h u  cas  particulier,  celui  d'un  seul  tube  tour- 
billon de  section  circulaire,  rectiligne  el  indéfini,  posanl  a  priori 
l,i  solution  classique  [mur  la  vérifier. 

L'étude  approfondie  du  problème  que  je  viens  d'indiquer  néces- 
si i.i n i  L'appui  d'autres  théories,  l'Auteur  consacre,  comme  1 1  a  dé  |à 
été  (lit  .m  début  de  cette  analyse,  les  deux  Volumes  suivants  de 
ses  Conférences  à  leur  développement. 

C'est  d'abord  (Cours  de  1911-1912)  la  théorie  <lu  potentiel 
newtonien  :  étude  du  champ  el  de  l'énergie  d'un  système  «le 
masses  discontinues,  étude  des  systèmes  continus  (l'Auteur  se 
borne  ici  à  étudier  les  pot  en  1  iels  solides,  l'existence  de  leurs  déri- 
vées premières  el  secondes  et  à  établir  l'équation  de  Poisson). 
Passanl  alors  à  l'équation  de  Laplace  el  ayanl  nus  en  évidence, 
pour  le  ras  de  deux  variables,  le  lien  entre  cette  équation  el  la 
théorie  des  fonctions  de  variable  complexe,  Echegaray  étudie, 
pour  l'équation  à  trois  variables,  les  propriétés  générales  des  fonc- 
tions harmoniques;  il  pose  ensuite  le  problème  de  Dirichlel  et, 
ayanl  expliqué  comment  on  doit  prévoir  physiquement  l'existence 
de  Isa  solution,  il  développe  la  suite  les  concepts  qui  conduisent 
à  la  notion  de  fonction  de  Green  el  mettent  en  évidence  son  impor- 
tance dans  la  résolution  du  problème  de  Dirichlet.  11  tonne  enfin 
la  fonction  de  Green  dans  le  cas  de  la  sphère.  On  ne  trouvera  dans 
ce  Livre  nulle  indication  sur  les  diverses  méthodes  qui  per- 
mettent, dans  le  cas  général,  de  prouver  l'existence  de  la  solution 
du  problème  de  Dirichlel . 

\  près  avoir  établi  les  conditions  nécessaires  el  suffisantes  pour 
qu'une  fonction  harmonique  soil  un  potentiel,  il  consacre  la  lin 
«le  ce  Cours  à  quelques  exemples  particuliers,  tirés  des  Traités 
classiques  de  Poincaré  et  de  M.  Appell  :  potentiel  d'une  surface 
sphérique  homogène,  du  volume  compris  entre  deux  sphères  con- 
centriques, potentiel  d'un  ellipsoïde  homogène. 

La  dernière  Conférence  esl  enfin  consacrée  à  une  étude  rapide 
de-  polynômes  harmoniques  et  de  leur  application  au  dévelop- 
pement en  série  du  potenl  îel. 

huis  le  Volume  suivant,  Echegaray  expose  la  Mécanique  ana- 
lytique  :  il  justifie  d'abord  la  place  qu'il  donne  à  celle  étude  dans 
ses  Conférences,  en  indiquant  son  importance  en  Physique  mathé- 
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matique;  il  insiste  en  même  temps  sur  les  limites  «In  champ 
d'application  de  cette  théorie,  provenanl  d'abord  du  fail  que  les 
équations  de  Lagrange  ne  s'appliquenl  qu'à  certains  systèmes 
mécaniques,  ci  d'autre  part,  ce  qui  esl  plus  grave  au  poinl  de  vue 
théorique,  du  fail  que,  d'après  les  théories  modernes,  la  Méca- 
nique  rationnelle  classique  doil  être  considérée  comme  une  pre- 
mière approximat  ion. 

Déjà,  dans  le  premier  Volume  de  son  œuvre,  l'Auteur  avail 
établi  les  équations  de  Lagrange,  les  <  1  < '•  < 1 1 1  i •> ;  1 1 1 1  du  principe  de 
Hamilton.  II  les  réétablil  ici  directement,  pour  en  conclure  enfin 
les  équations  canoniques,  en  s'attachanl  beaucoup,  cl  avec  plein 
succès,  à  présenter  le  plus  naturellement  possible  celle  d'ernière 
l  ransformal  ion. 

Arrivant  enfin  au  problème  de  l'intégration,  Echegaraj  étudié 
en  détail  la  théorie  des  parenthèses  de  Poisson,  puis  démontre  le 
théorème  fondamental  de  Jacobi,  ramenant  l'intégration  des  équa- 
tions de  Hamilton  à  la  recherche  d'une  intégrale  complète  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Comme  appli- 
cation de  ces  résultats,  il  démontre  un  théorème  de  Liouville  : 
«   Etant  donné  le  système  canonique 

dg,        dH  dpi  ô\\  .  .  , . 

-X.  =  __ ,  '     =  _  __         {1  =  1,  2,  ...,*), 

dt  dp/  clt  0</i 

dont  on  connaît  /.  intégrales  indépendantes  du  temps,  el  telles 
que  les  parenthèses  de  Poisson  de  ces  intégrales  prises  deux  à 
deux  soient,  nulles,  le  système  s'intègre  par  quadratures.   » 

On  trouvera  enfin  dans  ce  Volume,  après  l'exposé  des  relations 
entre  l'intégration  du  système 

dx{         dx<>  _  _  d.r„ 


el  de  l'équal  ion 


„     dz         v     àz  àz 


une  bonne  exposition  de  la  tliéone  des  multiplicateur-;  de  Jacobi. 
En  terminant,   l'Auteur  démontre    le   théorème   de  Liouville  qui 
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indique  1  existence  de  l'invarianl  intégral 


I  ■  ■  ■  I  <l<h  dÇt    ■  •  dç*  'O'i  ■  ■  ■  dpk; 


l>  m  r  les  équations  de  Hamilton;  on  sail  que  ce  résu  Itat,  important 
en  Mécanique  statistique,  n'est  pas  distinct  de  l'existence,  pour 
les  équations  canoniques,  du  multiplicateur  i  . 

L'Auteur  peut  alors  reprendre  (Cours  de  1913-191  \  1  l'exp  >sé 
de  la  théorie  des  tourbillons.  Après  avoir  indiqué,  assez  rapide- 
ment, les  résultats  généraux  sur  un  mouvement  plan  irrotationnel, 
il  établit,  en  s'appuyanl  sur  les  résultats  obtenus  dans  le  premier 
Volume  pour  la  distribution  des  vitesses  autour  d'un  tourbillon 
filiforme,  les  équations  du  mouvement  de  trois  tourbillons  tili- 
formes  parallèles  :  on  sait  que  ces  équations  se  mettent  aisémenl 
sous  forme  canonique;  l'Auteur  prouve  l'existence  des  quatre 
intégrales  premières  classiques  qui,  grâce  au  multiplicateur  1, 
permettent  d'achever  l'intégration  par  quadratures. 

Il  revient  alors  au  problème  posé  dans  le  premier  A  olume  : 
connaissant  en  un  instant  les  tourbillons,  déterminer  les 
vitesses,  pour  le  traiter  complètement  (détermination  «les  solu- 
tions et  unicité)  dans  le  cas  d'un  liquide  indéfini.  On  sait  que 
la  théorie  du  potentiel  conduit  aisémenl  à  la  solution,  dont  Eche- 
garay  donne  l'interprétation  vectorielle,  sans  négliger  le  dévelop- 
pement des  analogies  électrodynamiques.  Il  établit  ensuite  la 
forme  particulière  que  prend  la  solution,  par  introduction  de  la 
fonction  de  Stokes,  dans  le  cas  d'un  système  de  tourbillons  circu- 
laires de  même  axe. 

Examinant  enfin  le  cas  d'un  liquide  contenu  dans  un  vase, 
I  auteur  montre  comment,  en  remplissant  l'espace  extérieur  d'un 
liquide  immobile  relié  au  premier  par  une  couche  de  passage,  on 
se  ramène  au  cas  précédent.  Mais  les  formules  qui  donnent  la 
solution  contiennent  alors  nonseulement  les  tourbillons,  unis  les 
vitesses  aux  parois  de  vase.  Il  étudie  ensuite  très  sommairement, 
donnant  seulement  une  idée  de  la  méthode,  le  cas  d'un  liquide 
compressible. 

La  fin  de  ce  Cours  est  consacrée  des  questions  assez  différentes. 
Supposant    le   fluide  visqueux,    l'Auteur  établit,  d'après  Stokes, 
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les  équations  du  uvemenl  de  ce  fluide  (il  mel  I » i <i  1  <'n  évidence 

l'analogie  entre  la  méthode  employée  el  celle  qui  permet  'I  établir 
lc>  équations  de  l'élasticité);  l'étude  du  travail  dépensé  dans  l;i 
déformation  d'un  parallélépipède  élémentaire  le  conduit  à  la 
notion,  essentielle  (tour  la  suite,  de  fonction  dissipation  de  Lord 
Rayleigh.  Il  applique  enfin  les  théories  précédentes  à  l'étude  de 
la  chute,  à  partir  «lu  moment  où  la  vitesse  est  uniforme,  d'un 
corps  pesant  de  révolution  autour  de  la  verticale,  dans  un  fluide 
visqueux  :  il  s'a^ii  de  déterminer  la  relation  cuire  le  poids  etla 
vitesse  limite.  L'Auteur  suit  la  méthode  d'exposition  de  l'Hydro- 
dynamique de  Lamb  :  les  équations  «lu  problème  se  réduisent,  en 
coordonnées  polaires,  à  une  équation  simple;  on  eu  trouve  aisé- 
ment les  solutions  particulières  permettant  de  remplir  les  condi- 
tions aux  limites  si  le  corps  es'  sphérique.  Il  n'y  a  alors  plus  de 
difficulté  à  calculer  le  travail  dissipé  par  la  viscosité  et,  comme  il 
doit  être  égal  au  travail  des  forces  de  pesanteur,  on  obtient  fina- 
lement la  célèbre  formule  de  Stokes  qui  exprime  la  vitesse  limite 
cl u  corps. 

Pour  traiter  une  application  de  cette  formule  de  Stokes,  l'Au- 
teur expose  en  terminant,  d'après  Thomson,  la  détermination  du 
nombre  d'ions  contenus  dans  un  gaz  ionisé,  et  par  conséquent  de 
la  charge  élémentaire  d'électricité,  par  observation  delà  vitesse 
de  chute  d'un  nuage  formé  par  détente  adiabatique  dans  le  gaz 
ionisé.  Il  a  glissé,  un  peu  légèrement  sans  doute,  sur  les  points 
faibles  de  la  méthode  [impossibilité  d'appliquer  la  loi  de  Stokes, 
établie  pour  un  liquide  incompressible,  dans  le  cas  d'un  gaz; 
hypothèse  que  chaque  goutte  ne  porte  qu'un  ion  (')]•  H  est  vrai 
qu'il  s'agissait,  non  point  d'exposer  celte  nouvelle  théorie,  mais 
d'illustrer  d'un  exemple  les  théories  déjà  exposées  et  de  montrer 
une  fois  de  plus  l'aide  mutuelle  que  des  branches  toutes  différentes 
de  la  Science  peuvent  se  prêter. 

Joseph   Péris. 


(')  Le  lecteur  pourra  se  reporter,  pour  une  discussion  de  ces  questions  et  pour 
l'étude  des  recherches  plus  récentes  sur  ce  sujet,  au  beau  Livre  de  M.  Perrin  : 
Les  Atomes  (Alcau,  igi3). 
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AL-KHOWARIZMI.  Algebra.  Robert  of  Chester's  Lutin  Transla- 
tion. W'itli  an  Introduction,  critical  Notes  and  an  english  Version  l>\ 
Louis-Charles  Karpjnski.  (Universitj  of  Michigan  Studies,  Humanistic 
Séries,  vol.  XI,  Part  I.)  i  vol.  in-8  jésus.  vn-ioj  pages;  avec  4  planches 
fac-sinaile  de  manuscrits  el  ■">  diagrammes  dans  le  texte.  New- York,  The 
Macmillan  I  lompanj  ,  igi  ">. 

Ce  Livre  esl  mie  contribution  à  l'histoire  des  Sciences  mathé- 
matiques. Dans  une  Introduction,  M.  rvarpinski  étudie  ce  qu  étail 
l'Analyse  algébrique  avant  A.l-Khowarizmi;  il  indique  les  pre- 
mières apparitions  de  l'équal  ion  du  second  degré,  les  construcl  mus 
des  racines  que  l'on  connaissait.  Puis  il  donne  quelques  rensei- 
gnements >  1 1  r  le  grand  mathématicien  arabe  Vl-Khowarizmi,  sur 
ses  divers  Ouvrages,  el  en  particulier  sur  son  algèbre.  Il  analyse 
lin  11  h  en  ce  qu'il  eue  cri  le  A  Inclue  sur  le  développemenl  des  Mathé- 
matiques. Il  attire  ensuite  notre  attention  sur  Roberl  de  Ghester, 
el  les  autres  traducteurs  d'arabe  en  latin  de  l'époque.  Il  indique 
le>  omissions  ou  altérations  de  la  traduction  en  latin  faite  par 
Floberl  de  Ghester  de  l'Algèbre  d'Al-Khowarizmi,  el  leurs  causes, 
en  s'appuyanl  sur  le  texte  arabe  de  l'Algèbre  publié  par  Rosen.  Il 
énumère  el  compare  les  divers  manuscrits  de  la  traduction  de 
Roberl  «le  (  Ihester. 

Cette  Introduction  esl  suivie  de  la  publication  du  texte  latin 
avec,  en  regard,  la  traduction  en  anglais,  le  toul  accompagné  <le 
nombreuses  Notes  explical  i\  es. 

Le  texte  a  été  très  minutieusement  étudié,  el  traduil  conscien- 
cieusement. Mu  reste  le  Livre  se  termine  par  un  lexique  latin- 
anglais,  où  M.  riarpinski  s'esl  donné  la  peine,  pour  chaque  mot, 
d'indiquer  la  page  el  la   ligne  où  la  traduction  esl  utilisable.  De 

l'Algèbre  elle-même  je  ne  «lirai  rien,  s i  qu'elle  sera  utile  aux 

savants  qui  s'intéressenl  à  la  manière  donl  on  traitait  au  xnesiècle 
les  problèmes  du  second  degré. 

R.   Le   \  \v  lsseur. 


M  EL  ANGES. 


Mil.  \  \(.l> 


SUR    LES    TRANSFORMATIONS    PONCTUELLES 
QUI  CONSERVENT  LES  VOLUMES; 

Par  M.   E.   GOURSAT. 


On  n'a  pas  encore  donné,  du  moins  à  un  connaissance  ('),  In- 
équations lime-..  ->,in-  aucun  signe  de  quadrature,  'lu  groupe  infini 
formé  par  !<■-  transformations  ponctuelles  qui  conservenl  les 
volumes  clans  l'espace  à  //  dimensions,  \v.mi  été  conduit  à 
m'occuper  de  cette  question,  à  propos  de  certaines  généralisations 
du  problème  de  Pfaff,  j'ai  obtenu  un  système  d'équations  assez 
simple  pour  représenter  ce-  transformations.  Le  même  résultai 
peul  aussi  s'établir  par  une  voie  lié-  élémentaire  que  je  vais  indi- 
quer ici. 

1.  La  solution  du  problème  est  bien  facile  pour  n  =  2.  Cepen- 
danl  j'étudierai  d'abord  ce  cas  particulier,  parce  que  la  méthode 
qui  s'applique  à  n  quelconque  est  une  extension  naturelle  de  celle 
qui  fait  l'objet  de  ce  paragraphe. 

Les  transformations  ponctuelles  du  pi. m  qui  conservenl  le-  ,ures 
-nui  définies  par  If-  formules 

(1)  X  =  J\  x.  y),         Y  =  o(x,  y), 


(')     Depuis    que    ces    liunr-     sont    écrites    (janvier    1916),    j'ai     reconnu     que 
M.  Demoulin  s'était  déjà  occupé  de  la  résolut] le  l'équation 

D(m,,  11  .   ....  ua) 

— — ' 2T=F(.r„  x2,     -..^J 

D(.rr  x xn)  '       2 

qui  se  ramène  par  un  changement  de  variables  à  l'équation  dont  je  m'occupe, 
correspondant  au  cas  ou  F  =  i  {Résolution  d'un  problème  de  Calcul  intégral, 
Comptes  rendus,  t.   1">7.  p.    t5o5,  i<j  décembre  191  i).  M.  Demoulin  indique  com- 

in- ut   i.n   peut    résoudre   le  problème  de   proche  en   proche  pour  n  =  2,  '•>.   \ 

mais  il  ne  donne  pas  les  formules  définitives  qui  conviennent  au  cas  général. 


212  PREMIÈRE   PARTIE. 

où  les  deux  fonctions  /    «  .  i  >.  b (a  .  y)  satisfonl  à  la  relation 


*  = 


t>(^,r) 


Il  a'\  .1  pas  lieu  de  distinguer  le  cas  où  A  =  —  i  du  cas  où  A  =  i , 
car  "ii  passe  de  l'un  à  l'autre  en  permutanl  x  et  r.  ou  K  el  Y,  du 
encore  en  changeanl  \  en  —  \ .  Pour  trouver  tous  les  systèmes  de 
deux  fonctions  f( x1  y),  a  ./\  y),  vérifiant  la  relation  (2),  nous 
pouvons  toujours  supposer  que  v(x:  y)  dépend  de  y.  En  effet, 
celle  fonction  dépend  au  moins  de  I  une  des  variables  x  ou  y,  si 
elle  ne  renfermait  que  ./ .  il  suffirait  de  permuter  x  el  y  pour  être 
ramené  au  cas  où  elle  contient  y.  On  peul  donc  supposer  la  seconde 
équation  du  système  (1)  résolue  par  rapport  à  r.  et,  en  rem- 
plaçanl  y  par  son  expression  dans  la  première  équation,  le 
système  1  1  1  esl  remplacé  par  le  système  équivalent 

(3)  X  =  l'i.r.  \  |,  *  ./.  V  1  =  y. 

De  ces  équations  on  tire  immédiatement 

D(X,  Y)  _  à¥  «X 
D(a?,  y)        o.r  dy  ' 

mais  la  dérivée  -r-  de  la  fonction  implicite  ^  définie  par  la  seconde 

dy  I  ' 

équation  (3)  est  donnée  par  la  relation 


Un  ,1  donc 


oX   ày        l- 


D    \.  Y  1        oY      ,/-!> 


I)(  .r,  y  )         dx   '  d\ 

el  la  cond  ition  A  -     1  de\  ienl 

0  F(x,  Y)       ./'!•-  x,  \ 


(4) 


d\ 


Les  fonctions  Fi  /.  1^  l,  *&(x,  Y)  sont  donc  les  dérivées  par- 
tielles d'une  l'onction  I  -  /  .  1  1.  el  le>  formules  <pii  définissenl  la 
transformai  ion  sont  ^\c  la  forme 

..  Y       dU(;r,Y)  dl](.T.Y) 

(  J  )  \  = t-, '  =  Y- 

oX  ôx  J 
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Inversement,  quelle  que  soil   la  fonction  U(x:  ^  >.  pourvu  que 

la  dérivée  seconde r,  ne  soil   p.»--   nulle,   le  calcul   précédenl 

prouve  que  les  formules  (5)  défînissenl  une  transformation  du 
plan  (|ui  conserve  1»'^  aires.  Cette  fonction  l1  étanl  choisie,  pour 
avoir  les  expressions  explicites  de  X  ci  de  ^  ,  il  (audra  résoudre 
la  seconde  équation  par  rapport  à  1  .  Il  (audra  au  contraire  résoudre 
la  première  équation  par  rapporta  .r  pour  avoir  les  formules  expli- 
cil  es  de  la  i  ransformal  uni  in\  erse. 

On  aura  par  exemple  les  transformations  qui  fonl  correspondre 
aux  droites  parallèles  x  -  const.  les  droites  parallèles  X  =  const., 
eu   prenanl    pour   l     uni'    fonction    linéaire   de   N. 

U  =  V/(.D  H-  o\r  I. 

Les  équations  (5)  peuvent  aussi  s'écrire,  en  introduisanl  deux 
paramètres  auxiliaires  -/.  [i, 

(6)  x  =  *,  Y  =  %  \-      -— ,  y  = 


pour  avoir  une  correspondance  entre  les  points  de  deux  plans  avec 
conservation  i\es  aires,  il  suffil  d'associer  les  points  (./•,  y), 
(X,  Y)  qui  correspond  en  I  à  un  même  sjstème  de  valeurs  des 
paramètres  a,  [j.  La  vérification  e>i  immédiate,  car  on  a 

I).  V  Y)        Di. r.  y)        d*\J 


D(a,  [3)      "    D(a,  p)         da  d$ 

Si  la  fonction  f(x,  y)  contient  x,  on  peut  de  même  écrire  les 
formules  qui  définissent  la  transformation 

ôV(y,X)  d\(y,X)  = 

{     >  dX         '  dy  ' 

el  l'on  \érilie  facilemenl  que  les  deux  fonctions  l    et  V  se  dédui- 
sent l'une  de  l'autre  par  la  transformation  de  Legendre. 

Remarques.  —  i"  Si  l'on  remplace  \  par  son  expression  expli- 
cite 'f(.r,  y)  dans  la  fonction  l  i  r.  Y),  le  résultat  esl  une  fonc- 
tion \\(jl\v)  dont  on  a  immédiatement  la  différentielle 

dH  =  dU  =  XdY+ydx. 

Inversement,  étant  donnée  une  fonction  quelconque  H(x,jk), 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XLI.  (Juillet  1917.)  i5 


.,  j  PUE  M  1ÈRE   PARTIE. 

-i   l'on  a  mis  la  différence  dH.  -      i  dx  sous  La  forme  \  '/^  ,  on  en 
<  h  il  h  ii  une  transformation  qui  conserve  les  aires.  Toutes  les  l  rans- 
format ions  que  l'on  déduil  ainsi  d'une  fonction  1 1 1  ./•,  y  \  se  ramè- 
nent faci  lemenl  l'une  à  l'autre. 
2°   I  j  équa  tion 

",VVlT^7i  =  ""•'')• 

(lui  se  présente  quand  on  cherche  imi>  les  modes  de  correspon- 
dance entre  les  points  de  deux  surfaces  quelconques  qui  conservenl 
les  aires,  se  ramène  à  l'équation  (2)  par  un  changement  de 
variables.  Posons  en  efïel 

\,=  /  iK\.  \)(/\,       v,=  v,       xx=  j  t(t, y)dx,       yi=y; 

on  a 

IX  X,.  Y,)  _  IMX,,  Y.)  Di  X,  Y)  .  Djruyi) 
D(xuyi)         D(X,Y)    \>{x,y)   '     D(x,y) 

el  la  relation  (7  >  esl  remplacée  par  l'équation 

D(X1,YI)  =  | 
D(a?i,^i) 

2.    Dans   le  cas  *\r  //  quelconque,  le  problème  peul  être  posé 
ainsi  :  Trouver  les  expressions  les  plus  générales  de  n  fonctions  \  , . 

\_, \„  de  n  variables  indépendantes   /■,.  ■>■>.  ...,  xn  vérifiant 

l,i  relation 

D(X,.X,.  ...,X„)        . 


(8) 


I  »l  .'1  .  .'j x„  ) 


Il  esl  clair  que  l'on  peul  choisir  arbitrairement  n  —  1  des  (onc- 
tions   \,,    par   exemple    \, \„    ,.    pourvu    qu'elles    soient 

distinctes,  ri  l,i  dernière  X„  est  alors  déterminée  par  une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  dont  l'intégrale  générale 
s'obtiendra  en  ajoutant  à  une  intégrale  particulière  une  fonction 
arbitraire  de  K,,  ...,  X„_,.  Mais  on  ne  voit  pas  immédiatement 
comment  il  faul  choisir  les  n — 1  fonctions  \  ,....,  X„  ,  pour  que 
cette  équation  aux    dérivées    partielles   puisse   être    intégrée   en 
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termes  lim>.  En  procédanl  d'une  autre  façon,  qous  allons  montrer 
commenl  on  peul  former  un  système  de  n  équations  dépendanl 
de  n  —  i  fonctions  arbitraires  de  n  variables,  et  définissant,  quelles 
que  soienl  ces  fonctions,  n  fonctions  implicites  \ ,  des  variables  xi, 

\  enlianl   la  ici. il  ion  (8). 
Soient 

1       M  : ■-./  1  I  •'  l  •  ■' '■> Vn  I, 

,    *  |  X,  =  /2l  ',.'   .  .  .  ...'■„  i, 

l  X„=/ra(:r,,  t., /„  i 

les  équations  qui  définissent  une  transformation  ponctuelle,  pour 
laquelle  le  iacobien  - —    '•  2'    '  "  •  "    esl  différent  de  zéro.  On  peut 

1  J  I'1    'I,    -''i, P«    »  l 

toujours  écrire  ces  formules  sous  une  forme  un  peu  différente.  La 

fonction  fn  dépend  de  rime  au  moins  des  variables  ./ -, , ./ 2 /  „  ; 

en  changeant,  s'il  est  nécessaire,  Tordre  des  indices  des  varia- 
bles Xi,  on  peul   supposer  que  fn  dépend   de  xn.   I  )e   la   relation 

XN  =  _/'„«  x , .  ./ •_. /■„).  imaginons  que  l'on  tire  xn  en  fonction 

de  x, rn    |,  \n.  cl  que  l'on  remplace  x„  par  l'expression  ainsi 

obtenue  dans  le>  fonctions  ft ,  y2,  — J'„  i]  \| Xw  ,  s'expri- 
meront au  moyen  de  .r,.  ./  .2 xn    ,.  \„.  La  fonction 

dépend  de  l'une  au  moins  des  variables  ./-, .  a?2 J'n  \  •  ('•,,'  autre- 
ment X„_,  et  X„  ne  seraient  pas  indépendantes.  Pour  la  même 
raison  que  tout  à  l'heure,  nous  pouvons  supposer  que  on_  ,  dépend 
de  Xn-i-  On  peut  alors  exprimer  xn_K  au  moyen  de  x,.  x-2,  .... 
xn-  ■>-  X.B _  i .  \/,  ci.  en  portant  celte  expression  de  xn_  \  dans  les  fonc- 
tions précédentes,  \, Xw_2  s'expriment  au  moyen  de  xt,  ..., 

Xn_2,  X„ _, .  Xfl.  En  continuant  de  la  sorte,  on  voit  que  les  équal  ions 
qui  définissent  une  transformation  ponctuelle  réversible  peuvent 
toujours  être  mises  sous  la  tonne  suivante 

X,      =  F1(r1,X,,X3,  .  ...X,;i. 
X,      =  F,(x1:  x 2,  X3,  ..  ..  X„), 

••■•• 

X„-i  =  F„_i(ar,,  .r, .r„_,,  X„  l, 

X„     =  F„<  xu  .r,.  '.. .,  xn). 
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P ■  passer  des  formules  (9)  aux    formules  (10)   il   peul    <,jin' 

uécessaire  d'effectuer  une  permutation  sur  les  variables  ./,.  ce  qui 
peul  changer  le  signe  <lu  jacobien,  mais  ce  changemenl  <le  signe 
n'a  aucune  importance  pour  la  question. 

I  ,e  jacobien  prend  une  forme  particulièrement  simple.  On  a  en 

effet 

_  Di\,,X„  ■  ■■■X,,)  =  àF_  \u\,,\3.  ....\„) 
D{Xi,x2,  .  . .,  x„)         ùxx    D(.r2.  x3,  ...,./•„  ) 

puis 

1>(  Xa.X3.  ...,\„)  _  dVj_   Di\, \„) 

D(ar2,  x3,  ...,xn)   ~  dx.2    D(.r:i v„  1  ' 

■  • ■  •  • •  •  • ) 

D(X„-t,  X^.X,,)  =  dF„_2  D.X„    ,.X„) 
D(xH-i,xn-i,xH)         c?.r„_2    1M  .?-„_,,  xn) 
D(X,-i.X„i  =  «F„-x  d\„  =  àV„   ,  dF„ 
D(xn-X,  xn)   ~  àXn-t   dx„         dxa-\    àxn 

et  par  suite,  en  multiplianl  membre  à  membre. 

L  =  dFt  <?F2        d¥n 
dx\   dx<i         dxn 

Pour  que  A  soit  différent  de  zéro,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque 
fonction  I ' ,  contienne  la  variable  .r,  :  il  est  évident  que  la  transfor- 
mation est  alors  réversible. 

Par  analogie  avec  la  forme  qui  convient  au  cas  où  n  =  2,  nous 
écrirons  la  première  des  équations  (10) 

_         dUi(a?i,  X„  X3 X„> 

Xl== S5 ' 

la  fonction  l  ,  u'étant  pas  complètement  déterminée  puisqu'elle 
<■-!  une  quelconque  des  fonctions  qui  vérifient  la  relation 

-^  =  F,i ./ ,.  \,.  .  . .,  X„). 

\\111i  choisi  une  de  ces  fonctions  1  ,.  si,  dans  la  dérivée 

dU^.  X, X,,)^ 

dXi 

on  remplace  X2  par  F2(xt,  a?2,  X3,  ...,  X«),  le  résultat  de  la 
substitution  est  une  fonction  de  x , .  ./•.,.  \:! .  —  X„  que  l'on  peut 


représenter  par 
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dX, 
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de    sorte  que   la  seconde  <!<•-  équations    (10)    esl    remplacée   par 
l'équation 

dUt(a?,.  X,,  ....  \„)        Ol\i<.rl..Ti,X:<,  ...,X„) 


<)T, 


,/\ 


On  peul  continuer  ainsi  jusqu'à  l'avant-dernière  équation  du 
système  (10),  de  façon  à  mettre  les  n  —  i  premières  équations  de 
ce  système  souj  la  nouvelle  forme 

dVt(xXl  X2,  X3 X„  i 


X. 


0X0 


ô  U1(ar1,  X2,  .  .  .,  X„)        à  U,(a?i,a7,,  X3, X„  ) 


O.r , 


0\ 


à  U,(a?,,  .r.,,  X,.  .  .  ..  \„)  _  0  \J:i(xl,T,..r,,  \.,  ..^X,,) 

dX-, 


dr. 


da?„-2 

Quant  à  la  dernière  équation  (10),  nous  l'écrirons,  en  la  suppo- 
sant résolue  par  rapport  à  x„, 

W(xu  x-2,  . .  .,a?n-i,  X„)  =  x„. 

Les   fonctions   F2,   F-3,  ...,  Y n   s'obtiendraient  en  résolvant   les 
équations  précédentes,  par  rapport  à  X2,  X3 \„.  Les  dérivées 

âxi     dxo  dx„ 


> ii t  fournies  par  les  relations 


dF,  d*Ui 


dXi  dX\  dX-, 

d*U,     dV,  oH~, 


dx\  <i\-i  dx-,  d.i  2  c)X:i 

c»2  U-2     dF3  _  à*  U3 

dr.,  <)X:i  dx3  0xz  cL\4 

o2U„_,        dF„_, 


d<ï> 


ûxn-2  e»X„_,   £/.r;/_i         da^-t 
<WT    <)Fra  = 
0Xfl  cte,, 
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En  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  el   supprimant 
les  facteurs  communs  aux  deux  produits,  il  reste 


Oxi   to2  àxn  à\n        àx„    i 

Pour  que  !<•  jacobien  A  soit  égal  à  un,  il  faut  el   il  suffit  que  l'on 
ail 

dX„        d.r„_i' 

c'est-à-dire  que  <I>  et  W  soient  de  la  forme 

à  \}n-i(xx,  X.y,    ..  .,  Xn-U  \„) 


* 


T 


û  U„-i(a?i,a?3,  .  ..,xn-x,  X„) 
dx„-, 


Les  équations  qui  définissent  la  transformation  peuvent  donc 
être  mises  sous  la  forme 

à  Ui(o7,,X2,X3,  ...,X„j 

<A., 

t)Ui(.r„X8>X3,  ...,X„)  =  dU1(TUxi,Xa,...,XH) 

dxl  âX3 

à  Uo(.ri,  x.,,  \3,  .  .  .,  X„)  _  à\J:i(xl,x.2,xi,  Xt,  .  .  .,  X„) 

Or,  dXu 

1  ? 

dU„_2(a?i,  .  . .,  3?,,-2,  X,,-,,  X»  )  _  dU,,-^^!,  .  .  .,y„-i,  X„  ) 

<**■«- 2  e>X„ 

d  U„-  ,(.r,,  .  .  .  ,xn-i,  Xn) 

=  Xn- 

dx„    , 

Inversement,  étant  données  // —  i   fonctions  arbitraires  de  leurs 
arguments 

!),(./■,,  X,,  ...,  X„),       U, (.ri, ./•,,,  Y,,  ...,  X„),       ...,       U„    ,(.r,,  ...,x„-i,  X„), 

telles  que  les  dérivées  secondes 

d-Vi  JMU  <)9-U„-i 

dx\  i>\->  '      dx-i  d X:i  '  <>^/(-i  CXW 

m-  soienl  y.\^  nulles,  les  équations  (12)  peuvenl  être  résolues  de 
proche  en  proche,  en  commençant  par  la  dernière,  par  rapport 
a  \„.  \„    , \,.  d  il  résulte  du  calcul  précédent  que  le  jaco- 
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bien  de  ces//  fonctions  Xt- par  rapporl  aux  variables  xK v,n 

esl  égal  à  un.  La  solution  .1  bien  le  degré  de  généralité  voulue.  On 
aurail  la  transformai  ion  inverse  en  résolvanl  les  équations  (12),  en 
commençant  par  la  première,  par  rapporl  à  j|,  xir  vn. 

3.    Lorsque   les   fonctions   I  , Un    ,    sonl   égales  respecti 

veinent  à  xK  V.,  x-2  V, c«    ,  K«,  les  formules  (12)  de\  iennenl 

\i=  xi  (i  =  1 ,  2 »),  et  l'on  retrouve  la  transformation  iden- 
tique. Si  l'on  a  U,  :a?iX/+f,  sauf  pour  une  valeur  de  I  indice 
i  =  p.  on  obtienl  une  transformation  particulière  définie  par  les 
formules 

\,  =  Xi  (i^p,  i  ^  P  +  l): 

à  Up(a?i,  -r.j r/(.  \/)+|,  .  .  .,  \„) 


(i3)  {      p  dXpH_, 


dUp(a?i a-^.X^+i \„)   _ 

0x„  --*p+i. 

nous  dirons  pour  abréger  que  celle  transformation,  qui  ne  change 
que  les  deux  variables  .vf),  .r/)+,.  esl  une  transformation  binaire. 
Nous  allons  montrer  que  la  transformation  générale  définie  par 
les  formules  (12)  r.s7  un  produit  de  transformations  de  cette 
espèce . 

Considérons  en  effet  les  deux  transformations  T',  T",  définies 
par  les  forum  les 

X  j  =  X 1 ,  .  .  .  ,  X  p  =  X  p  , 

,  à  U,,+i  ( x{.  .  .  .,  &p+\,  Xp+2 ,  .  .  . ,  xn 


/,+  1  —  àx'    „ 


T,      /  ù  {]p+t(xu  ....  ,r/)+i..r^,,  ...,  .r,',)  _  ^U,,+2(.rh v ,,+,,  x'p+z x'„) 

àxp+i  àx'p+3 

d  Vn-iix^x, xn-x,x'n) 


X, 


àxn-X 
dU,«,  X2,  ...,X„) 


(T") 


dX2 

dU^a-',,  \a,  ...,  X„)  _  dU^.r'j.X, \„) 

dUp^'i,  ..m^,X/i+i,  ...,Xn\  _     , 

ôx'p  -^p+i. 
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Le  produil  I  des  deux  transformai  ions  1  .  T",  clic  ci  uées  sueces- 
sivemenl  esl  précisément  défini  par  les  formules  (12),  car  on 
obtient  ces  formules  en  éliminant  les  variables  .rt  cuire  les  deux 
g roupes  <le  formu les  précédent s. 

En  faisant  p  =  n —  2,  la  transformation  T  est  décomposée  en 
un  produit  de  deux  transformations  dont  l'une  T'  ne  change  que 
les  deux  dernières  variables 

3?l  =  X\  .  .  .  .?'„_. 2   =  3"  ri— 2; 


tandis  que  l;i  transformation  T"  est  une  transformation  de  la  forme 
générale  1  12),  ne  portant  que  sur  les  ;/  — ■  1  variables  a?,,  .r!,,  ..., 
x'n  .,  jointe  à  l'équation  Xrt=  x'n.  On  peut  à  son  tour  décom- 
poser T"  en  un  produit  de  deux  transformations  dont  l'une  ne 
porte  <jue  sur  deux  variables,  et  l'autre  sur  n —  2  variables.  En 
continuant  de  la  sorte,  il  est  clair  qu'après  n  —  1  opérations  on 
aura  décomposé  la  transformation  considérée  en  un  produit  de 
n  —  \  transformations  de  la  forme  (i3),  dont  chacune  ne  porte 
que  sur  deux  des  variables. 

Remarque.  —  L'équation 

<■«   ■■^■■^••••x-'°^::^:;:::;^,)='('--'» -> 

se  ramène  à  la  forme  (8)  en  posant 

Y,=  /n(Xi,X„  ...tXn)dSLu         Y2=X2,         ....         Y„=X„. 
y\=  I  ~{xuXi,  ...,xn)dxu  Yï—X1t         ••■■>        yn=xn. 

A.  J'avais  d'abord  obtenu  les  formules  (12)  en  partant  de  con- 
sidérations empruntées  à  la  théorie  des  formes  symboliques  de 
différentielles,  qui  généralisent  la  Remarque  I  du  premier  para- 
graphe. Soit 

a>  =  2Aaias...o„  -,  dxai  drx,  .  .  .  <-/.ra„_, 

une  forme  symbolique  de  degré  n  —  1.  où  les  coefficients  sont 
des   fonctions  des  n  variables   indépendantes  #(,  x-2,  •••,  x,n  la 
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sommation  étanl  étendue  à  toutes  le>  combinaisons  //       i  à  //       i 
des  //  premiers  nombres.  Nous  dirons  avec  II.  Poincaré  que  (0  esl 

uni'  différentielle  t<>t,tlr  symboliques]  l'intégrale  multiple    /  <•>, 


:lconque    E,.   ■    «le    l'espa 


étendue    a    une     variété    termee    quelconque    \Ln   y    ne    L'espace 

à    //    dimensions,    esl    nulle,    les    coefficients    el     leurs    dérivées 

partielles    étanl    --iif»[»  »~-«-->    continus    sur   \.„    i    el    dans    la   variété 

à   //   dimensions    EH    limitée   par  Ew_|.    rouie   forme   symbolique 

(IV  |  il  Y  2 . .  .  f/l'  «_  i  est  une  différentielle  totale,  quelles  que  soient 

les  fonctions  I-,.  Fa I-  „    ,,  el  il  en  esl  évidemmenl   de  même 

de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de   produits  symboliques 

de  celte  espèce. 

Cela  posé,  soienl  \  , ,  X;,.  ....  \„  ;le>  fonctions  de  .r, .  ./% >' n 

el 

Fi(a7i,  X2,  ...,  X„),     F2(xu  x2,  X3,  ...,Xn),      .... 

r  h-  \(3?\. Vu    i .   \  „  ) 

mi   système  <le  n  — -  i    fonctions  arbitraires  de    leurs  arguments. 
La  forme  symbol  ique 

oj„  _  i  =  dx\  r/.r.j  .  .  .  dx„   .,  dFn  -  \  —  dxt  dx*  . .  .  dx„   3  d\„  dV „   2  -+-  .  . . 
■+■  dx1dXlk  .  . .  dX„dF 2  +  dX3dXk  •  •  •  dXndFi 

est   une   différentielle    totale,   et   en   la   développant,   d'après    les 
règles  du  calcul  symbolique,  on  .1  aussi 


w„    t  =  —  dxi  c/./o  . .  .  dx  i,    !  —  dx\  . . .  dxn-  ■>  dXn 


OXa-x 
-h  d.r{  . .  .  d.r„    ,d\,,    ,  dXn 


dX, 


0xn    J 


\âFn   3       dF„ 


\àx„    3        dXn 


±dxtdX3.    .dXn\^  -  dp-\  +  dXidX3...dXn  ^1. 
[dX3        ôXi  \  o\-2 

Si  les  fonctions  \,.   V, KH  vérifient  les  relations  (12),  où 

l'on  aurait  remplace  I  ,  par  I,.  l'expression  de  (>>,,_,  se  réduit  à 

cu,(_i  =  xn  dxy  dx-2  .  .  .  dx„-\  zp  X]  d\2  .  .  .  dX    . 

Lorsque  le  point  (xt,  x>,  ...,  x„)  décrit  une  multiplicité 
fermée  E„_,,  le  point  1  K,,  K2 X„)  décrit  aussi  une  multi- 
plicité fermée  L,_,  et.  puisque  <o„_,  est  une  différentielle  totale, 
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les  deux  intégrales 

/         ,r„(/,'v/r,  .     .'/'•„     i       «'I         /  XirfX2...rfX„ 

•    E,._,  *  Eh-, 

-  mi  égales  .m  signe  près. 

Or  ces  deux  intégrales  sonl  aussi  égales  au  signe  près  aux  deux 
intégrales 

Ç  //./-,  //./•,.    .  <!,■„.      I  ,/\,  ,/\, .  . .  ,/\„ 

étendues  aux  variétés  correspondantes  à  n  dimensions  E„  et  E^, 
qui  sonl  limitées  respectivemenl  par  E„ „  (  el  E) 


n  i 


SUR  L'IMPOSSIBILITÉ  D'UNE  CERTAINE  GÉNÉRALISATION 
DES  TRANSFORMATIONS  DE  CONTACT; 

Pau   M.    P.    DROUIN. 


1.   Soit  le  système  du  premier  ordre 
(i)         Fj(a?,  ...xp,  zx  ...zm,  p\  ..  .p"pl)  —  o        (i  =  i,  2,  . ..,  fi), 


•  i  •••-•/// 


sonl   m  fonctions   inconnues  de  p  variables  xt...x/n 

el  où  l'on  a  posé  />,  =  -y— ■•  On  peul  duc  qu'intégrer  ce  système, 

c'esl    trouver   toutes    les  i>i(p   f- 1)   fonctions   r,...^w,  p\  ■■■/>"', 
de  r s  . .  .x pi  satisfaisant  aux  équations  (1)  el  aux  équations 

(2)  0,       tlzj—  i<\  dx\  —  />',t/.r-,  — ... — ppdxp=-o. 

En  suivanl  une  voie  toul  à  faii  semblable  à  celle  qui  conduit 
,tu\  transformations  de  contael  dans  le  cas  où  ///  -  1,  on  pourrail 
se  proposer  de  déterminer  m (jd  •  i)  nouvelles  fonctions  Zt .. .  ZOT, 
P]  . . .  P™  de  />  nouvelles  variables  \  (  . .  .  \7,,  | >.> i-  la  condition  que, 
en  posant 

a,  idZi—  ijw/xi-  p[dx.s— ...—  p;,^x/m 


Mil.  INGES. 
mi  ait,  entre  les  A  el  les  '>.  ///  relations  linéaires 

i  =  m  i  =  m 

(3)  V  „'  rJ:      V  \; ai  =  o        (r  =  i,  2,  ...,  m), 

où  le  déterminanl  des  a  el  celui  des  \  soienl  tous  les  deux  diffé- 
rents de  zéro,  en  sorte  que  les  équations  I  2  i  entraînenl  les  équa- 
tions A,=  o,  el  réciproquement.  Il  est  clair  d'ailleurs  que,  le 
déterminant  \<i^\  étanl  différenl  de  zéro,  on  pourra,  sans  diminuer 
la  généralité,  résoudre  les  équations  -  >)  par  rapport  aux  o,  el  les 
prendre  sous  la  forme 

j  =  m 

(4)  5'  =  2l X'Ay        (*  =  ,i  2'  •••'  ""■ 

2.   Les  relations  <  \  |  expriment  qu'il  existe  entre  les  x.  -.  \.  '/.. 
au  moins  //d  relations;  supposons  qu'il  en  existe  ///  -+-  n 

Hs(a?|  .  .  .  a?p,  s,...  z,„,  X,  .    .  X,,.  Z,  .      Z/n)  —  o         (s  =  i,  2,  . . .,  m  -f-  ru. 

les  équations  (4)  devront  être  des  conséquences  <le^  équa- 
tions dHs  =  o,  et  l'on  devra  pouvoir  trouver  m(m  — // )  fac- 
teurs X*  tels  que 

/-m 

Oi-^*'j\J=ï[dUl^X>2dU2^-...+  li>l+udHm  +  n        (i=i,2 »n. 

7  =  1 

En  égalant  dans  le>  deux  membres  de  ces  équations  les  coeffi- 
cients des  différentielles,  on  obtienl  en  définitive 

e  =  m  ■+-  n  e  =  m  +  n 

y  >/.^  =  .,      y  m,°^  =  o 

Au      '    oz,  —.      '  dzk 

e  =  1  e=l 

pour  h  =  i         et         î  =  ï,  a,  . . . ,  m: 

e=  m  +  n 

/?' =  —     >      X[,  — -^        (j  =  i,a, m;         s  =  i,  2,  . .  .,  p), 

e  =  m->rn 

«y  =  —     ^     /•:•  -=-         t  i  =  i.   >.....  m  \        7  =  i52 m), 

.-  =  i 

/  =  m  e  =m-hn 

Va;py=     V     \i'L^        (»  =  i,  a,  ...,  m;         5  =  1,2,...,/?); 

;=1  e=l 
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-t,\\  un  système  de  2 (m2  h  mp)  équations;  si  de  ces  équations  on 
élimine  les  x  el  les  X,  puis  qu'on  adjoigne  au  système  obtenu 
les  m  équations  II,  =  <>.  on  sera  du  m-  conduit  à 

21  //,-'       m /,  |  m  —  i  ///  -t- />  — t-  mp  i  —  m-  —  //*  i  nt  —  /*  i   -  i  m  —  i  i'  /<  —  n) 

équations  de  plus  qu'il  n'en  faudrait  pour  déterminer  les  ./  .  s,  p. 
au  moyen  des  \.  Z,  P,  ou  réciproquement,  sans  tj 1 1  il  \  ail  impos- 
sibilité. Ecartons  dès  maintenanl  les  deux  cas  possibles  où  ce 
nombre  d'équations  supplément  tires  est  nul  : 

i  "  Si  m  =  i,  on  se  trouve  dans  le  cas  habituel  d'une  transfor- 
mation de  contact; 

Si   //    ~ />■   les  équations   II,   =o  déterminent    une   transfor- 
mat ion  ponctuelle  ord  inaire. 

Ces  deux  cas  exceptés,  il  \  a  trop  d'équations  cuire  les  /.  s,  /'. 
\.  Z,  P,  et,  au  moins  à  première  vue,  on  u  est  pas  conduit  à  une 
i  i,i  nsformation. 

3.  Plaçons-nous  dans  ce  cas;  soit  m  y>  i .  el  supposons  pour 
simplifier  qu'on  ail  n  =  o.  Le  nombre  des  relations  Hf  =  o  étant 
maintenanl  égal  à  m.  ni  l'un  ni  l'autre  des  deux  déterminants 

D=P(Hi...H,„)         et         D,=  D(  H,  ..  .H,,,) 
D(z,  ...z,„)  D(Z,  ...Z,„) 

ne  peul  être  nul  identiquement;  en  désignant  alors  par 

Ddl,.  zt) 

le  déterminant  obtenu  en  supprim  ml  il  ms  I)  la  ligne  des  dérivées 
de  II,  ri  la  colonne  <\e^  dérivées  par  rapporl  à  s,-,  et  en  conser- 
vant l'ordre  des  autres  éléments,  nous  tirerons  des  équations  (5), 

D.H,.  zt) 
D 

'v"  Di  II,.  zt)  àHe 
"*  -~Z  D  Wk 

(e  =  i,  i, ,  m\  i  =  i,  2 m\  k  =  i,  i m), 

el   les   >mp  équations  resl  tntes  du  système    5)  deviennent,  quand 
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on  cl  mu  m'  les  x  el  les  /.. 

c  =  m 

Di  II,,  z,  »  .ul, 
(6) 


./  / 


(i  =  i,  2 m;   5  =  I,  2 p), 


A=l  e=\  e=l 

Soit  I'  une  fonction  de  quelques-unes  des  \  ariables  y{ ,  ...,)>; 
désignons  par 

le    résultai    obtenu    eu    substituanl    dans    F    la    variable    )/,    à    la 
variable  ),.  De  même,  désignons  symboliquement  par 


(=•=> 


]) 


le  résultat  obtenu  en  remplaçant  dans  1)  les  dérivées  par  rapporl 
à  xr  par  <!<•-<  dérivées  par  rapporl  à  z-x.  En  se  reportant  aux  équa- 
tions (6),  uous  voyons  qu'on  a,  avec  cette  notation, 


Ps  = 


(  - .  -  ) 

y  dz,     dxs) 


D) 


(  i  =  i ,  a /n  ;  5  =  i ,  2,  ...,/?), 


(7)     ', 


En  considérant  toutes  celles  des  équations  contenant  les  P,  qui 
correspondent  à  une  même  valeur  de  s  et  à  /  =  i,  2,  ...,  ///.  on 
voit  qu'en  posant 

A^")(D)      •••      (-'4"  )<D) 
ds,     dZ,  /  \d2,     t/Z„,  ' 


W 


/   à         à    ' 
\dz.2'  oL 


rj(D) 


—    —  )(î)) 
dzm     dZ,/ 


dz2     dZ„, 

à  0 

dzm     aZ 


il». 


m      VL,in 


(D) 


P*  =  - 


w 
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à  la  condition  que  \\  ne  soil  pas  identiquement  nul.  Mais  en 
développant  les  éléments  de  \\  .  un  calcul  assez  long  montre 
qu'on  .1 


AV  =  D.D'. 


Gomme  d'ailleurs  IJ  ne  contient    pas  de   dérivées   par   rapport 
.1  m \  /,.  on  aura  é\  îdemmenl 


et  les  équations  {-)  prennent  enfin  la  forme 

(£■«>> 


Pls  =  ~ 


P*  =  — 


(À'i)<D 


\y 


elles  expriment  tout  simplement  que  les  p  et  les  I'  sont  solutions 
des  équal  ions  linéa  ires 


X     p{     H =  O 


1=  1 

f  =  ' 

,    2,     . 

.  . ,  m 

k  =  m 

Z.  -tr  p  *  +  tt  =  ° 

__   dZ,/,               a\s 
k=\ 

{.  =  , 

,   2,     . 

...  p 

(8) 


En  définitive, entre  les  /  .  s,  p,  X,  Z,  P,  nous  aurons  les  2////>  -f-  '" 
relations  i  S)  et  1 1  v  o.  Si.  entre  toutes  ees  équations,  on  élimine 
les  I  m  4-/>  +  mp)  quantités  \ .  Z,  P.  on  sera  conduit ,  en  général, 
ii  un  système  «lu  premier  ordre  i  s  i  eu  »  .  -.  p.  Si,  au  contraire,  on 
élimine  les  petites  lettres  on  sera  également  conduit  à  un  système 
du  premier  oitlre  eu  \.  Z.  P;  soit(S)ce  système.  On  peut  encore 
dire  que  le  m  stème  des  équal  ions  (8)  et  M,  =  o  est  équivalent  à  un 
système  donnant  les  grandes  lettres  en  fonction  des  petites  et  à 
un  système  de  p(m  i)  équations  en  /.  c-.  />:  ou  encore,  à  un 
système  donnant  les  petites  lettres  en  l'inietion  des  grandes  et 
à p(m —  i)  équations  en  X,  P,  Z. 

-i.    Si  le  système  donne  i  i  i  est  quelconque,  il  y  aura  en  général 
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impossibilité,  puisque,  outre  les  équations  I  i  ).  les  a?,  z .  p,  devronl 
vérifier  les  équations  (s).  Mais  supposons  que  !<■  système  (s)  soi I 
précisémenl  une  conséquence  des  équations  du  système  (i  i  :  pour 
plus  de  simplicité,  supposons  même  que  le  système  i  i  )  soil  iden- 
tique au  système  I  s).  \  loi-,  le  système  obtenu  en  adjoignanl  .1  (8) 
les  équations  He=o  se  réduil  à  ///  |-  p  -f-  mp  équations  dis- 
tinctes :  l'impossibilité  précédente  n'existe  plus;  mais  nous  allons 
voir  qu'il  se  présente  une  autre  difficulté.  En  effet,  il  ne  suffît  pas 
que  le  système  formé  par(8)  et  les  équations  II,.  o  se  réduise 
à  m  h  p  -\-  mp  équations  donnant  les  \  el  les  Z,  au  moyen  des  ./ , 
3,  p;  il  faut  encore  que,  toutes  les  fois  ([non  remplace  les  c  el 
les  »  par  des  fonctions  de  ./',.••'>•  vérifiant  les  équations  1  1  1  el 
les  équations  1  2  1.   les  fond  ions 

\,l.f,  ..../>)  («  =  I,   2,    ■■■■[>) 

ainsi  obtenues  soient  indépendantes.  \  érifions  qu'ici  il  n'en  sera 
pas  toujours  ainsi.  En  effet,  le  système  (s)  résulte  de  l'élimination 
des  \  et.  des  Z  entre  les  équations 

II,  (;r,  .  .  .x,„  Zi  ...  zm,  \,  .  .  .  Xp,  Z,  .  .  .  Z,„  )  =  o. 

i  =  m 

v  dHe     .       d\i,, 

—    0Z(     '        axs 

i=i 

el  l'on  voit  que  les  relations  He  =  o  représentent,  quand  on  \  con- 
sidère le^  grandes  lettrescomme  des  paramètres,  une  intégrale 
complète  de  (s);  il  y  a  doue  «les  intégrales  de  (s)  [qui  jonc  ici  le 
rôle  du  système  donne  (  1  1]  auxquelles  correspondent  des  valeurs 
constantes  pour  les  \  ;  au  système  (5)  ne  correspondra  donc  pas  un 
système  en  \,  Z,  P,  mais  bien  lé  système  résultant  de  l'élimina- 
tion des  z-  entre  les  équations 

Ue(xl  . .  .xp,  zt ...  zm,  X,  . . .  Xp,  Z,  . . .  Z,„  )  =  o. 

;•  =p  h -  =  m 

dW,  dXr        v-<  dH,  àZ 


y^  cUit,  a\r         ^1  otie  oLi;  _ 
Zmi  âXr   dxs         Mme   ôZk  dxs  ~ 


et  que  fournit  la  méthode  de  la  variation  des  constantes.  La  trans- 
formation, quoique  pour  une  raison  différente,  se  trouve  donc 
encore  impossible. 
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."».  <)n  peul  se  rendre  compte  d'une  autre  manière,  sur  un  cas 
|iln>  particulier  de  la  nature  de  la  première  impossibilité.  Suppo- 
sons qu'on  ail  pris  les  relations  |  î  i  sous  la  forme  particulière 

(  0)  x,  A,  =  o  (  i  =  î  .■>..... ,  m  t. 

\  iiiiciiii'iii  dit,  a  chaque  fonction  inconnue  s/,  faisons  corres- 
pondre,  au  moyen  d'une  transformation  de  contacl  ordinaire,  la 
nouvelle  fonction  inconnue  /.,  des  variables  \  i  . . .  \ ,, .  Sans  qu'il 
soil  besoin  de  répéter  des  calculs  connus,  nous  pouvons  prévoir  ce 
qui  arrivera   :   chacune  des  équations  (9),   prise    isolément,    fera 

correspondre    à    :,.    ./•, //;.    les    nouvelles    grandeurs    /,. 

X,,   ....   \ r   :  mais  rien   ne  prouve  que  les   valeurs  obtenues 

pour  \, \p  soient  1rs  mêmes  quelle  que  soil  l'équation 

de  (g)  qu'on  ait  considérée;  il  esl  même  évidenl  ([n'en  général 
c'esl  le  contraire  qui  arrivera.  Les  valeurs  de  \ , \;, ,  nl> te- 
nues au  moyen  de  la  transformation  en  s/,  seront  de  la  forme 

X5=  <pj(#i '>  «ii  p{  ■  ■  ■/>'/,  1, 

et,  pour  qu'on  obtienne  la  même  valeur  quel  que  soil  /.  il  faudra 
que  les  pi  m       1)  équations  du  premier  ordre 

(10)  ipj  =  <p|  = . . .  =  (p«       (s  =  i,  1,  ...,p) 

soienl  vérifiées;  nous  retrouvons  ici  le  système(.s),  e1  la  première 
impossibilité  dans  le  cas  où  le  système  donné  (  i  i  esl  quelconque. 
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Rebière  <  A..).  —  La  Vie  et  les  Travaux  des  Savants  modernes,  d'après 
les  documents  académiques  choisis  el  abrégés  par  l'Auteur.  Troisième 
édition,  ornée  de  poitrails,  revue  et  augmentée  par  E.  Goursat.  (Les 
deux  Notices  nouvelles  sont  consacrées  à  Marcelin)  Berthelot  et  à 
Henri  Poincaré.)  1    vol.  in-8,  vin ■  \- ">  pages.  Paris,  Yuibert.  Prix  :  5  fr. 
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REY  PASTOR  (J).  —  Introducciôn  a  la  Matemâtica  superior.  Estado 
actual,  Métodos  y  Problemas.  Madrid,  Biblioteca  Gorona,  1916;  petit 
in-8".  202  pages . 

Ëst-il  possible  el  utile  de  populariser  les  théories  qui  forment 
aujourd'hui  les  Mathématiques  supérieures?  Voilà  nue  question 
que  certainemenl  plusieurs  savants  se  seront  posée  el  qui  aura 
reçu  des  réponses  différentes  suivant  les  opinions  de  celui  qui 
se  la  posa  el  suivant  le  milieu  où  il  vivait.  Mais,  sans  doute, 
l'utilité  d'un  essi ii  pour  répandre  les  dernières  conquêtes  de  la 
recherche  mathématique  est  particulièrement  évidente  pour  une 
personne  vivant  dans  un  pays  où  l'instruction  mathématique  se  déve- 
loppe encore  suivant  les  manuels  français  parus  avant  l'an  1  85o  (  '  ). 
Or,  pour  celui  qui,  enflammé  en  même  temps  par  l'amour  de 
sa  Patrie  et  par  les  intérêts  de  la  Science,  aspire  à  révolutionner 
de  fond  en  comble  ce  déplorable  étal  de  choses,  un  moyen  s'offre 
comme  extrêmement  approprié,  c'est  celui  de  démontrer  que  les 
Ouvrages  de  Legendre,  de  Lacroix,  de  Sturm,  de  Duhamel,  de 
Serre! ,  etc.,  ne  sont  plus  des  portraits  fidèles  de  notre  science, 
faisant  connaître  les  nouvelles  mines  découvertes  dans  les  pro- 
vinces d'acquisition  récente  et  les  outils  puissants  qu'on  a  forgés 
el  mis  en  œuyre  pour  les  exploiter.  C'est  le  moyen  employé 
depuis  longtemps  par  M.  Galdeano,  l'infatigable  professeur  de 
l'Université  de  Sarragosse,  à  qui  est  dédié  l'Ouvrage  que  nous 
analysons.  C'est  aussi  celui  adopte  par  le  jeune  professeur  de  l'Uni- 
versité de  Madrid.  Rentrant  t\M\>  sa  patrie  après  un  long  séjour  dans 
plusieurs  grandes  Universités  étrangères,  où  il  fut  en  contact  avec 
les  nouveaux  courants  que  suit  aujourd'hui  la  pensée  mathéma- 
tique, frappé  du  triste  spectacle  qu'offre  l'instruction  publique 
dans  son  pays,  il  voulut  faire  connaître  ces  nouveaux  courants 
aux  futures  espérances  de  la  Science  par  une  demi-douzaine  de 

(')  Cette  donnée  m'est  fournie  par  un  passage  de  la  conférence  Evolution  de 
la  Matemâtica  en  la  edad  contemporânea,  faite  par  M.  Rey  Pasto  rà  l'Athénée 
de  .Madrid  en  mars  1916. 
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Conférences,   qu  il   a   eu    la    bonne    inspiration    de   faire    ensuite 
i  mpri  mer. 

Dans  la  Conférence  I.  il  expose  les  vues  le-  plus  récentes  sur 
les  fondements  de  I  algèbre  el  de  I  \n  ilyse,  en  arrivant  jusqu'aux 
nombres  transfinis.  Comme  pendanl  à  ce  thème  on  trouve  ensuite 
une  Conférence  consacrée  ans  fondements  de  la  Géométrie  ;  on  y 
apprend  les  critiques  faites  au  système  euclidien  el  les  résultats 
de  travaux  entrepris  depuis  un  siècle  pour  les  corriger.  La  Confé- 
rence III  esl  consacrée  à  la  théorie  des  variables  réelle-,  dont 
l'exposition  est  pousséeassez  loin  pour  arriver  aux  plus  récentes 
généralisations  de  la  notion  d'intégrale.  Le  même  s-ujel  esl  encore 
développé  dan-  la  Conférence  suivante,  où  M.  liey  Pastor,  en  par- 
tant de  l'opération  a  passage  à  la  limite  »,  fait  connaître  les 
recherches  récentes  sur  la  série  de  Fourter,  sur  les  séries  diver- 
gentes, sur  le-  fonctions  d'infinis  variables,  enfin  sur  les  équations 
intégrales  el  intégro-différentielles.  La  Conférence  \  se  rapporte  à 
la  théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires  suivant  les  points 
de  vue  de  Cauchy,  de  Weierstrass  et  de  Riemann;  elle  finit  par 
un  aperçu  très  rapide  des  plus  importantes  fonctions  particu- 
lières (  '  ).  Encore  plu-  vaste  esl  le  sujel  de  la  dernière  Confé- 
rence, dans  laquelle  M.  Eley  Pastor  fait  connaître  le  nouvel  arran- 
gemenl  atteinl  par  la  généralité  des  théories  mathématiques  en 
conséquence  de  l'introduction  de  la  notion  de  groupe.  Comme  il 
esl  naturel,  le  ton  esl  donné  par  les  travaux  classiques  de  Galois 
el  de  Lie,  suivis  de  loin  par  !• .  Klein;  toute  l'exposition  esl  faite 
de  manière  à  mener  à   la   conclusion  que   les  Mathématiques  onl 


;'  L'Auteur  s'excuse  de  ne  pas  entrer  dans  des  détails  à  ce  sujet  par  la  décla- 
ration suivante  :  «  Le  lecteur  profane  comprendra  quelle  tache  dit'licile  ce  serait 
d'entrer  dans  ces  théories  particulières,  donl  l'étude  exige  la  connaissance  com- 
plète  de  la  théorie  moderne  des  fonctions  analytiques  .1  laquelle  "ii  consacre 
dans  les  I  Diversités  étrangères  au  moins  deux  semestres,  lorsque  dan-  nos 
écoles  supérieures  on  ne  donne  pas  même  le  concept  de  fonctions  de  variables 
imaginaires;  el  c'est  seulement  à  la  veille  du  doctorat,  au  terme  de  la  carrière, 
lorsqu'il  n'y  .1  plus  le  temps  pour  en  faire  des  application-  aux  .mire-  théories, 
qu'on  se  borne  timidement  à  quelques  notions  élémentaires  de  cette  théorie,  qui, 
cependant,  esl  le  véritable  coin  des  Mathématiques  modernes —  Faisons  dés  vœux 
pour  que  cette  réalité  si  bornée  vienne  se  modifier  et  que  les  réformateurs  de 
nos  études  soient  heureusement  inspirés  el  comblent  une  lacune  si  regrettable 
en  fai-.mi  entrer  dans  nos  programmes  les  théories  postérieures  à  l'année  is'n, 
dans  laquelle  Riemann  inaugura  une  ère  nouvelle  »  (p.   169-170). 
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aujourd'hui    comme    fondement    les    trois    concepts  :    Ensemble, 
l' oncl  ion,  <  i  roupe. 

M.  Itr\  Pastor  possède  à  merveille  I  .ni  d'intéresser  :  il  choisit, 
avec  une  habileté  vraiemenl  rare,  les  thèmes  r\  les  faits  les  |>lu-« 
saisissants;  d'ailleurs  il  écril  avec  mie  clarté  el  une  précision 
qui  fonl  reconnaître  en  lui  un  professeur  très  habile;  enfin  par 
les  nombreuses  el  exactes  citations  d'Ouvrages  importants  il  offre 
une  aide  précieuse  à  ses  lecteurs  <|ui  désirenl  connaître  à  fond  les 
sujets  qu'il  n'a  pu  qu'efileurer.  Par  conséquent,  !<•  Livre  que  nous 
venons  d'analyser,  quoique  d'aspecl  bien  modeste,  mérite  de  se 
trou\  cr  da un  la  bibliothèque  des  étudiants  toul  aussi  bien  que  sur 
la  table  des  savants  avancés;  a  ceux-là  il  apprendra  «le-*  choses 
tout  à  fait  nouvelles  et  aux  derniers  il  fournira  ces  vues  d'ensemble 
si  utiles  à  quiconque  se  voue  exclusivemenl  à  des  recherches  de 
détail. 

(  il  Mi     LoRIA. 


DUHEM  i  P.  ).  —  Le  Système  i>i  Monde.  Histoire  des  Doctrines  cosmolo- 
giques de  Platois  a  Copernic,  t.  IV.  i  vol.  gr.  in  8,  197  pages.  Paris, 
A.  Hermann  el   Fils,  1916. 

Ce  nouveau  Volume  du  monumental  travail  de  M.  D,ubem.(') 
comprend  six  loup-  Chapitres  qui  se  rangent  naturellement  en 
deux  sections  de  longueur  presque  égale. 

Le>  inii>  premiers  viennent  clore  la  deuxième  Partie  de  tout 
l'Ouvrage,  car  ils  complètent  ce  qui  se  rapporte  à  I  istronomie 
latine  au  Moyen-  ige;  deux  d'entre  eux  traitenl  de  I"  istronomie 
parisienne  au  \i\'  siècle,  le  troisième  de  l'  istronomie  ita- 
lienne. 

Ce  n'est  certainement  |>a>  sans  d'excellentes  raisons  que 
M.  Duhem  a  consacré  presque  200  pages  à  l'œuvre  astronomique 
des  savants  qui  enseignèrent  dans  II  niversité  de  Paris,  cari  éclat 
que  colle  l  niversité  répandit  à  ce  moment-là,  alors  que  des  ténè- 


(')  Pour  les  Volume  précédents,  voyez  ce  Bulletin,  2° série,  t.  XXXVIII,  p.  iq3- 
199;  t.  XXXIX.  p.  î-i'i.  et  t.  XL.  p.  273-285.  Le?  détails  dans  lesquels  nous  sommes 
entrés  dans  ce?  comptes  rendus  nous  autorisenl  à  être  aujourd'hui  plus  court_ 
car.  par  rapport  aux  méthodes  de  recherches  et  d'exposition  suivies  pai  M.  Duhem, 
nous  ne  pourrions  que  nous  répéter. 
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bres  épaisses  couvraienl  encore  la  plus  grande  partie  de  l'Europe, 
e^i  vraiment  éblouissant.  L'attrail  qu'elle  exerçail  à  celle  époque, 
même  en  dehors  des  frontières  de  la  France,  est  tel  nue,  parmi 
les  personnages  qui  \  jouèrenl  un  rôle  important,  nous  rencon- 
trons i ri > i -  Italiens  (Jean  de  Sicile,  Jean  de  Gênes,  Gilles  de 
Rome),  deux  allemands  (Jean  el  \  1 1  ><  •  it  de  Saxe),  un  Danois 
(Pierre  de  Dacie)  el  un  anglais  (Marsile  d'Inghen).  \  ces  sept  ou 
liuii  étrangers  (je  pose  cette  alternative,  eu- .le. tu  de  Sicile  offre 
le  phénomène  d'un  probable  dédoublement  )  font  pendant  les 
Français  Guillaume  de  Saint-Gioud,  Henri  Bâte  de  Malins,  Jean 
de  Vlurs,  Firmin  de  Belleval,  Jean  de  Linières('),  Geofroi  de 
Meaux,  .Ici h  de  Jandun,  Durand  de  Saint-Pourçain,  Nicole  Oresme 
el  Pierre  d'Ail j.  On  pourra  il  probablement  ajouter  quelque  autre 
nom  s  il  était  possible  de  déterminer  l'auteur  <le  certains  manus- 
crits anonymes  étudiés  par  M  .  Du  lie  m. 

Sans  doute,  il  ne  s'agissait  pas  de  penseurs  originaux,  mais 
seulement  de  commentateurs  pleins  d'érudition.  Quoique  Saint 
Thomas  d'Aquin  eût  déjà  déclaré  que  «le  but  de  la  Philosophie 
n  esl  pas  de  savoir  ce  que  les  hommes  ont  pensé,  mais  bien  quelle 
est  la  vérité  des  choses»,  ils  continuèrent  à  gaspiller  leur  temps 
sur  de  volumineux  in-folio,  au  lieu  de  puiser  la  vérité  dans  l'ob- 
servation el  l'expérience;  leur  véritable  mérite  est  dune  d'avoir 
maintenu  l'esprit  humain  en  éveil,  dans  une  époque  de  torpeur 
envahissante  el  d'avoir  de  la  sorte  préparé  l'époque  radieuse  de 
la  véritable  Renaissance  de  la  Science  des  astres.  Toutefois  -  c'est 
justice  de  le  reconnaître  —  ces  études  ont  donné,  dès  lors,  naissance 
à  un  événement  d'une  grande  importance  théorique  el  pratique  : 
unie  parlons  du  mouvemenl  qui  devait  aboutir  à  la  réforme  du 
Calendrier;  el  pour  montrer  que  la  direction  qu'on  imprima  alors 
a  ce  mouvement  elaii  rationnelle,  il  suffit  de  remarquer  que  la 
célèbre  Commission  instituée  plus  lard  par  le  pape  Grégoire  \lll 
et  présidée  par  Clavius,  Commission  qui  lit  aboutir  la  réforme, 
prit  pour  ses  calculs  la  même  base  que  choisirent  en  1 345  J.  de 
Murs  el  F.  de  Belleval. 


(')  h.iiis  une  Vote  .<  la  fin  du  Volume,  M.  Duhem  a  ajouté,  sur  ce  savant, 
quelques  nouvelli  s  données  tirées  «1rs  communications  faites  tout  récemment  par 
M.  Bigourdan  à  l'Académie  des  Sciences. 
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Bien  moins  concluants  onl  été  les  ouvrages  des  astronomes 
italiens  de  la  même  époque  qui  n'abandonnèrenl  pas  leur  patrie; 
beaucoup  d'entre  eux  ne  sonl  que  des  astrologues  el  il  n  en  csi 
aucun  (|u i  u'ail  c  >mp  >sé  quelque  traité  : I  astrologie  judiciaire  (  '  I. 
Mais,  à  côté  d'une  foule  de  personnes  au-dessous  de  la  médiocrité 
tels  que  Guido  Bonatti,  Ristoro  d'Arezzo,  Barthélémy  el  Biaise 
de  Parme,  Cecco  d1  vscoli,  Paul  de  \  enise  el  Gaétan  Ar  rhiene 
on  trouve  le  grand  nom  de  Dante,  le  poète  immortel  qui  embrassa 
dans  Min  vaste  » ■  -> | > i- i i  toute  la  science  du  Moyen-Age,  puis,  les 
noms  de  personnalités  ((ni  depuis  longtemps  occupent  une  lionne 
place  dans  l'Histoire  des  sciences  exactes  (je  veux  parler  de 
Andalô  di  Negro  el  Presdocimo  de  Beldomandi),  enfin  le  nom 
d'un  penseur  remarquable,  Pierre  d'Abano.  Ce  dernier  avait  été 
déjà  rencontré  par  M.  Duhem  au  cours  de  son  Tome  III;  dans  le 
Tome  1\  ,  il  en  l'ail  une  étude  achevée,  en  publianl  pour  la  pre- 
mière fois,  d'après  un  manuscrit  existante  Pans,  de  longs  extraits 
du  Lucitador  Astronomiœ  de  cet  auteur. 

Pour  déterminer  les  contributions  données  par  ces  savants  à  la 
Science  el  à  la  Philosophie,  noire  \iileura  eu  recours  aux  textes 
originaux  |  dont  plusieurs  sont  encore  inédits)  et  à  leurs  meilleurs 
commentateurs  anciens  et  modernes.  Une  exception  doit  être  faite 
au  sujet  (\c  Dante.  La  grande  importance  de  ce  génie  dans  l'his- 
toire  des  sciences  en  général  a  été  établi  (pour  ne  citer  qu'un  nom 
tic-  connu)  par  Libri  ('-):  quanl  à  son  savoir  astronomique,  en 
particulier,   il  a   été    l'objet   de   recherches   profondes  cl    -i   nom- 


(')  On  doit  prendre  bien  garde  de  tirer  de  cela  la  conclusion  que  l'Italie  fut 
alors  plongée  dans  les  ténèbres  de  l'ignorance;  elle  était  tout  bonnement  occupée 
d'autre  chose.  En  effet,  c'est  au  cours  des  \m  el  mv  siècles  que  lut  constituée 
la  langue  italienne  el  que  commencèrent  ces  grands  travaux  d'érudition,  grâce 
auxquels  la  pensée  grecque  a  recommencé  a  répandre  sur  le  monde  sa  lumière 
bienfaisante;  c'est  aussi  alors  que  \  irent  le  jour  les  immortels  ouvrages  des  peintres 
et  des  architectes  qui  assurèrent  à  l'Italie  la  première  place  dans  les  arts  muets: 
c'est  alors  eiitin  que  commencèrent  à  se  développer  les  germes  de  l'Algèbre  qui. 
transportés  eu  Europe  par  Léonard  île  Pise,  produisirent  peu  après  la  magnifique 
floraison  caractérisée  par  les  noms  île  J.  Cardan  et  N.  Tartaglia  el  de  leurs  élèves. 
Et  il  est  hou  de  remarquer  que,  dans  l'histoire  île-  l'Algèbre,  on  rencontre,  sous 
un  jour  ires  favorable,  des  savants  (par  exemple  Biaise  île  l'arme  el  Presdocimo 
de  Beldomandi)  qui  fout  une  maigre  figure  dans  l'histoire  île  l'Astronomie. 

('-)  Histoire  des  Sciences  mathématiques  en  Italie,  t.  Il  (Paris.  i838),  p    c>j 
i.a-. 
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breuses,  <ju  elles  formenl  une  col  lection  d'une  richesse  hors  ligne; 
aous  croyons  que  l'étude  de  cette  collection  aurail  amené  M.  Du- 
liem  à  ajouter  plusieurs  pages  intéressantes  à  celles  qu'il  a  consa- 
crées à  l'auteur  de  la  Divina  Commedia  el  à  conclure  que.  en 
astronomie,  Dante  avail  bien  plus  que  des  connaissances  tout 
élémentaires. 

Les  trois  derniers  Chapitres  du  Volume  que  nous  analysons 
formenl  le  débul  de  la  troisième  Partie  de  toul  l'Ouvrage,  c'est- 
à-dire  de  la  Section  ayant  pour  sujet  Lacrue  de  /'  tfistotélisme. 
Cette  Section  commence  par  un  remarquable  V.vant--Propos  d'un 
caractère  général  sur  /.''  péripatétisme,  les  religions  et  les 
sciences  d observation ,  dans  lequel  noire  savant  auteur  noie 
d'abord  que  l'ensemble  des  œuvres  scientifiques  d'Aristote  parut 
sai  is faire  le  noble  el  ambitieux  désir  de  l'homme  d'embrasser  dans 
une  synthèse  universelle  la  totalité  des  vérités  scientifiques  :  c'est 
un  désir  qu'éprouvèrenl  les  sages  de  l'Hellade  aussi  bien  que  les 
A.rabes  du  Moyen-Age.  Or,  ces  derniers  manifestèrent,  par  l'or- 
gane d'Averroès,  leur  loi  absolue  el  pleine  d'enthousiasme  dans  la 
parole  du  Maître  el.  de  celle  manière,  jelèrenl  les  hases  de  la 
Ion- ne,  lourde  el  né  las  te  domination  d'Aristo  te  sur  tous  les  esprits. 
«  l)eu\  puissances  »,  suivant  M.  Duhem,  «  les  déterminèrent  à 
briser  le  joug  du  Péripatétisme;  ces  deux  puissances  furenl  la 
Science  expérimentale  el  la  Théologie.  La  première  leur  fil  con- 
naître que,  | 'suivre  le  sens  d'Aristote,  il  leur  fallait  abdiquer 

leur  propre  hou  sens;  la  seconde  leur  affirma  que  leur  confiance 
eu  la  parole  du  philosophe  contredisait  à  leur  foi  dans  la  parole 
de  Dieu  ». 

Or,  pour  remonter  aux  origines  du  long  règne  d'Aristote, 
M.  Duhem  étudie  axant  toul  Les  sources  du  néo-Platonisme 
arabe,  ensuite  Le  néo-Platonisme  arabe  lui-même,  enfin  La 
théologie  musulmane  et  Averroès.  Ces  trois  Chapitres  formenl 
une  contribution  I  rës  importante  à  l'Histoire  générale  de  la  pensée, 
bien  digne  d  intéresser  toute  personne  cultivée;  mais  nous  ne  pou- 
vons pas  nous  arrêter  à  en  exposer  des  analyses,  car  ils  traitent  de 
thèmes  si  éloignés  des  Sciences  exactes  qu'il  est  impossible  de  les 
faire  entier  dans  le  programme  (\\\  Bulletin.  Ils  représentent  pro- 
bablemenl  un  intermezzo  indispensable,  après  lequel  M.  Duhem 
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reviendra  sans  doute  à  des  sujets  directemenl  astronomiques. 
I  >c  ce  rel  >ur  nous  nous  réjouiss  ms  I  avance,  car  il  nous  donnera 
I  occasion  de  pren  Ire  de  nouveau  la  plume  que  nous  posons 
au  iourd'hu  i . 

(  1 1  Mi   LoRIA. 


BAHIER  (Eugène).  —  Recherche  méthodique  et  Propriétés  des 
Triangles  rectanules  en  nombres  entiers,  i  vol.  gr.  in-8,  vii-266  pages. 
Paris,  A.  Heimann  et  Fils,   1916. 

L'étude  des  triangles  rectangles  en  nombres  entiers  esl  ancienne  ; 
Pythagore  d'une  pari,  A.rchytas  cl  Platon  d'autre  pari,  avaienl 
donné  des  règles  particulières  permettanl  de  calculer  certaines 
catégories  de  ces  triangles;  la  formule  générale  est  <lue  à  Euclide. 

D'un  intérêt  un  peu  mince  par  elle-même,  mais  acquérant  une 
importance  réelle  par  ses  relations  étroites  avec  la  théorie  des 
nombres  et  l'analyse  indéterminée,  cette  question  a,  par  la  «mite, 
retenu  l'attention  de  plusieurs  mathématiciens  parmi  lesquels  il 
faut  citer  Diophante,  divers  mathématiciens  arabes,  Fibonacci, 
le  grand  Fermât,  Frenicle,  Euler,  et  plus  récemment  Edouard 
Lucas.  Celui-ci  s'était  propose-  de  la  comprendre  dans  son  Ouvrage 
sur  la  Théorie  des  Nombres  ;  une  mort  prémat  urée  l'en  a  empêché. 

Un  de  ses  élèves,  \1.  Eugène  Bahier,  ingénieur  îles  A  ris  et 
Manufactures,  a  eu  l'heureuse  pensée,  sans  doute  en  mémoire  de 
son  ancien  mai' Ire.  de  grouper  les  principaux  points  de  cette  élu; le, 
à  laquelle  il  a  lui-même  apporté  une  contribution  importante.  Il 
a  réussi  d'une  minière  remarquable,  el  sou  Ouvrage  est  des  plus 
intéressants. 

Peut-on  regretter  que  l'Auteur,  écartant  toute  intervention  de 
la  théorie  des  congruences  el  de  l'analyse  indéterminée,  s'en  suit 
tenu  aux  formes  élémentaires  ?  Je  ne  le  pense  pis;  car.  d'une  pari, 
ses  démonstrations  souvenl  élégantes  conservenl  toute  la  précision 
et  la  rigueur  nécessaires,  et  d'autre  pari .  son  Livre,  s  un  pie  et  clair, 
très  méthodiquement  divisé  en  Chapitres  où  se  trouvent  de  nom- 
breux aperçus  intéressants,  est  ainsi  plus  à  portée  d'un  grand 
nombre   de    lecteurs   que    des    tonnes    plus    savantes    eussent    pu 
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rebuter,  el  qui  seront  ainsi   incités  à  se  mieux  familiariser  avec 

la  théorie  des  nombres. 

On  ne  saurait  du  reste  assez  louer  I  auteur  du  soin  qu'il  a  pris 
de  toujours  rester  parfaitement  clair:  il  u'.\  pas  craint  d'insister, 
lorsque  cela  était  utile,  sur  certains  points  importants,  el  à  les 
envisager  de  différentes  manières  pour  les  nid  ire  en  pleine  lumière. 
Il  \  a  du  reste  parfa itement  réussi. 

Peut-être  trouvera-t-on  que  quelques  parties  sont  trop  déve- 
loppées; par  exemple  les  Chapitres  1\  .  VI,  \  Il  et  \  III  relatifs 
an\  propriétés  géométriques,  au  périmètre,  à  la  surface  el  à  divers 
problèmes;  ce  n'est  pas  mon  a\iN.  justemenl  pour  les-  raisons  que 
j'.ii  esquissées  plus  haut;  je  regrette  plutôl  que,  au  cours  de  ses 
premiers  Chapitres,  l'Auteur  n'ait  pas  fait  la  distinction,  dans  les 
triangles  secondaires,  entre  ceux  dont  les  nombres  générateurs 
sont  entiers  el  ceux  dont  ces  nombres  sont  incommensurables. 

L'un  des  Chapitres  les  plus  intéressants  est  celui  où,  par  l'élude 
des  suites  récurrentes,  AI.  Bahier  esi  arrivé  à  donner  une  solution 
élégante  el  générale  de  la  recherche  des  triangles  dans  lesquels  la 
différence  des  côtés  de  l'angle  droit  est  un  nombre  donné,  problème 
qui  n'avait  pas  encore  été  complètement  résolu. 

Enfin,  il  a  étendu  la  question  à  l'espace  à  trois  dimensions  en 
terminant  son  Livre  par  un  Chapitre  où  il  examine  sommairement, 
mais  avec  les  mêmes  qualités  de  précision  et  de  clarté,  l'équation 
indéterminée  a-  +-  b'1  H-  c2=  d'2. 

M.  Eugène  Bahier  a  confié  son  important  el   intéressanl   travail 

à  MM.  A.  Hermann  et  l'ils:  c'esl  assez  dire  a\ec  quels  soins  cet 

Ou\  rage  a  été  édité,  et  combien  la  formé  sous  laquelle  il  estprésenté 

le  rend  attrayant,  ainsi  (pu-  tant  d'autres  livres  que  ces  éditeurs  ont 

publiés. 

D.-A.  Roche. 
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LES   SCIENCES   MATHÉMATIQUES   EN    FRANCE 
DEPUIS  UN   DEMI  SIÈCLE   (»); 

Par  M.  Émili    PICARD. 


On  se  propose  d'indiquer  ici  succinctement  la  pari  prise  par 
la  France  dans  le  progrès  des  Sciences  mathématiques  pendant  la 
seconde  moitié  du  \i\r  siècle  el  dans  les  premières  années  du 
siècle  actuel,  sans  avoir  la  prétention  de  donner  en  quelques 
pages  un  lableau  complet,  el  en  laissant  de  cùlé  des  travaux  trop 
récents,  pour  lesquels  le  recul  parail  insuffisant. 

Pendant  la  première  moitié  du  x i xe  siècle,  les  voies  les  plus  fé- 
condes avaient  été  ouvertes  par  Fourier,  Cauchv  et  Galois.  L'ou- 
vrage de  Fourier  sur  la  théorie  analytique  de  la  chaleur  est  célèbre 
en  Physique  mathématique;  il  contient  le  germe  des  méthodes 
employées  dans  l'étude  des  équations  différentielles  auxquelles 
conduisent  de  nombreuses  théories  physiques,  et  les  séries  célèbres 
qui  portent  le  nom  de  Fourier  ont  fait  l'objet  d'immenses  généra- 
lisations. L'activité  de  Gauchy  fut  prodigieuse  et  s'étendit  à  tous 
les  domaines  des  mathématiques  pures  et  appliquées.  Sa  plus  grande 
création  fut  celle  de  la  théorie  des  fonctions  de  variables  complexes  ; 
il  a  ainsi  donné  une  vie  nouvelle  à  l'Analyse  mathématique,  et, 
en  ce  sens,  les  travaux  les  plus  modernes  relèvent  de  lui. 
On  doit  les  notions  les  plus  essentielles  sur  la  théorie  des  groupes 
à  Évariste  Galois,  qui  en  a  fait  d'admirables  applications  à 
la  théorie  des  équations  algébriques  et  montra  qu'à  chaque 
équation   correspond    un    groupe  de  substitutions   dans   lequel    se 


(')  Nous  reproduisons  ici  un  article  de  M.  Emile  Picard  sur  les  Sciences 
mathématiques,  inséré  dans  un  Ouvrage  publié  en  1916  par  divers  littérateurs, 
savants  et  artistes,  et  intitulé:  Un  demi-siècle  de  civilisation  française  1  is7'>- 
1910),  (Paris.  Hachette). 

La  Rédaction. 
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reflètenl  les  caractères  essentiels  de  l'équalion.  D'ailleurs  les 
notions  introduites  par  Galois  dépassent  de  beaucoup  en  réalité 
le  domaine  de  I'  Ugèbre  el  s'étendeni  au  concept  de  groupe  d'opé- 
rations dans  sou  acception  la  plus  étendue.  -Si  brève  qu'ait  été  la  vie 
de  Galois,  qui  disparut  à  vingt  ans  dans  une  obscure  querelle, 
d  avail  fait  aussi  en  analyse  des  découvertes  capitales  sur  les  inté- 
grales de  différentielles  algébriques,  comme  le  montre  une  lettre 
écrite  la  veille  de  sa  morl . 

Les  trois  grands  noms  que  nous  venons  de  citer  sont  représen- 
tatifs des  mentalités  que  Ton  rencontre  chez  ceux  qui  cultivent  les 
sciences  mathématiques.  A  ce  sujet,  d  ne  sera  pas  mutile  d'indi- 
quer le>  points  de  vue  divers  sous  lesquels  ces  sciences  peuvent 
êtres  envisagées.  Pour  Fourier,  l'étude  approfondie  de  la  nature 
est  la  source  la  plus  féconde  des  découvertes  mathématiques.  L'af- 
firmation est  exacte  d'une  manière  générale  ;  il  est  vrai,  comme  le 
dit  l'illustre  géomètre  et  physicien,  <pie  la  Physique  a  clé  souvent 
l'origine  première  de  grandes  théories  analytiques,  mais  il  ne  faut 
pas  ajouter  que  I  analyse  est  uniquement  utile  au  physicien,  parce 
qu  (die  constitue  une  langue  dune  admirable  clarté,  qui  n'a  pas-  de 
si^ne  pour  exprimer  les  notions  confuse's  et  procure  à  la  pensée 
une  véritable  économie.  (Test,  méconnaître  que  le  calcul  a  devancé 
parfois  l'expérimentation,  c'est  méconnaître  aussi  l'admirable  puis- 
sance de  transformation  du  raisonnement  et  A{\  calcul  mathéma- 
tiques. I)es  notions,  identiques  au  fond,  peuvent  avoir  des  formes 
très  différentes,  ci  d  arrive  que  la  forme  soit  essentielle;  telle 
aussi  l'énergie  peut  cire  constante  en  quantité,  mais  variable  en 
qualité.  La  phrase,  quelquefois  citée,  qu'il  u  \  a  dans  une  formule 
que  ce  que  l'on  y  a  nus,  est  vide  de  sens  ou  n'es!  qu'un  pur  truisme. 
Il  n'y  a  par  exemple'  dans  la  Mécanique  céleste  que  la  loi  de  la  gra- 
visation  universelle  et  quelques  constantes  fournies  par  l'observa- 
tion, mais  d'innombrables  transformations  de  calcul  nous  font 
passer  île  ce  point  de  départ  à  I  explication  de  presque  toutes  les 
particularités  des  mouvements  des  astres.  Ce  n'est  pas  assez  non 
plus  que  de  vanter  la  clarté  du  langage  analytique  ;  en  lait,  il  a  joué 
un  rôle  important  pour  la  plus  grande  extension  des  principes, 
l'ai-  le  simple  jeu  de  ses  formules,  I'  analyse  peut  suggérer  des  gé- 
néralisations dépassant  beaucoup  le  cadre  primitif.  IN  en  a-t-îl  pas 
été  ainsi  avec  le  principe  des  déplacements  virtuels  en  Mécanique, 
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iloni  l'idée  première  vienl  des  mécanismes  les  plus  simples?  La 
forme  analytique  qui  le  traduisait,  où  apparaissent  <l<-»  sommes  de 
produits  de  deux  facteurs,  stfggéra  «le-,  extensions  qui  conduisirenl 
de  la  Mécanique  rationnelle  à  la  Mécanique  chimique  à  travers  la 
Physique  loul  entière,  l^n  autre  exemple  esl  encore  fourni  par  les 
équations  de  L  igrange  ;  i<  i  îles  transformations  de  calcul  ont  donné 
le  type  des  équations  différentielles,  auxquelles  certains  onl  pro- 
posé de  ramener  la  notion  d'explication  mécanique.  Le  mathéma- 
ticien a  créé  un  mou  le  témoignanl  de  l'importance  de  la  forme  d'une 
relation  analytique;  il  va  de  soi  qu'il  appartient  à  l'expérience  de 
vérifier  si  l'instrument  forgé  esl  assez  souple  pour  se  prêter  aux 
concorda uees  expérimentales. 

Si  la  Mécanique  el  la  Physique  mathématique  sunl  pour  le  ma- 
thématicien pur  une  mine  fructueuse,  il  s'en  faut  de  beaucoup  que 
les  questions  de  Philosophie  naturelle  soienl  l'unique  objet  de  ses 
méditations.  On  le  comprend  assez  par  ce  qui  précède,  et  la  marche 
n'est  pas  parallèle  entre  la  théorie  pure  et  ses  applications.  Le 
monde  des  formes  et  des  grandeurs  abstraites  est  eu  lui-même  un 
sujet  d'études,  sur  lequel  l'esprit  humain  fait  travailler  les  règles 
logiques  qu'il  a  lentement  élaborées  à  travers  les  Ages.  L'imagina- 
tion a  aussi  sa  part  dans  ces  recherches,  et  la  Mathématique  a  une 
valeur  à  la  fois  scientifique  et  artistique.  Là,  comme  clans  bien 
d'autres  domaines,  le  beau  et  l'utile  se  rejoignent,  parfois,  et  il 
esl.  arrivé  que  des  spéculations  théoriques  sont  restées  pendant 
longtemps  éloignées  de  toute  application,  quand  un  moment  esl 
venu  où  elles  ont  put  être  utilisées.  Beauté  et  simplicité  vont  d'ail- 
leurs de  pair,  et  bon  sait  que  le  mot  élégance  revient  souvent  sur 
les  lèvres  des  géomètres. 

Le  xviie  et  le  xvine  siècle  virent  presque  toujours  les  mathé- 
matiques et  leurs  applications  cultivées  par  les  mêmes  savants. 
Il  devait  arriver  un  moment  où  des  spécialisations  s'établiraient; 
c'est  une  loi  générale,  qui  régit  malheureusement  tous  les  ordres 
de  recherches,  et  à  laquelle  échappent  seuls  quelques  rares  esprits, 
assez  puissants  pour  ne  pas  avoir  à  sacrifier  l'étendue  à  la  profon- 
deur. Les  problèmes  analytiques  posés  exigeaient  de  nouveaux 
perfectionnements.  Une  ère  nouvelle  commençait  pour  les  mathé- 
matiques, rappelant,  toutes  proportions  gardées,  les  temps  où  la 
Géométrie  grecque,  devenue  autonome,   s'était  séparée  des  spéeu- 
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lations  cosmogoniques  auxquelles  elle  avait  été  liée  à  une  époque 
antérieure.  Fourier  et  Poisson  cultivèrent  à  peu  près  exclusive- 
ment les  parties  de  l'Analyse  se  rapportant  à  la  Physique,  tandis  que 
les  recherches  de  Galois  furent  d'un  caractère  essentiellement 
abstrait.  Quand  à  Cauchy,  il  lui  à  la  lois  un  grand  théoricien  de 
la  Physique  et  de  la  Mécanique,  et  un  inventeur  de  ^énie  en 
Mathémal  iques  pures. 


I.  —  Les  fonctions  analytiques. 

Plaçons-nous  maintenant  dans   les  environs  de  i85o.   Cauchy, 
avons-nous  dit,  est  le  créateur  de  la  théorie  des  fondions    analy- 
tiques ;   non  |>as  <|u'il  l'ait   présentée  d'une    manière  didactique. 
Son  esprit,  toujours  en  travail,   se  souciait  peu  de  donner  à   ses 
conceptions  une  forme  parfaite.  Les  lois  des  fonctions  analytiques 
appliquées  à  des  fonctions   particulières  ont  souvenl   donné  avec 
facilité  leurs  principales  propriétés-  La  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques en  offre  un  mémorable  exemple,    \insi  Liouville  a  traité  le 
premier  de   la   théorie  générale  des   fonctions  doublement  pério- 
diques; peu  après,  Hermite  intégrait  le  long  d'un  parallélogramme 
de  périodes  et  obtenait  la  décomposition  fondamentale  en  éléments 
simples.    Le    Mémoire  de   Puiseux   sur  les   fonctions  algébriques 
d'une  variable  a   fait   époque,  en  donnant  une  idée  précise  d'un 
mode  d'existence  de  fonctions  nonuniformes;  c'est  dans  ce  travail 
qu'est  posée  nettement  la  notion  de  période  d'une  intégrale,  indi- 
quée seulement  par  Cauchy.    Briot  et  Bouquet  ont  été  aussi  parmi 
les  premiers  pionniers    mettant  en   lumière  la  fécondité  et  la  puis- 
sance des  idées  de  Cauchy.   Leur  étude  sur  certaines  équations 
différentielles  à  intégrales  uniformes,  et  surtout  leur  Mémoire  sur 
les  singularités  correspondant  au  cas  où  le  coefficient    différentiel 
est  indéterminé,  resteront  dans  l'histoire  delà  Science;  ce  dernier 
travail   appelait    pour  la   première    lois  l'attention  sur  les  point    sin- 
guliers.   Dans   leur  grand   Ouvrage   sur  les  fondions   elliptiques, 
Briot  et  Bouquet  ont  voulu,  suivantleur  propre  expression,  rendre 
à  Cauchy  la  justice  qui  ne  lui  a  pas  toujours  été  rendue. 

On  voit  combien  à  ses  débuts  La  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  complexe  ;(  été  une  science  essentiellement  française;  elle 
est  toujours  restée  en  grand  honneur  chez  nous.  Depuis  quarante 
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ans,  nue  partie  importante  il<'  notre  efforl  .1  été  consacrée,  soi I 
aux  fonctions  analytiques  en  général,  soil  à  certaines  fonctions 
spéciales.  L'édifice  lui  repris  à  la  base  simultanémenl  en  France 
par  \lrra\  el  en  Allemagne  par  Weierstrass,  en  prenanl  comme 
premier  élément  de  la  théorie  la  série  entière.  Les  deux  points  de 
vue,  celui  de  Cauchy,  adopté  plus  lard  par  tviemann,  el  celui  de 
Méray-^vVeierstrass,  se  raccordenl  d'ailleurs  très  vite,  el  il  n'y  a 
aucun  intérêt,  tout  au  contraire,  à  apporter  là  un  espril  systé- 
inai  ique. 

Les  fonctions  analytiques  onl  fait  pendant  de  nombreuses  années 
I  objet  de  l'enseignement  d 'Henni le  ;  citons  d'abord  parmi  ceux  qui 
ont  fait  progresser  la  théorie  générale  les  noms  de  Laguerre,  Poiu- 
caré,  Picard,  A_ppell,  Goursat,  Painlevé,  Hadamard,  Borel.  La  dé- 
monstration du  théorème  de  Giiii  li v  sur  l'intégrale  nulle  le  lon^ 
d  un  contour  supposait  la  continuité  de  la  dérivée:  Goursat 
montra  que  celle  hypothèse  est  inutile. 

Caueliy  et  ses  premiers  disciples  français  avaient  seulement 
considéré  les  pôles  des  fonctions  uniformes.  Le  géomètre  allemand 
\\  eierstrass  appela  l'attention  sur  une  singularité  plus  complexe, 
le  point  singulier  essentiel .  Picard  établit  que,  dans  le  voisinage 
il  un  point  singulier  essentiel  isolé,  la  fonction  prend  une  infinité 
de  fois  toute  valeur  donnée,  une  exception  étant  possible  seulement 
pour  deux  valeurs  au  plus  ;  diverses  conséquences  résultent  de  là 
pour  les  fonctions  entières.  La  démonstration  utilisait  la  fonction 
modulaire  de  la  théorie  des  fond  ions  elliptiques,  fonctions  à  sin- 
gularités plus  élevées  présentant  précisément  la  propriété  qu'on 
veut  démontrer  être  impossible.  Ces  propositions  donnèrent  heu 
à  un  grand  nombre  de  travaux.  Borel,  le  premier  indiqua  le  prin- 
cipe d'une  démonstration,  où  n'intervenait  pas  la  transcendante 
indiquée. 

Depuis  1880,  les  généralités  sur  les  fonctions  uniformes,  mises 
sous  forme  de  séries  ou  de  produits  infinis,  ont  élé  étudiées  par 
les  géomètres  cités  plus  haut.  Piappelons  notamment  les  dévelop- 
pements, en  séries  de  polynômes,  d'Appéll  el  de  Painlevé,  les 
fondions  à  espaces  lacunaires  de  Poincaré  et  de  Goursat,  et  plus 
récemment  certains  développements  de  Monlel. 

L'étude  des  séries  entières  sur  leur  cercle  de  convergence  est  de 
la  plus  haute  importance.   Dans  son  Mémoire  sur  l'approximation 
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dr-  fonctions  de  grands  nombres,  Darboux  a  tiré  un  parti  In is 
heureux  du  cas  où  les  singularités  sur  ce  cercle  sonl  de  nature 
simple.  Le  iravail  d'Hadamard  sur  cette  question  esl  fondamental, 
el  a  apprit''  en  particulier  L'attention  sur  des  cas  étendus  où  le 
cercle  de  convergence  est  une  coupure  ;  il  a  été  suivi  dans  celle 
voie  par  Borel,  Leau  el  Fabry  ;  celui-ci  a  pu  établir  que,  en  général, 
le  cercle  de  convergence  esl  une  coupure.  La  considération  d'une 
certaine  intégrale  définie  par  Hadamard  a  été  féconde  el  fut  l'ori- 
gine <le  nombreuses  recherches  ultérieures. 

La  notion  de  genre  a  été  introduite  parLaguerre  dans  la  théorie 
des  fonctions  entières  ;  elles  e>i  intimement  liée  à  la  distribution 
des  racines  de  la  fonction.  Poincaré  a  donné  une  coud  il  ion  néces- 
saire pour  (prune  fonction  soil  de  genre  donné.  Hadamard  put 
démontrer  que  la  condition  est  suffisante,  et  il  établit  un  lien 
entre  la  décroissance  des  coefficients  el  la  croissance  des  racines  : 
de  ces  résultais  il  a  fait  une  application  remarquable  à  l'étude 
d'une  fonction  célèbre  considérée  par  Riemann  dans  la  théorie  des 
nombres  premiers.  Borel  s'est  occupé  avec  grand  succès  de  la 
distribution  des  racine-  des  fonctions  entières  el  de  l'impossibilité 
de  certaines  identités  ;  il  a  étudié,  après  Hadamard.  la  difficile 
question  de  la  croissance  des  fonctions  entières,  sujet  qu'ont 
encore  approfondi  dans  des  études  récentes  Boulroux,  Denjoj   el 

\  aliion. 

La  notion  de  série  divergente  sommable,  telle  qu'elle  a  été  posée 
par  Borel,  s  est  montrée  très  féconde  pour  l'extension  d'une  série 
entière  au  delà  de  son  cercle  de  convergence,  même  dans  le  cas 
où  le  rayon  de  ce  cercle  e>i  nul.  On  doil  à  Painlevé  d'importants 
développements  dans  cel  ordre  d'idées,  qui  se  raccorde  avec  les 
résultats  de  Mittag-Leffler  sur  l'étoile  d'une  fonction.  La  plupart 
des  travaux  précédents  oui  été  exposés  d'une  manière  didactique 
dans  une  collection  précieuse  sur  la  théorie  des  fonctions,  publiée 
par  Borel  el  ses  collaborateurs  français  Lebesgue,  Boutroux,  Baire, 
Monte I  qui  v  font  aussi  connaître  leurs  travaux  personnels. 

La  théorie  générale  des  louchons  multiformes  présente  de 
grandes  difficultés.  Poincaré  a  démontré  à  ce  sujet  un  théorème 
remarquable  el  bien  inattendu  :  étant  envisagée  une  fonction  mul- 
tiforme quelconque  d  une  variable,  on  peul  exprimer  fonction  et 
variable    par   des   fonctions   uniformes    d  un    paramètre,   résultat 
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considérable  qui  montre  que,  au  moins  théoriquement,  les  fonc- 
tions multiformes  se  ramènent  aux  fonctions  uniformes.  Painlevé 
a  fait  une  classification  rationnelle  des  singularités  des  fonctions 
anal  vl  iques. 

Si,  d'une  variable,  on  nasse  à  deux  variables  les  difficultés 
augmentent  considérablement.  L'extension  aux  intégrales  doubles 
du  théorème  fondamental  de  Cauchy  relatif  aux  intégrales  prises 
le  long  d'un  contour  a  été  réalisée  par  Poincaré  ;  <>n  en  déduit  la 
notion  de  résidu  d'une  fonction  rationnelle.  Il  faut  encore  citer  le 
théorème  de  Poincaré  sur  la  possibilité  de  mettre  sous  la  forme  de 
deux  fonctions  entières  toute  fonction  uniforme  n'ayant  que  des 
singularités  non  essentielles  à  distance  finie,  résultat  étendu  par 
Cousin  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

Jetons  maintenant  un  coup  d'œilsur  quelques  fonctions  spé- 
ciales. Il  n'en  est  p;is  qui  aient  été  plus  étudiées  que  les  fonctions 
algébriques  d'une  variable  depuis  le  Mémoire  de  Puiseux.  La  no- 
tion eaptitale  du  genre  dune  courbe  algébrique  avait  été  entrevue 
par  Abel  ;  elle  fut  certainement  approfondie  par  Galois,  comme 
le  montre  une  lettre  rappelée  précédemment.  Mais  la  théorie  fut 
complètement  reprise  par  Riemann  et  Wéierstrass,  et  poussée  à  un 
haut  point  de  perfection.  Les  intégrales  de  différentielles  algé- 
briques ont  fait,  au  point  de  vue  de  la  réduction,  l'objet  des  tra- 
vaux de  Picard  et  de  Poincaré.  Appell  s'est  occupé'  des  (onctions  à 
multiplicateurs,  et,  dans  le  cas  elliptique,  a  étudié  les  développe- 
ments en  éléments  simples  des  fonctions  doublement  périodiques 
de  troisième  espèce.  La  découverte  des  fonctions,  que  Poincaré  a 
appelées  fonctions  fuchsîennes,  et  qui  restent  invariables,  parles 
substitutions  d'un  groupe  linéaire  discontinu  conservant  une 
circonférence,  restera  à  jamais  mémorable.  Ces  fonctions  lui  ont 
permis  de  faire  une  représentation  paramétrique  uniforme  d  une 
courbe  algébrique  quelconque  :  c'est  là  certainement  un  des  résul- 
tais les  plus  profonds  obtenus  depuis  cinquante  ans  en  analyse.  Les 
fonctions  fuchsiennes  correspondant  à  une  courbe  de  genre  su- 
périeur à  l'unité  ont  comme  singularités  essentielles  soit  la  circon- 
férence entière,  soit  sur  celle-ci  un  ensemble  parfait  discontinu  de 
points  ;  c'est  ce  qui  résulte  d'un  théorème  général  de  Picard, 
d'après  lequel  deux  fonctions  uniformes  autour  *\\m  point,  liées 
par  une  relation  algébrique  de  genre  supérieur  à  un,    ne   peuvent 
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avoir  ce  poinl  comme  point  singulier  essentiel  isolé.  Il  y  a  des 
groupes  linéaires  | ►  I n -  généraux  que  les  groupes  fuchsiens  ;  Poin- 
caré  les  étudie  sous  le  nom  de  groupes  kleinéens.  La  circonférence 

ici  rsi  remplacée  par  des  courbes  étranges  ayant  en  chaque  point 
une  tangente  niais  n'ayant  pas  de  courbure. 

On  peut  développer  les  fonctions  non  seulement  en  séries  et 
produits  infinis,  mais  les  mettre  aussi  sous  forme  de  fractions 
continues.  Laguerre  et  Halphen  oui  signalé  à  ce  sujet  des  circons- 
tances curieuses,  et  un  Mémoire  de  Stieltjes  renferme  des  résultats 
généraux  sur  la  convergence  de  certaines  tractions  continues,  con- 
vergence  qui  peut  cesser  le  long  de  certaines  lignes.  \u  point  de 
vue  historique,  Laguerre  parait  avoir  donné  le  premier  exemple 
d'une  série  divergente,  d'où  l'on  peut  déduire  une  fraction  continue 
con\  ergente. 

I ).t 1 1 -  le  champ  des  fonctions  spéciales  de  plusieurs  variables, 
les  fonctions  abéliennes  ont  été  le  plus  étudiées.  Les  Mémoires 
d  I  brunir  -mr  La  division  et  la  transformation  de  ces  fonctions 
sont  classiques.  Poincaré,  Picard  et  \ppell  oui  donné  diverses 
démonstrations  de  la  relation  énoncée,  par  Riemann,  entre  les 
périodes  d  une  fonctions  de  //  variables  à  in  périodes.  Couçin  a 
été  le  plu>  loin  dans  celle  voie,  en  étudiant  les  relations  entre  les 
périodes  d  une  fonction  de  //  variables  à  n-\-i  périodes.  Les  fonc- 
tions  abéliennes  singulières  ont  été  l'objet  des  travaux  d  lluin- 
Ih  ii.  (pu  en  a  tiré  des  résultats  intéressant  non  seulement  la 
théorie  des  fondions,  mais  aussi  la  géométrie  et  la  théorie  des 
nombres.  On  doit  à  Hermite  l'étude  de  polynômes  généralisant 
les  polynômes  de  Legendre,  et  il  a  été  suivi  par  Didon  et  par 
\ppell  < ] 1 1 1  a  découvert  ainsi  des  séries  hypergéométriques  de 
deux  variables.  Des  transcendantes  nouvelles,  présentant  un 
théorème  de  multiplication  et  comprenant  comme  cas  particu- 
liers lis  fonctions  abéliennes,  ont  été  introduites  par  Poincaré 
et    par    Picard. 

\près  hs  études  de  Poincaré  sur  les  fonctions  fuchsiennes,  il 
était  naturel  de  rechercher  «les  -coupes  discontinus  à  deux  va- 
riables et  des  fonctions  correspondantes.  Les  types  sont  ici  très 
nombreux.  L'étude  des  groupes  linéaires  et  de  certains  groupes 
quadratiques  a  été  abordée  par  Picard  et  l'a  conduit  aux  fonc- 
tions hyperfuchsiennes  et  hyperabéliennes. 
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Quand  on  passe  d'une  à  deux  variables,  les  différences  sont 
profondes  dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques,  comme  il 
résulte  tics  irayaus  de  Picard,  qui  a  posé  les  principes  de  la 
théorie  des  intégrales  de  différentielles  totales  et  «les  intégrales 
doubles  attachées  à  une  surface  algébrique,  ainsi  que  de  leur 
périodicité.  Les  nombres  des  intégrales  distinctes,  simples  et 
doubles,  de  seconde  espèce  sont  deux  invariants  fondamentaux 
de  la  surface.  Il  faut  \  ajouter  un  troisième  invariant,  découvert 
ausssi  par  Picard,  en  relation  étroite  avec  les  courbes  algébriques 
tracées  sur  la  surface.  Certains  points  de  la  théorie  des  surfaces 
algébriques  peuvent  être  rapprochés  de  questions  de  géométrie  de 
situation,  questions  difficiles,  quand  on  les  prend  dans  toute  leur 
généralité,  et  sur  lesquels  Poincaré  a  écrit  de  profonds  et  diffi- 
ciles Mémoires.  Les  surfaces  hyperelliptiques,  signalées  d'abord  par 
Picard,  ont  été  étudiées  d'une  manière  approfondie  par  Humbert, 
qui  a  découvert  à  leur  sujet,  des  théorèmes  d'une  grande  élégance. 
.Je  ne  veux  pas  terminer  ce  Chapitre  consacré  aux  fonctions 
analytiques  sans  rappeler  que,  dans  ces  dernières  années,  Borel  a 
insisté  sur  ce  que,  des  deux  notions,  Vanalyticité  au  sens  de 
Wëierstrass,  et  la  monogénéitê  au  sens  de  Cauehy,  c'est 
cette  dernière  qui  est  l'essentiel.  La  théorie  des  fonctions  ana- 
lytiques ne  sérail  donc  qu'un  cas  particulier  de  la  théorie  des 
fonctions  monogènes. 

II.  —  Les  éouations  différentielles. 

Au  xvn'  siècle,  le  développement  de  la  Dynamique  naissante 
fut  l'origine  des  plus  grands  progrès  de  l'Analyse.  Ce  lut  une 
époque  décisive  dans  l'histoire  de  la  Science  que  le  moment  où 
l'on  se  rendit  compte  avec  précision  que  l'étude  des  phénomènes 
naturels  était  susceptible  de  prendre  une  forme  mathématique, 
et  cela  surtout,  quand  le  développement  de  la  Mécanique  con- 
duisit à  postuler  que  les  modifications  d'un  système  dépendent 
uniquement  de  l'état  actuel  de  celui-ci  ou,  tout  au  plus,  de 
cet  état  et  de  l'état  infiniment  voisin.  On  fut  ainsi  conduit  à  des 
équations  différentielles,  c'est-à-dire  à  des  relations  entre  des 
fonctions  et  leurs  dérivées.  Cette  idée  a,  depuis  le  xvme  siècle, 
orienté   le  développement  de  l'Analyse.  Les  problèmes  posés  par 
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la  Géométrie  eurenl  aussi  une  pari  dans  cette  orientation.  <  )n  voit 
donc  I  importance  de  la  théorie  des  équations  différentielles  donl 
nous  allons  suivre  maiutenanl  les  principaux  progrès. 

<  .  C~i  à  Gauchj  que  l'on  doit  les  premières  démons  lia  lions 
rigoureuses  de  L'existence  des  intégrales  des  équations  différen- 
tielles. Quand  les  équations  et  les  données  son l  analytiques,  I  idée 
essentielle  consiste  dans  la  considérai  ion  de  fond  ions  majorantes  ; 
pour  le  cas  général  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles, la  démonstration  complète  a  été  donnée  par  Riquier, 
Delassus  et,  dans  un  ordre  d'idées  un  peu  différent,  par  Cartan. 
Il  \  eut  longtemps  quelques  hésitations  sur  la  notion  même  d  in- 
tégrale générale  pour  une  équation  aux  dérivées  partielles;  Am- 
père el  Cauchj  ne  se  plaçaient  pas  an  même  point  de  vue.  Goursal 
a  montré  que  le  point  de  vue  de  Cancliv  e>l  plus  général  que 
ce!  ui  d   \  mpère. 

Sans  supposer  les  éléments  analytiques,  Cauchy  a  donné  une 
méthode  pour  établir  l'existence  des  intégrales  des  équations  dif- 
férentielles ordinaires  ;  les  développements  ainsi  obtenus  restent 
valables  tant  que  les  intégrales  restent  continues  el  laissenl  con- 
tinus les  coefficients  différentiels,  comme  l'ont  monlré  Picard  et 
Painlêvé.  l'ourle  problème  classique  et  d'autres  plus  généraux, 
quani  aux  conditions  aux  limites,  on  peut  utiliser  des  méthodes 
d'approximations  successives,  dont  Picard  a  donné  des  exemples 
très  étendus,  el  qui  présentent  une  grande  marge  dans  leur  appli- 
cation, comme  l'ont  monlré  ensuite  les  travaux  il  Hadamard,  de 
Goulon,  d    \  <  i  1 1  «  '■  1 1 1 .  i  j  .  de  Gotton  et  autres. 

[jes  équations  linéaires  sont  particulièrement  simples.  L'étude 
des  points  singuliers  réguliers  avail  été  faite  en  Allemagne  par 
Fuchs.  Pour  les  points  irréguliers,  Poincaré  a  fail  connaître  des 
représentations  asympotiques  1res  cachées  des  intégrales,  valables 
sur  un  rayon  parlant  du  point  singulier,  mais  pouvant  varier 
quand  le  rayon  change.  L  ne  admirable  découverte  de  Poincaré, 
se  rattachanl  à  ses  travaux  sur  les  fonctions  fuchsiennes,  lui  I  in- 
tégration des  équations  linéaires  algébriques  à  points  singuliers 
réguliers,  au  moyen  de  séries  thétafuchsiennes.  Parmi  les  équa- 
tions spéciales,  citons  les  équations  hypergéomélriques de  Goursal, 
I  équation  de  Lamé  intégrée  par  Hermite,  les  équations  de  Picard 
à   coefficients  doublement   périodiques  el  à   intégrale   uniforme, 
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les  équations  il  Halphen   intégrables  par  des  exponenlielles  el  des 
fond ions   rai nelles. 

Dans  les  équations  non  linéaires  on  ne  peul  habituellemenl 
i  lier  .iiiciiii  parti  de  solutions  particulières  pour  avoir  I  intégrale 
générale  :  c  esl  ce  qui  donne  un  grand  prix  à  un  travail  de  Dar 
boux  sur  les  équations  du  premier  degré,  pour  lesquelles  l'inté- 
grale générale  se  dédu  il  d'un  certain  nombre  d'intégrales  parti- 
culières. Les  résultats  anciens  de  Briol  el  Bouquel  onl  été  d'abord 
complétas  par  Poincaré  el  |  >;  1 1-  Picard,  puis  ensuite  par  Aaitonne 
et  Dulac  :  mais  c  était  là  une  étude  locale  lui  dehors  des  points 
singuliers  visibles  sur  l'équation,  il  peut  \  en  avoir  d'autres  va- 
riables d'une  intégrale  à  l'autre.  Ceux-ci,  d'après  Painlevé,  sont 
nécessairemenl  des  points  critiques  algébriques  pour  les  équations 
du  premier  ordre,  et  Poincaré,  complétanl  un  résultai  de  Fuchs, 
avait  montré  que  l'on  esl  ramené,  dans  le  cas  des  équations  du 
premier  ordre  à  points  critiques  li\es.  à  des  quadratures  on  à  une 
équation  de  fviccali.  Picard  avail  indiqué  que  la  méthode  de  Poin- 
caré ne  |)oii\;ui  pas  s'étendre  au  second  ordre,  à  cause  de  la  pos- 
sibilité d'une  transformation  univoque  non  biralionnelle  pour  une 
surface.  Les  difficultés  étaient  considérables;  elles  onl  été  l>ril- 
lammenl  levées  par  Painlevé  dans  une  série  de  travaux  très  remar- 
quables qui  le  conduisirenl  à  tous  les  types  d'équations  à  points 
critiques  li\<>.  Dans  la  voie  ouverte  par  Painlevé,  onl  marché 
avec  succès  P.  Boutroux,  Gambier,  Chazy  el  Garnier. 

L'étude  des  équations  différentielles  dans  le  champ  réel  esl 
capitale  pour  la  Géométrie  el  la  Mécanique.  Poincaré  a  consacré 
de  nombreux  Mémoires  à  la  question  des  courbes  définies  par  des 
équations  différentielles.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  des  équa- 
tions du  premier  ordre  et  du  premier  degré  ;  la  nature  des  points 
singuliers,  foyers,  cols,  nœuds,  est  d'abord  discutée,  puis  sont 
envisagées  les  courbes  intégrales  fermées  (cycles),  et  celles  qui 
sont  asymptotes  à  un  cycle  limite.  Pour  les  équations  du  premier 
ordre  et  de  degré  supérieur,  le  genre  dune  certaine  surface 
fermée  intervient  dans  la  discussion,  et  ce  n'est  pas  un  des  moin- 
dres mérites  de  Poincaré  d'avoir  montré  le  rôle  de  la  Géométrie 
de  situation  dans  ces  questions.  Parmi  les  recherches  qui  ont 
suivi,  il  faut  au  moins  citer  les  études  de  Painlevé  sur  les  trajec- 
toires   en    Dynamique  et   celles    de    Hadamard.    Celui-ci    montre 
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notamment  < j  1 1 «■  l'allure  < I « •  s  géodésiques  dans  les  surfaces  à  cous- 
bures  opposées  el  à  connexion  multiple  peut  dépendre  des  pro- 
priétés arithmétiques  de  constantes  d'intégration. 

Les  conditions  pouvant  déterminer  une  intégrale  d  une  équation 
aux  dérivées  partielles  sont  très  variées.  Nous  avons  parlé  du 
problème  de  Cauchj  :  l'élude  des  cas  exceptionnels  de  ce  problème 
conduit  à  la  notion  des  multiplicités  caractéristiques,  vague- 
ment entrevue  par  Monge  e.l  ampère.  Pour  les  équations  linéaires 
du  second  ordre  à  deux  variables,  la  détermination  d'une  surface 
intégrale  par  la  condition  de  passer  par  deux  caractéristiques  a  été 
J  al. uni  étudiée.  Dans  son  grand  Ouvrage  sur  la  théorie  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  Goursat  a  ajouté 
aux  résultais  antérieurs  les  résultats  de  ses  belles  recherches  per- 
sonnelles. Beudon,  Hadamard,  Delassus  et  Le  Roux  ont  aussi 
réali>é  d'importants  progrès  dans  l'étude  des  caractéristiques. 

Pour  les  équations  particulières,  les  conditions  aux  limites  sonl 
le  plus  souvent  fournies  par  la  Géométrie  ou  la  Physique.  11  arrive 
en  général  que  tous  les  éléments  envisagés  sonl  réels,  et  la  nature 
de-,  caractéristiques  joue  un  rôle  essentiel  dans  la  position  des 
problèmes.  Picard  a  montré  que,  pour  les  équations  linéaires, 
toutes  les  intégrales  sonl  analytiques  quand  les  caractéristiques 
sont  imaginaires.  Les  problèmes  sont  si  variés  qu'il  est  impossible 
de  parler  de  méthodes  générales.  Cependant  dans  des  cas  étendus, 
on  peut  employer  les  méthodes  d'approximations  successives  de 
Picard,  dont  nous  avons  déjà  parlé  plus  haut  :  dans  d'autres  cas,  une 
solution  particulière,  présentant  certaines  discontinuités^  joue  un 
rôle  essentiel,  telle  la  fonction  de  Green  pour  le  potentiel.  On  doit 
de  nombreux  travaux  à  ce  sujet  à  Point  are,  Picard,  Hadamard  et 
leurs  élèves  d'Adhémar,  Le  Roy,  Goulon,  Gevrey.  Souvent  aussi 
il  v  a  lieu  de  recourir  à  des  développements  généralisant  les  séries 
de  Fourier,  el    dont  autrefois  Lourier  lui-même,    Poisson,    Slurm, 

el   Lion  ville  axaient    d h'1  des    exemples.    Dans    cet  ordre    d'idées, 

le  Mé re  de  Poincaré  sur  la  méthode  de  Neumann  renferme  «les 

vues  originales  el  profondes  sur  des  fonctions  dites  fondamentales. 
Le  grand  Mémoire  de  Poincaré  sur  les  équations  de  la  Physique 
mathématique  restera  particulièrement  mémorable  :  l'existence 
des  harmoniques  en  nombre  infini  d'une  membrane  vibrante  y  est 
établie  | la  première  fois  rigoureusement.  Depuis  lors,  la  théo- 
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rie  des  équations  intégrales  de  Fredholm  a  permis  <l<-  traiter 
autremenl  les  problèmes  de  ce  genre,  mais  Poincaré  aura  été  là, 
comme  en  d'autres  domaines,  un  précurseur. 

C'esl  surtout  dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles que  la  Physique  el  la  Mathématique  se  prêlenl  l<;  mutuel 
appui,  donl  je  parlais  au  début.  J'ajouterai  quelques  exemples  à 
ceux  que  nous  axons  déjà  rencontrés.  Quand  toutes  les  intégrales 
ne  sont  |»as  analytiques,  le  prolongemenl  dune  solution  réside 
dans  le  fait  qu'il  v  a  des  contacts  jusqu'à  un  certain  ordre.  Ces 
notions  ont  conduit  aux  résultats  importants  obtenus  par  llugo- 
niot  dans  la  mécanique  des  fluides  el  magistralement  complétés 
par  Hadamard  dans  son  Livre  sur  la  propagation  des  ondes.  Ailleurs, 
il  pourra  y  avoir  des  contacts  d'ordre  infini  entre  des  intégrales 
non  analytiques,  et  c'est  la  raison  pour  laquelle  le  célèbre  théo- 
rème de  Lagrange  sur  les  potentiels  de  vitesse  en  Hydrodynamique 
rationnelle  ne  subsiste  pas  pour  les  fluides  visqueux,  comme 
Boussinesq  l'a  indiqué  le  premier.  Une  vue  très  nette  des  diffé- 
rentes espèces  d'ondes,  au  point  de  vue  de  la  propagation,  résulte 
de  la  considération  de  différents  t\  pes  d'équations.  Dans  les  équa- 
tions du  type  de  la  chaleur,  qui  remontent  à  Fourier,  il  n'y  a  pas 
de  vitesse  de  propagation.  Les  choses  se  passent  autremenl  dans 
les  équations  du  type  de  la  propagation  du  son,  qui  est  aussi  celui 
de  la  propagation  de  la  lumière  et  des  ondes  électriques  ;  il  y  a 
lieu  d'envisager  là  une  vitesse  de  propagation.  Les  deux  types 
précédents  se  trouvent  rassemblés  dans  l'équation  de  la  propagation 
du  son  dans  un  liquide  visqueux,  de  l'électricité  dans  une  ligne 
télégraphique  avec  self-induction.  11  y  a  dans  ce  cas  propagation 
par  ondes  avec  une  vitesse  déterminée,  mais  cette  onde  s'étale  à 
l'arrière,  comme  il  résulte  des  travaux  de  Poincaré,  Picard  et 
Boussinesq.  Dans  des  questions  un  peu  différentes,  notamment  le 
principe  d'Huygens,  Hadamard  a  montré  l'importance  de  la  parité 
des  dimensions  de  l'espace  et  de  l'intégrale  résiduelle. 

Parmi  les  applications  de  la  théorie  des  équations  différentielles, 
il  en  est  qui  concernent  la  Géométrie.  En  France  et  aussi  en 
dehors  de  notre  pays,  cette  école  d'analystes  géomètres,  pour  qui 
les  problèmes  de  Géométrie  infinitésimale  sont  l'occasion  de  belles 
recherches  analytiques,  a  actuellement  Darboux  pour  chef;  elle 
se  rattache  à  Monge  et  à  Ampère,  tout  en  utilisant  les  travaux  analy- 
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tiques  les  plus  récents.  Les  leçons  de  Darboux  sur  la  théoriegéné- 
rales  des  surfaces  el  ses  leçons  sur  les  surfaces  orthogonales  for- 
menl  des  Ouvrages  considérables,  où  l'auteur  expose  ses  recher- 
ches, el  aussi  celles  de  ses  devanciers,  eu  leur  donnant  une  forme 
nouvelle  et  originale.  Parmi  ces  devanciers,  nous  devons  citer 
Liouville,  Bertrand,  Bonnet;  qui  onl  été  au  milieu  «lu  siècle  der- 
nier les  dignes  continuateurs  de  Ytonge.  Relativement  à  I  intégra- 
tion effective  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
il  n'avait  été,  pendant  de  longues  années  après  la  publication  du 
Mémoire  d  ampère  de  1818,  rien  ajouté  d'essentiel  à  la  théorie 
développée  par  le  grand  géomètre  el  physicien.  Darboux,  en  1870, 
publia  un  Mémoire  faisant  connaître  une  méthode  nouvelle,  où  il 
substitua  aux  équations  de  Monge  une  suite  indéfinie  de  systèmes 
analogues,  trouvant  même  l'intégrale  générale  si  celle-ci  ne  ren- 
ferme pas  (!<•  signe  il  intégrale  définie.  L'étude  des  systèmes  ortho- 
gonaux, des  surfaces  applicables,  de  la  représentation  sphérique 
de-,  surfaces  doit  à  Darboux  des  progrès  considérables  ;  d  a  tiré 
aussi  d'importants  résultats  de  la  considération  de  l'équation  li- 
néaire aux  variations  correspondant  à  une  équation  quelconque 
aux  déri\ ées  partielles. 

Goursal  a  consacré  plusieurs  Mémoires  à  élucider  les  questions 
ipie  suggère  la  méthode  de  Darboux;  on  lui  doit  aussi  de  péné 
Lrantes  recherches  sur  des  équations  intégrables  comprenant  la 
première  classe  d'Ampère,  cl  sur  les  caractéristiques  des  ('quai  mus 
a  plus  de  deux  variables  indépendantes.  'Guichard,  qui  a  montré 
un  espril  inventif  dans  toutes  les  parties  de  la  Géométrie  infinité- 
simale, a  été  un  heureux  continuateur  de  Darboux  dans  ses  tra- 
vaux sur  les  systèmes  orthogonaux  cl  les  systèmes  cycliques,  et 
sur  la  déformation  des  quadriques.  Les  recherches  de  K.œnigs  sur 
la  Géométrie  réglée,  sur  les  systèmes  conjugués,  sur  les  surfaces 
ayant  certains  éléments  linéaires,  el  sur  les  mécanismes  dont  d  a 
rattaché  la  théorie  a  des  principes  généraux,  le  placent  également 
parmi  les  maîtres  de  la  Géométrie  infinitésimale  el  aussi  de  la 
(  îéomél  ne  cinémal  ique. 
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III.  -    Théorie    des  n'ombres.  Algèbre  et  Géométrie. 

La  théorie  des  fonctions  analytiques  et  celle  îles  équations  dif- 
férentielles  nous  onl  conduil  plus  d'une  fois  à  parler  de  diverses 
autres  branches  des  Sciences  mathématiques.  Il  importe  cependant 
de  nous  arrêter  sur  quelques  recherches  se  rapportanl  plus  spécia- 
lemenl  à  la  théorie  «les  nombres,  à  I'  Ugèbre,  à  la  Géométrie  et  à  la 
théorie  «les  groupes. 

Les  recherches  d'Hermile  sur  la  théorie  îles  nombres  ont  rendu 
son  nom  célèbre.  L'introduction  de  variables  continues  a  été  I  idée 
fondamentale  qui  a  dominé  la  longue  suite  de  ses  travaux  en 
Arithmétique  supérieure;  les  méthodes  qu'il  a  créées  ont  ouverl 
à  la  théorie  des  nombres  des  horizons  entièrement  nouveaux.  I  n 
peu  pins  lard,  llermile  passait,  de  l'approximation  simultanée  de 
plusieurs  nombres  par  des  fractions  de  même  dénominateur,  au 
problème  analogue  pour  plusieurs  fonctions.  Ce  mode  d'approxi- 
mations algébriques  le  conduisait  en  1870  à  une  de  ses  plus  mé- 
morables découvertes,  je  veux  parler  de  la  démonstration  de  la 
transcendance  du  nombre  <?,  base  des  logarithmes  népériens.  En 
suivant  la  voie  ouverte  par  Ilermite,  le  géomètre  allemand  Lin- 
demann  démontrait  peu  de  temps  après  la  transcendance  du 
nombre  ~,  rapport  de  la  circonférence  an  diamètre. 

Les  travaux  de  Jordan  sur  l'équivalence  des  formes  ont  réalisé 
de  grands  progrès  dans  la  théorie  générale  des  formes  algébriques 
de  degré  supérieur.  Dans  la  théorie  des  formes  quadratiques, 
Poiucaré  a  marqué  sa  trace  par  l'introduction  de  points  de  vue 
nouveaux,  en  particulier  sur  le  genre  de  ces  formes.  La  consi- 
dération des  formes  ternaires  l'a  aussi  conduit  à  une  classe  de 
fonctions  fuchsiennes  présentant  nu  théorème  de  multiplication. 
Picard  el  Humberl  ont  appliqué  la  méthode  de  réduction  conti- 
nuelle d'Hermile  à  l'élude  de  divers  groupes  discontinus. 

Parmi  les  recherches  arithmétiques  d'une  autre  nature,  les 
études  de  Cahen  et  surtout  d'Hadamard  sur  la  théorie  asympto- 
licjiie  des  nombres  premiers  doivent  être  rappelées. 

Nous  avons  dit,  au  début  de  cet  article,  que  Galois  avait  posé 
les  véritables  bases  de  la  théorie  des  équations  algébriques.  Jordan 
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a  publié  un  Ouvrage  considérable  sur  les  substitutions  et  les  équa- 
tions algébriques.  Il  v  fail  une  étude  approfondie  des  idées  de 
Galois,  en  \  ajoutant  des  résultats  essentiels  suc  les  groupes  pri- 
mitifs, \t:>  groupes  transitifs  et  les  groupes  composés,  dont  un  des 
plus  importants  est  que  les  facteurs  de  composition  d'un  groupe 
sont  les  mêmes,  à  l'ordre  près,  de  quelque  manière  qu'aient  été 
effectuées  les  opérations  qui  les  déterminent.  Dans  la  théorie  des 
équations  algébriques,  Jordan  ;i  étudié  les  équations  à  groupe 
composé,  abordé  et  résolu  le  problème  posé  par  Abel,  celui  de 
rechercher  les  équations  de  degré  donné  résolubles  par  radicaux 
el  de  reconnaître  si  une  équation  rentre  ou  non  dans  cette  classe. 
D'autres  travaux  algébriques  de  Jordan  se  rapportent  au  problème 
des  groupes  linéaires  d'ordre  fini,  dont  il  indique  la  formation 
dans  ses  grandes  lignes:  e'e^i  la  question  des  équations  dilléren- 
tielles  linéaires  à  intégrales  algébriques.  Goursat  a  approfondi  un 
cas  particulier  intéressant  de  ce  problème,  en  recherchant  les  divi- 
sions régulières  de  l'espace  en  un  nombre  fini  de  régions  con- 
gruentes. 

Laguerre  a  apporté  d'importantes  contributions  à  la  théorie  des 
équations  algébriques.  Il  fail  preuve  d'une  rare  finesse  dans  ses 
Notes  sur  le  théorème  de  Descartes,  le  théorème  de  Sturm,  la  mé- 
thode de  Newton,  el  reste  toujours  soucieux  des  applications  par- 
ticulières. On  a  plaisir  à  retrouver  ces  résultats  rassemblés  dans 
ses  (  Euvres  complètes  récemment  parues. 

Les  recherches  de  Géométrie  pure  el  de  Géométrie  analytique 
sont  depuis  longtemps  en  honneur  dans  notre  pays,  comme  le 
mollirent  assez  les  noms  de  Lamé,  de  Dupin,  de  Poncelel  el  de 
Chasles.  Après  Bertrand,  Jordan  s'occupe  des  polyèdres  dans  un 
beau  Mémoire  consacré  en  fail  à  la  Géométrie  de  situation,  et  dans 
un  autre  travail  donne  la  condition  pour  que  deux  surfaces  ou 
portions  de  surface  flexibles  el  extensibles  à  volonté  soient  appli- 
cables lune  sur  l'autre  sans  déchirure  ni  duplicature.  Une  partie 
importante  des  travaux  de  Laguerre  est  consacrée  à  la  Géométrie; 
il  eut,  loui  jeune  encore,  l'heureuse  fortune  de  compléter  l'œuvre 
de  Poncelel  en  Géométrie  projective,  en  montrant  comment  se  fait 
la  transformation  des  relations  angulaires,  étendit  la  théorie  des 
loyers  à  toutes  les  courbes  algébriques  et  fonda  la  Géométrie  de 
direction.    De  Jonquières   a  donné  le  premier  exemple  des  trans- 
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formations  birationnelles  de  degré  quelconque  dans  le  plan,  dont 
Gremona  devait   indiquer  ensuite  la  forme  générale. 

Halphen  se  fit  d'abord  connaître  par  ses  travaux  sur  la  célèbre 
théorie  des  caractéristiques  de  Chasles,  résolvanl  un  problème 
qui  avait  arrêté  l'illustre  géomètre.  Les  cyclides,  c'est-à-dire  les 
surfaces  du  quatrième  ordre  avant  pour  ligne  double  le  cercle 
de  l'infini,  occupèrent  de  nombreux  ailleurs,  parmi  lesquels 
Laguerre,  Darboux  et  Moutard;  ces  deux  derniers  découvrirent 
simultanément  le  remarquable  système  triplement  orthogonal 
formé  de  cyclides.  Dans  son  Ouvrage,  paru  en  187.'),  sur  une 
classe  de  courbes  et  de  surfaces  algébriques,  Darboux  a  fait  con- 
naître un  grand  nombre  de  résultats  intéressants  sur  les  courbes 
cyclides  et  les  surfaces  cyclides,  et  a  étudié  les  relations  de  ces 
dernières  avec  les  fondions  abéliennes  hyperelliptiques.  \  propos 
de  la  Géométrie  de  Gayley,  Darboux  donne  une  interprétation  de 
la  Géométrie  non-euclidienne  dans  un  demi-espace  euclidien, 
souvent  attribuée  à  Poincaré. 

Les  courbes  gauches  algébriques  ont  fait  l'objet  d'un  grand  Mé- 
moire d'Halphen,  qui  est  peut-être  sa  plus  belle  œuvre  mathéma- 
tique. Ce  travail  loin  lie  en  bien  des  points  à  la  théorie  des  fonc- 
tions ;  c'est  aussi  une  étude  profonde  de  Géométrie  analytique. 
L'auteur  a  réussi  à  énumérer  et  à  classer  en  diverses  familles  les 
courbes  gauches  d'un  même  degré  ;  il  montre  la  précision  de  ses 
méthodes  en  donnant,  comme  exemple,  la  classification  complète 
des  courbes  de  degré  cent  vingt.  Entre  tant  de  résultats  bien  di- 
gnes de  remarque,  Halphen  fait  connaître  la  limite  inférieure  du 
nombre  des  points  doubles  apparents  d'une  courbe  gauche  de  de- 
gré donné,  et  démontre  que  les  courbes  répondant  à  cette  limite 
sont  sur  une  surface  du  second  ordre. 

Certaines  surfaces  particulières  ont  attiré  particulièrement  l'at- 
tention des  géomètres,  telles  les  surfaces  de  Steiner  et  de  rvummer. 
Darboux  a  obtenu  géométriquement  les  lignes  asymptotiques  de 
la  première,  et  Picard  a  montré  qu'elle  était  la  seule  surface  non 
réglée  dont  toutes  les  sections  planes  sont  nnicursales.  Humbert  a 
fait  connaître  de  nouvelles  propriétés  de  la  seconde,  notamment 
que  toute  courbe  algébrique  tracée  sur  elle  est  l'intersection  de 
celle-ci  avec  une  surface  qui  la  touche  tout  le  long  de  la  courbe. 
Les  surfaces  de   Ruminer  singulières  ont   fourni    à    Humbert   le 
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premier  exemple  du  fait  très  curieux  qu'une  surface  peut  avoir 
une  infinité  discontinue  de  transformations  biralionnelles  en  elle- 
même,  sans  avoir  une  infinité  continue  de  telles  transformations. 
Dans  un  ordre  d'idées  plus  particulièrement  géométrique,  on  doit 
aussi  i  Humbert  de  curieux  théorèmes  sur  les  aires  sphériques  et 
ellipsoïdales,  qui  étendent  à  la  sphère  et  à  l'ellipsoïde  «les  pro- 
priétés fondamentales  du  cercle  el  <lc  I  ellipse. 

La  théorie  des  formes  algébriques  avail  jadis  conduil  à  la  notion 
d'invariant.  Dans  une  Note  mémorable,  Laguerre  lii  voir  que  cette 
notion  peut  s'étendre  aux  équations  différentielles  linéaires.  De 
son  côté  Halphen  faisait  une  élude  approfondie  des  équations 
différentielles  restant  inaltérées  par  une  transformation  homo- 
graphique  quelconque.  L'équation  différentielle  des  lignes  droites 
et  celle  des  coniques  donnaient  les  deu\  premiers  exemples  ;  la 
découverte  d'un  invariant  du  septième  ordre  amenée  par  d  ingé- 
nieuses considérations  géométriques  permit  à  Halphen  de  déve- 
lopper la  théorie  générale  qu'il  étendit  aux  courbes  gauches. 
\près  l'apparition  de  la  Note  de  Laguerre,  Halphen  vit  de  suite  le 
rapport  entre  ses  recherches  antérieures  et  la  notion  introduite 
par  Laguerre,  el  il  édifia  une  théorie  complète  des  invariants  des 
équations  linéaires.  Il  montra  ensuite  l'intérêt  de  ces  recherches 
pour  le  calcul  intégral,  en  apprenant  à  reconnaître  si  une  équation 
différentielle  linéaire  est  susceptible  d'être  ramenée  à  certains 
i  \  pes  déjà  i  n  légrés. 

La  théorie  des  groupes  est  fondamentale  en  Ugèbre  ;  elle  ne 
joue  pas  en  Analyse  un  moindre  rôle,  depuis  que  le  géomètre 
norvégien  Sophus  Lie  a  édifié  la  théorie  des  groupes  de  transfor- 
mations, faisanl  une  étude  approfondie  des  groupes  d  ordre  fini  et 
posanl  les  hases  de  la  théorie  des  groupes  infinis.  Dans  le>  travaux 
de  Lie,  la  théorie  des  groupes  intervient  essentiellement  comme 
un  principe  de  classification  :  dans  les  applications  *pi  il  a  faites 
de  sa  théorie  aux  équations  différent  i elles,  celles-ci  sont  des  équa- 
tions particulières.  La  théorie  des  groupes  a  apparu  connue  un 
principe  de  réduction  depuis  que  Picard  a  montré  comment  les 
idées  de  Galois  sur  les  équations  algébriques  pouvaient  êtres  éten- 
dues aux  équations  différentielles  linéaires;  il  a  été  suivi  dans 
celle  voie  par  Vessiol  el  Drach.  On  doit  à  Drach  d'avoir  montré 
le   premier  comment    la  notion    de  groupe  de    rationalité   pouvait 
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être  étendue  à  toutes  les  équations  différentielles  ordinaires  ou 
aux  dérivées  partielles  ;  c'esl  ce  qu'il  appellel' intégration  logique 
qu'il  oppose  à  l'intégration  géométrique  ou  intégration  par  séries. 
\  essiol  s'esl  aussi  occupé  de  la  ihéorie  de  Galois  el  de  ses  diverses 
généralisations  à  un  poinl  de  vue  un  peu  différent,  el  a  publié 
de  beaux  Mémoires  d'une  forme  parfaite  sur  l'intégration  «1rs 
systèmes  différentiels  qui  admettent  des  groupes  continus  de  trans- 
formations, et  sur  la  réductibilité  el  l'intégration  des  systèmes 
complets;  il  ;i  aussi  donne  la  condition  pour  qu'une  équation 
différentielle  linéaire  soit  intégrable  par  quadratures,  problème 
qui  correspond  à  relui  des  équations  algébriques  résolubles  par 
radicau  x . 

Les  théories  générales,   p ■  prendre    dans  la  Science  un  droit 

de  cité  définitif,  ont  le  pins  souvent  besoin  de  s'illustrer  par  des 
applications  particulières.  Dans  plusieurs  domaines,  celles-ci  ne 
sonl  pas  toujours  faciles  à  trouver,  et  des  théories  très  générales 
risquent  quelquefois  de  rester  confinées,  si  j'ose  le  dire,  dans  leur 
extrême  généralité.  Il  arrive  aussi  que  les  applications  tentées 
ramènent  seulement  à  des  cas  déjà  connus;  dans  ce  cas,  la  théorie, 
intéressante  au  point  de  vue  de  la  classification,  n  apparaît  pas 
comme  une  arme  pour  la  découverte  de  faits  nouveaux.  Aussi  est-il 
intéressant  de  rappeler  que  la  recherche  du  groupe  de  ratio- 
nalité de  l'équation  différentielle  des  ligues  de  courbure  de  la 
surface  des  ondes  a  conduit  Drach  à  i'intégration  de  celle  équa- 
tion, cherchée  en  vain  depuis  longtemps. 

Les  recherches  de  Cartan  sur  la  théorie  des  groupes  sont  1res 
importantes.  Elles  concernent  surtout  la  structure  des  groupes  et  la 
détermination  des  groupes  simples.  Pour  les  groupes  continus  et 
finis,  les  principes  avaient  été  posés  par  Lie  et  ses  élèves;  poul- 
ies groupes  infinis,  tout  était  à  créer.  Cartan  a  réussi  à  déterminer 
tous  les  groupes  infinis  simples,  transitifs  ou  intransitifs.  Je  dois 
encore  rappeler  les  travaux  de  Cartan  sur  les  systèmes  de  l'Iaft  et 
les  systèmes  en  involution. 

IV.  —  Théorie  des  fonctions  variables  réelles  et  Tiiéohie  des  ensembles. 

Un  des  principaux  objels  de  l'Analyse  abstraite  est  l'étude  de 
l'idée  de  fonction,  e'est-à-dire  de  dépendance    entre  deux  ou  plu- 
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sieurs  variables.  Il  a  fallu  longtemps  pour  qu'on  se  rendît  compte 
de  l'étendue  île  celle  notion  ;  c'e&l  là  d'ailleurs  une  circonstance 
I  rès  heureuse  pour  les  progrès  de  la  Science.  Si  Newton  et  Leibniz 
avaient  pensé  que  les  fonctions  continues  n'uni  pas  nécessaire- 
iik  -lit  une-  dérivée,  le  Calcul  différentiel  n'aura  il  pas  pris  naissance  ; 
de  même  les  idées  inexactes  de  Lagrange  sur  la  possibilité  des 
développements  en  série  de  Tayior  ont  rendu  d'immenses  services. 
Les  fonctions  analytiques  qui  sonl  les  seules  usuelles,  ont  pris 
une  importance  considérable,  ei  Ton  a  \u  plus  haut  que  la  théorie 
<!«•  ces  fonctions  est  une  branche  maîtresse  de  l'Analyse.  I  n  jour 
devait  venir  cependant  où  l'idée  de  fonction  serait  approfondie 
dans  toute  sa  général  ité.  Cauchy,  dans  plusieurs  de  ses  écrits,  avait 
donné  plu->  de  précision  à  certains  résultats  intuitifs  sur  les  fonc- 
tions continues  admis  sans  démonstration.  En  Allemagne,  Dui- 
chlet  en  donnant  des  conditions  pour  la  possibilité  du  dévelop- 
pement en  série  trigonométrique,  Riemann  en  établissant  la 
distinction  entre  les  fonctions  intégrables  et  les  fonctions  non  inté- 
grables,  Weiefstrass  en  donnant  un  exemple  de  fonction  continue 
sans  dérivée,  allèrent  beaucoup  plus  loin.  En  France,  le  Mémoire 
de  Darboux  sur  les  fonctions  discontinues  marque  une  date  ;  on 
y  trouve  une  proposition  qui  permet  de  définir  de  la  manière  la 
plus  nette  I  intégrabilité  d'une  fonction,  et  de  nombreux  exemples 
de  fonctions  continues  sans  dérivées.  Jordan  a  introduit  dans 
celte  partie  de  l'Analyse  d'importantes  notions  :  telle  la  notion  de 
fonction  à  variation  bornée.  Les  courbes,  diles  de  Jordan,  séparant 
le  plan  en  deux  régions  distinctes  sonl  également  devenues  clas- 
siques. 

Le  géomètre  allemand  Gantor  a  fonde  la  théorie  des  ensembles 
de  points.  On  doit  attacher  une  grande  importance  à  la  distinc- 
tion entre  les  ensembles  énumérables  et  les  autres.  Il  en  est  de 
même  pour  la  notion  d'ensemble  dérivé  et  d'ensemble  parfait. 
Le  nombre  des  Mémoires  consacrés  aux  ensembles  est  considé- 
rable: ils  sont  de  valeur  très  inégale,  au  moins  au  point  de  vue 
purement  mathématique.  In  certain  nombre  d'entre  eux  n  oui 
actuellement  aucun  intérêt  mathématique;  c'est  ce  qui  arrive 
pour  les  études  sur  les  nombres  transfinis  qui  n'ont  conduit 
jusqu'ici  à  aucun  résultat  inaccessible  par  une  autre  voie.  On  ren- 
contre dans  celte  métamathématique   quelques  paradoxes  et  des 
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difficultés  <  1 1 1 1  oui  lui  couler  des  Ilots  d'encre.  Plusieurs  de  ces 
difficultés  proviennent  de  ce  qu'on  ne  s'entend  pas  sur  le  mol 
existence ,  el  l'on  pourrail  faire  des  comparaisons  avec  certaines 
luttes  de  la  philosophie  scolastique  au  moyen  âge.  Reconnaissons 
cl  ailleurs  que  la  querelle  des  mathématiciens  sur  ce  mol  intéresse 
il  autres  questions,  notamment  celles  qui  concernent  les  théorèmes 
dits  d'existence  el  se  rencontrent  dans  diverses  parties  des  Mathé- 
matiques. 

Nous  envisageons  seulement  la  partie  de  la  théorie  des  ensem- 
bles, (|in  jusqu'ici  a  été  un  instrument  île  découverte  entre  les 
mains  des  mathématiciens;  c'est  celle  qui  a  été  utilisée  dans  la 
théorie  des  fonctions  et  en  Géométrie.  Jordan  avait  donné  une 
définition  de  la  mesure  d'un  ensemble.  Bore!  a  repris  la  question 
sous  un  jour  nouveau,  en  utilisant  des  définitions  constructives  ; 
il  a  aussi  introduit  la  notion  importante  d'un  ensemble  de  mesure 
nulle.  Dans  plusieurs  théories,  on  connaît  maintenant  des  propo- 
sitions qui  sont  exactes  à  peu  près  partout,  en  entendant  par  là 
•  pie  réserve  est  faite  pour  un  ensemble  de  mesure  nulle.  Citons, 
comme  exemple,  le  théorème  de  Borel,  d'après  lequel  toute  fonc- 
tion bornée  définissable  analjtiquement  est  égale,  sauf  peut-être 
pour  un  ensemble  de  mesure  nulle,  à  une  série  convergente  de 
polynômes.  Les  séries  de  Fourier  et  eelles  qui  les  généralisent 
offrent  des  exemples  analogues. 

Riemann,  semblait-il,  avait  approfondi  autant  qu'il  est  pos- 
sible la  notion  d'intégrale  définie.  Lebesgue  a  montré  qu'il  n'en 
était  rien.  L'idée  de  fonction  sommable,  qu'il  a  introduite  dans 
la  Science,  est  plus  générale  que  celle  de  fonction  intégrable  de 
Riemann,  au  moins  pour  les  fonctions  bornées.  Une  conséquence 
de  cette  notion  généralisée  de  l'intégrale  est  cpie  toute  fonction 
bornée  sommable  est  la  dérivée  de  son  intégrale  indéfinie,  sauf 
peut-être  pour  un  ensemble  de  points  de  mesure  nulle.  Ces  travaux 
ne  sont  pas  restés  sans  applications,  et  les  idées  nouvelles  ont 
montré  leur  fécondité  entre  les  mains  de  Lebesgue  et  de  ceux 
qui  Font  suivi.  La  théorie  des  séries  de  Fourier  notamment  s'est 
trouvée  renouvelée.  Loin  de  conduire  à  des  complications  nou- 
velles, l'emploi  de  l'intégration  des  fonctions  sommables  apporte 
d'heureuses    simplifications.    Borel  a   repris  récemment  la   théorie 
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de  l'intégrale  « I « '•  I i 1 1 1 < ■  en  se  plaçant  au  même  poinl  de  vue  que 
dans  sa  i héorie  de  la  mesure. 

Les  notions  d'aire  H  < I e  surface  sons  leurs  formes  les  | > 1 1 1 --  géné- 
rales sont  lices  à  la  théorie  des  ensembles.  Lebesgue  a  été  très 
loin  dans  cette  voie,  où  I  on  rencontre  vite  îles  énoncés  différents 
de  ceux  auxquels  on  esl  habitué,  par  exemple  celui-ci  :  qu'il  y  a 
d'autres  surfaces  que  les  surfaces  développables  qui  sont  appli- 
cables sur  le  plan. 

Baire  répartil  les  fonctions  en  différentes  classes,  et  cherche  la 
condition  pour  qu'une  fonction  d'une  variable  réelle  puisse  être 
développée  en  série  de  polynômes.  La  théorie  fies  ensembles 
intervient  dans  La  solution;  pour  le  cas  d'une  série  simple,  la 
condition  est  que  la  fonction  <o\i  ponctuellement  discontinue  par 
rapport  à  tout  ensemble  parfait.  Les  recherches  de  Lebesgue  sur 
les  fonctions  représenta  blés  analyliquement  sont  connexes  de 
celles  de  Baire,  cl  posent  de  graves  questions  sur  le  sens  qu'il 
convient    d'attribuer  au  mot  défini. 

Il  est  une  branche  de  l'Analyse,  qui  prend  aujourd'hui  une 
grande  importance:  c'est  le  Calcul  fonctionnel.  In  des  pre- 
miers Chapitres  du  Calcul  fonctionnel  est  le  (  \alculdes  variations 
auquel  reste  justement  attaché  le  nom  de  Lagrange.  Le  problème 
du  plus  court  chemin  <l  un  point  à  un  autre  sur  une  surface  est  sans 
doute  le  premier  type  de  problème  relatif  à  ce  calcul,  qui  •-est 
ensuite  développé  avec  diverses  questions  posées  par  la  Mécanique, 
et  qui  englobe  aujourd  hui  la  Mécanique  analytique  tout  entière. 
Le  Traité  que  publie  en  se  moment,  rladamard  sur  le  Calcul  des 
variations  fait  connaître  les  plus  récents  travaux  en  cette  matière. 
De  nombreux  problèmes  de  l'Electricité  et  de  la  Chaleur  relèvent 
aussi  du  Calcul  fonctionnel.  La  théorie  des  équations  intégrales, 
brillamment  créée  tout  d'abord  en  Italie  et  en  Suède  par  \  olterra 
et  Fredholm,  a  fait  en  France  l'objet  de  nombreux  travaux,  parmi 
lesquels  ceux  de  Le  Roux  intégranl  en  même  temps  que  Volterra 
les  équations  à  limite  supérieure  variable,  de  Goursal  sur  les 
noyaux  orthogonaux,  de  Picard  sur  les  équations  de  première 
espèce  et  les  équations  singulières,  de  Mniv  sûr  les  noyaux 
symétrisables.  rladamard  s'est  surtout  attaché  à  mettre  en  évidence 
l'influence    de    la    forme  de  la  frontière   (\u    domaine    dans    divers 
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problèmes  de  Physique  mathématique,  appelanl  l'attention  sur  les 
équations  aux  dérivées  fonctionnelles  :  il  a  été  suivi  avec 
succès  dans  cette  voie  par  I'.  Lévy.  L'étude  du  continu  fonction- 
nel^ nécessitant  la  création  il  mi  nouveau  Chapitre  de  la  théorie 
des  ensembles,  .1  été  abordé  très  heureusemenl  par  I'  réchet. 

L'extension  de  nos  idées  sur  le>  fonctions  el  les  opérations 
fonctionnelles  n'est  pas  la  seule  qu'aienl  poursuivie  les  mathé- 
maticiens. La  question  des  quantités  complexes  a  fait,  surtoul  à 
I  étranger,  l'obiel  île  nombreuses  recherches.  Si  on  laisse  tomber 
la  loi  commutative,  ne  gardant  que  la  loi  associative,  on  a  une 
algèbre  beaucoup  plus  générale  ;  un  exemple  célèbre  à  quatre 
imilés  est  fourni  par  les  quaternions  de  Hamilton.  Une  remarque 
fondamentale  de  Poincaré  ramène  toute  la  théorie  des  quantités 
complexes  à  une  question  concernanl  la  théorie  des  groupes. 
Elle  consiste  en  ce  que,  a  chaque  système  d  unités  complexes  à 
multiplication  associative,  correspond  un  groupe  continu  linéaire 
de  substitutions  linéaires,  el  inversement.  Le  rapprochement 
entre  la  théorie  des  groupes  de  Lie  el  les  nombres  complexes 
donne  la  véritable  origine  de  ces  symboles.  Divers  auteurs  étran- 
gers avaient  utilisé  l'idée  de  Poincaré;  dans  ses  travaux  sur  le 
même  sujet,  Gartan  applique  une  méthode  directe  qui  le  conduit 
à  des  résultats  nouveaux,  (les  quantités  complexes  plus  générales 
sont-edes  susceptibles  d'accroître  la  puissance  de  l'Analyse  ? 
Jusqu'ici  l'emploi  des  quaternions  a  seul  rendu  quelques  services 
en  Physique  mathématique.  On  pouvait  espérer  que  les  nouvelles 
quantités  complexes  présenteraient  quelque  intérêt  pour  l'Analyse 
générale  ;  les  essais  tentés  jusqu'ici  n'ont  pas  été  couronnés  de 
succès. 

V.  —  Quelques  remarques  finales. 

La  course  rapide  que  nous  venons  de  faire  à  travers  les  princi- 
pales disciplines  où  s'exerce  l'effort  des  mathématiciens  aura 
peut-être  montré  la  fécondité  de  celte  branche  de  la  Science 
française  depuis  un  demi-siècle.  Les  divisions  et  classifications, 
qui  ont  été  nécessaires  pour  l'exposition,  sont  d'ailleurs  bien 
artificielles  et  plus  d'un  sujet  aurait  pu  être  classé  dans  une 
autre  section  de  cet  article.  La  pénétration  entre  elles  des  di- 
verses parties  d'une  même  science,  et   souvent  même  de  sciences 
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diverses,  est  (railleurs  «le  plus  eu  plus  générale.  Nous  n'avons 
pas  ici  à  faire  de  critique  scientifique.  Disons  seulement  que 
l'écueil  des  recherches  mathématiques  e>i  dans  un  formalisme 
et  un  symbolisme  excessifs,  incapables  de  conduire  à  un  fait 
nouveau  et  d'êtres  utilisés  dans  une  autre  recherche  que  celle-là 
même  pour  laquelle  ils  ont  été  créés.  Or,  quand  ces  dernières 
conditions  ne  sont  pas  remplies,  on  peut  penser  qu'il  n'y  a  pas 
eu  progrès  réel  de  la  Science.  A  cet  égard,  il  semble  que  les 
math'ématiciens  français  sont  restés  sagement  dans  de  justes 
limites,  n'oubliant  jamais  que  leur  science  n'esl  pas  un  pur  exer- 
cice de  logique,  et  se  montrant  avant  tout  soucieux  de  la  décou- 
verte de  faits  mathématiques  nouveaux  et  de  rapprochements 
jusque-là  insoupçonnés. 

Nous  nous  sommes  expliqué  au  début  sur  les  rapports  entre  les 
Mathématiques  et  la  Physique,  el  nous  avons  dit  que  les  appli- 
cations à  la  Mécanique  el  à  la  Physique  étaient  loin  d'être  le  seul 
objet  des  études  des  mathématiciens.  Il  est  bon  cependant  que  de 
temps  à  autre,  quand  notre  science  tend  à  devenir  trop  formelle, 
nous  nous  rappelions  la  pensée  de  nos  grands  géomètres  physi- 
ciens de  la  première  moite  du  siècle  dernier.  Dans  notre  vision 
actuelle  du  monde,  l'Analyse  mathématique  reste  un  instrument 
indispensable  aux  progrès  des  théories  physiques,  offrant  aux 
physiciens  des  moules  pour  leurs  vues  théoriques;  en  échange, 
les  physiciens  rendent  aux  mathématiciens  un  service  d'un  haut, 
prix,  en  les  guidant  dans  l'infinie  variété  des  formes  que  conçoit 
notre  esprit  cl  les  empêchant  à  certaines  heures  d'errer  à  l'aven- 
ture. La  Mathématique  n'apparaîl  plus  alors  comme  la  science 
étrange  el  mystérieuse  que  se  représentent  tant  de  gens;  elle 
est  une  pièce  essentielle  dans  l'édification  de  la  Philosophie 
naturelle. 
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a    mm.    lus    rédacteurs    d' analyses    de    mémoires 
pour    la    "    Revue    des    Publications    académiques    et    périodiques    ». 

Il  semble  nécessaire  de  modifier,  dans  le  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  la  façon  çlonl  a  été  conçue  parfois  l'analyse  des 
périodiques,  (les  analyses  doivenl  être  courtes, ayant  au  maximum 
une  page.  Une  analyse  bibliographique  ne  peut  remplacer  la 
lecture  d'un  Mémoire.  Il  importe  seulement  que  le  lecteur  du 
Bulletin  apprenne  l'existence  d'un  travail  susceptible  de  l'inté- 
resser, avec  son  objet  général  el  un  ou  deux  énoncés  principaux, 
s'il  y  a  lieu.  Presque  personne  ne  lil  entièrement  les  analyses 
quand  elles  contiennent  trop  de  détails.  Le  point  essentiel  e^t  que 
de  nombreux  journaux  soient  analysés,  et  le  plus  rapidement  pos- 
sible après  leur  apparition.  C'est  seulement  ainsi  que  le  Bulletin 
rendra  tous  les  services  qu'on  peut  attendre  de  lui,  en  ce  qui 
concerne  le  dépouillement  des  Recueils  scientifiques. 

Pour  des  Mémoires  très  importants,  des  analyses  pourront  être 
faites  à  part  dans  la  première  Partie  du  Bulletin  comme  pour  les 
Ouvrages.  Il  v  a  aussi  grand  intérêt  >à  ce  qu'un  groupe  de  travaux 
récents  relatifs  à  un  même  sujet  tasse  de  temps  à  autre  l'objet 
d'un  article  d'ensemble j  ces  sortes  de  Revues  seraient  très 
appréciées  de  nos  lecteurs.  Non-  ne  doutons  pas  que  les  colla- 
borateurs du  Bulletin  vomiront  bien  apporter  tous  leurs  efforts 
à  l'amélioration  d'un  Recueil  qui  doit  s'efforcer  de  tenir  le  public 
mathématique,  en  France  el  à  l'étranger,  au  courant  des  publi- 
cations les  plus  récentes,  en  même  temps  qu'il  donne  dans  ses 
Mélanges  des  articles  originaux. 

Rappelons  que,  pour  tout  volume  ou  mémoire  écrit  en  langue 
étrangère,  le  litre  original  doit  d'abord  être  transcrit  et  que  ce 
titre  doit  être  suivi,  entre  parenthèses,  de  sa  traduction  en  français. 

Emile  Picard. 


Bull,  des  Sciences  mathém.,   !"  série,  t.  XLI.  (Septembre  1917.) 
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GOURSAT  (Edouard).  —  Cours  d'Analyse  mathématique.  ( Cours  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris).  Tome  I  :  Dérivées  et  différentielles. 
Intégrales  définies. Développements  en  série.  Applications  géométriques. 
3e  édition,  revue  et  augmentée,  i  vol.  in-8,  vn-668  pages,  avec  45  figures. 
Paris,  Gauthier-Yillars  et  C'e,  1917. 

Cette  nouvelle  édition  du  premier  Tome  du  Cours  d'Analyse 
de  M.  Goursat  diffère  peu  <le  la  précédente  :  le  volume  est 
consacré  en  entier  au  calcul  différentiel,  aux  intégrales  simples  et 
multiples:  aux  séries,  notamment  aux  séries  entières  et  aux  séries 
trigonométriques,  et  à  quelques  applications  géométriques,  le  toul 
en  se  bornant  aux  variables  réelles.  La  deuxième  édition  a  été 
analysée  en  détail  dans  ce  Bulletin  parM.  Lacour  (t.  \WI\  . 
1910). 

Lue  Note  nouvelle  sur  les  formules  de  différentialion  des  inté- 
grales définies  figure  à  la  fin  du  volume.  La  formule  classique  de 

différentiation  sous  le  signe    /    avant  été  exposée  dans  le  cours  de 

I  ouvrage  pour  les  intégrales  simples  à  limites  variables  et  poul- 
ies intégrales  curvilignes  à  chemins  d'intégration  indépendant  du 
paramètre,  cette  Note  traite  des  intégrales  curvilignes  à  chemin 
variable,  des  intégrales  doubles,  des  intégrales  de  surface  et  des 
intégrales  triples.  La  formule  qui  concerne  les  intégrales  curvi- 
lignes est  d'abord  établie  avec  le  plus  grand  soin;  après  les  considé- 
rations purement  analytiques  vient  l'interprétation  géométrique 
du  résultai  obtenu,  qui,  malgré  sa  complication,  est  ainsi  présenté 
avec  la  plus  grande  netteté  possible:  le  cas  particulier  où  le  che- 
min c>t  une  courbe  plane  donne  heu  à  des  simplifications  qui  sont 
spécialement  signalées.  Les  intégrales  doubles  sont  ramenées  à 
des  intégrales  curvilignes,  au  moyen  de  la  formule  de  Green  :  le 
résultat  cherché  est  ainsi  obtenu  avec  la  plus  grande  élégance. 
Les  intégrales  de  surface  sont  ramenées  à  des  intégrales  doubles 
ordinaires,  et  le  résultat  est  encore  éclairé  par  des  considérations 
géométriques.    Enfin,   employant    le   même    artifice   (pie  pour  les 
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intégrales  doubles,  M.  Goursal  ramène  les  intégrales  triples  à  des 
intégrales  de  surface.  Ces  formules,  donl  L'application  se  rencontre 
si  souvenl  en  Physique  mathématique  el  dans  le  calcul  des  varia- 
tions, avaient,  suivant  l'ordre  logique  «les  matières,  leur  place 
marquée  dans  ce  volume. 

Le  second  Chapitre  du  volume,  consacré  aux  dérivées  el  aux 
différentielles,  a  subi  quelques  légères  modifications  dans  Tordre 
adopté  :  les  séries  sont  considérées  à  part,  et  non  plus  en  même 
temps  que  ce  qui  concerne  la  limite  d'une  fonction  fn  (x)  pour  n 
infini.  Le  troisième  Chapitre,  sur  les  fonctions  implicites,  contient 
une  intéressante  innovation  :  développant  quelque  peu  certaines 
explications  données  dans  l'édition  précédente,  et  les  présentant 
d'une  manière  un  peu  différente,  M.  Goursat  en  tire  une  démons- 
tration de  l'existence  des  fonctions  implicites  entièrement  indé- 
pendante de  la  méthode  des  approximations  successives,  qui  n'est 
donnée  qu'en  second  lieu. 

Dans  le  Chapitre  sur  les  intégrales  doubles,  le  paragraphe  qui 
concerne  les  intégrales  de  surface  a  été  remanié,  ces  intégrales 
étant  définies  directement  comme  limites  de  sommes,  et  calculées 
immédiatement  au  moyen  d'une  représentation  paramétrique 
quelconque .  La  question  du  changement  de  variables  pour  ces 
intégrales  est  ainsi  résolue  du  même  coup,  de  sorte  que  le  para- 
graphe sur  le  rapport  de  deux  éléments  de  surface  a  pu  être  ren- 
voyé au  Chapitre  suivant,  où  il  vient  à  propos  du  changement  de 
variables  dans  les  intégrales  multiples. 

En  parlant  de  la  torsion  des  courbes,  M.  Goursat  a  changé  la 
définition  des  courbes  dextrorsum,  de  sorte  que  la  vis  ordinaire 
devient  dextrorsum. 

Dans  le  dernier  Chapitre  a  été  ajouté  un  paragraphe  sur  la 
torsion  géodésique. 

Malgré  ces  améliorations,  Tordre  suivi  dans  l'édition  précédente 
a  été  respecté  dans  son  ensemble,  et  notamment  le  numérotage  des 
paragraphes  a  été  conservé  aussi  fidèlement  que  possible  :  inaltéré 
pour  la  plupart  des  paragraphes,  il  n'a  été  changé  que  d'une  unité 
pour  la  presque  totalité  des  autres,  ce  qui  facilitera  grandement 
l'usage  des  renvois  qui  se  trouvent  dans  les  Tomes  11  et  111  de  la 
deuxième  édition. 

11   serait  sans  doute   surperflu  de  redire  les    qualités  de  clarté 
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n'excluant  pas  la  parfaite  rigueur,  qui  ont  toujours  distingué  le 
Cours  <Je  M.  Goursat;  le  nouveau  volume  est,  à  ce  point  de  vue, 
entièrement  digne  de  ses  devanciers. 

Georges  Giracd. 


LEVJ  (Beppo).  —  Introduzione  alla  Analisi  matematica.  I  :  Teorie 
formali.  Campo  di  numeri.  Polinomi.  Fun/.ioni.  Combinazioni  lineari. 
Sostituzioni  lineari.  Numeri  complessi.  Determinanti.  Funzioni  razionali 
intere.  i  vol.   gr.  in-8,  xxu-48a  pages.  Paris,  Hermann  et  Fils,  1916. 

Dans  l'étude  d'une  théorie  mathématique,  il  y  a  lieu  de  distin- 
guer d'une  part  la  matière  à  laquelle  s'applique  la  théorie,  d'autre 
part  la  forme,    la  structure  des  raisonnements  :  il  arrive    le  plus 
souvent  que  les   mêmes   formes  de   raisonnements    peuvent    être 
développées   dans   des  domaines  mathématiques  fort  éloignés   les 
uns  des  autres  par  leur  contenu,   mais  tout  pareils  en  ce  qui   con- 
cerne  la  disposition  de  ce  contenu.   C'est  ainsi  que  la  plupart  des 
définitions    cl    des    propriétés    des    opérations    fondamentales    de 
l'Arithmétique    peuvent    être    appliquées    aux    théories    les    plus 
diverses,  qu'il  s'agisse  de  nombres  entiers,  rationnels,  irrationnels, 
complexes,  ou  de  polvnomes,  ou  encore  de  substitutions  linéaires, 
ou   de   vecteurs....  C'est  l'étude  d'un  grand  nombre  de  théories 
particulières   qui  a  permis  de  dégager   les  principes  qui  leur  sont 
communs  et  de   donner  ensuite  des  théories   abstraites   englobant 
plusieurs  d'en  très   elles    quant  à  la    forme  des   raisonnements,    la 
substance   seule    variant    d'une    théorie  à  l'autre.    De  là   l'idée  de 
développer,    dans    une   étude    synthétique,    les    diverses  théories 
formelles  sans  se  préocuper  de   la  matière  à  laquelle  on  applique 
ces  théories  :  c'est  ce  que    M.  Beppo  Levi   s'est   proposé  de  faire 
dans  ee  premier  volume  de  son  Introduction  à  l'Analyse  mathé- 
matique,   volume  qui    porte  en    sous-titre    Théories   formelles. 
A  vrai  «Inc.  si  ce  sous-titre    exprime  bien   le    but    de  l'Auteur,  on 
est  un  peu  étonné  au  premier  abord,    en  parcourant    la  Table  des 
matières,  de  voir  que  M.  Beppo  Levi  rattache  son  étude  à  l'Analyse 
mathématique.  Ce  sont  en  effet  les  théories  qui  utilisent  la  notion 
de  limite  et  la  notion  du  continu  que  l'on  s'accorde  en  générale 
considérer  comme  formant  le  domaine  propre  de  l'Analyse  et  il  se 
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trouve  que  ces  notions  sont  systématiquement  exclue-;  du  Livre  «le 
M.  Beppo  Levi  :  on  n'y  parle  ni  de  limites,  ni  d'intégrales,  ni  de 
dérivées,  ni  de  séries;  en  revanche,  on  y  trouve  l'étude  des  substi- 
tutions linéaires,  des  matrices  des  déterminants,  des  fonctions 
rationnelles  entières,  de  sorte  que  les  théories  développées  par 
M.  Levi  font  partie  en  réalité  de  ce  que  l'on  appelle  en  général 
I'  tlgèbre  supérieure.  Ce  n'est  que  dans  un  second  volume,  dont 
l'Auteur  annonce  la  publication  pour  plus  tard,  qu'apparaîtra  le 
continu. 

Dans  les  théories  formelles  que  développe  l'Auteur,  il 'raisonne 
d'une  façon  abstraite  sur  tout  champ  d'éléments  auquel  s'appli- 
quent certaines  définitions  et  certaines  opérations  posées  a  priori. 
Lorsqu'une  théorie  particulière  a  un  intérêt  propre,  indépendam- 
ment de  la  théorie  générale  d'où  elle  dérive,  M.  Beppo  Levi  ne 
manque  cependant  pas  de  la  signaler.  Mais  c'est  par  la  théorie  la 
plus  générale  qu'il  commence  toujours  et  la  théorie  particulière, 
souvent  capitale,  dont  il  s'agit  est  étudiée  sous  la  rubrique  modeste 
d'  «  exemples  et  compléments  ».  C'est  ainsi  que  les  nombres 
complexes  ordinaires,  de  la  forme  a-\-_bi,  sont  étudiés  dans  les 
exemples  et  compléments  du  paragraphe  6  comme  un  cas  parti- 
culier des  corps  algébriques  quadratiques  étudiés  eux-mêmes 
comme  cas  particuliers  des  corps  algébriques  généraux  et  ce  sont 
enfin  les  nombres  complexes  à  ji  unités  qui  forment  le  fond  même 
du  chapitre,  ou  plutôt  du  paragraphe  :  l'auteur  a,  en  effet,  préféré 
donner  aux  divisions  principales  de  son  livre  le  nom  de  para- 
graphes, plutôt  que  celui  de  chapitres,  dans  le  but  d'indiquer 
nettement  que  les  différentes  théories  ne  forment  pas  des  compar- 
timents étanches,  mais  qu'elles  se  pénètrent,  chaque  nouveau 
paragraphe  introduisant  quelque  nouvel  élément  essentiel  dans 
l'ordre  d'idées  des  paragraphes  précédents.  Ces  paragraphes,  au 
nombre  de  huit,  sont  consacrés  respectivement  aux  champs  de 
nombres,  aux  polynômes,  aux  fonctions,  aux  combinaisons  linéaires, 
aux  substitutions  linéaires,  aux  nombres  complexes,,  aux  déter- 
minants, aux  fonctions  rationnelles  entières.  Après  une  partie 
principale  renfermant  le  développement  des  théorie  lormelles, 
chaque  paragraphe  comprend  des  compléments  qui  contiennent 
l'application  de  ces  théories  à  des  éléments  particuliers.  Ces 
compléments   ont   souvent  une  importance  tout  aussi  grande  que 
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les  théôriée  formelles  auxquelles  l'Auteur  les  rattac  e  :  c'est  ainsi 
que  la  formule  de  Tavlor  constitue  l'un  des  compléments  du  para- 
graphe 8.  l'étude  des  fonctions  symétriques  l'un  des  compléments 
du  paragraphe  2. 

Parmi  les  théories  qui  sont  développées  par  l'Auteur  dune  façon 
nouvelle,  très  complète  et  très  rigoureuse,  citons  celles  du  dernier 
paragraphe.  L'auteur  traite,  dans  un  même  ordre  d'idées,  trois 
questions  qu'il  y  a  lieu  de  rapprocher  :  r°  la  détermination  des 
solutions  d'un  système  d'équations  algébriques,  ou  problème 
général  de  l'élimination  au  sens  de  Kronecker  ;  2°  la  définition  du 
résultant  de  deux  fonctions  rationnelles  entières  ;  3°  le  théorème 
de  Bezout,  sous  sa  forme  la  plus  générale,  c'est-à-dire  la  déter- 
mination du  nombre  de  dimensions  et  de  l'ordre  de  l'intersection 
de  deux  variétés  algébriques  dont  le  nombre  des  dimensions  et 
l'ordre  sont  donnés.  Les  difficultés  que  présente  une  démons- 
tration algébrique  rigoureuse  du  théorème  de  Bezoutsonl  élucidées 
avec  un  soin  tout  particulier  et  si  l'Auteur  est  amené  à  compliquer 
son  étude  et  à  introduire  des  définitions  nouvelles  relativement 
aux  variétés,  intersections  de  variétés  données,  c'est  dans  le  but 
de  pouvoir  donner  des  énoncés  rigoureux  s'appliquant  à  tous  les 
cas,  en  évitant  les  cas  exceptionnels  que  présentent  certains 
énoncés  et  certaines  démonstrations  du  théorème  de  Bezout. 

La  méthode  d'exposition  adoptée  par  M.  Beppo  Levi  dans  ce 
Livre  convient  1res  bien  au  lecteur  déjà  en  possession,  tout  au 
moins  partielle,  des  diverses  théories  particulières  :  une  vue 
d'ensemble  sur  les  formes  de  raisonnement  communes  à  diverses 
théories  lui  sera  alors  très  profitable;  des  répétitions  fastidieuses 
pourront  lui  être  évitées,  car  il  sera  inutile  de  reprendre  sur 
plusieurs  théories  particulières  des  raisonnements  qu'on  peut  faire 
une  fois  pour  toutes,  en  englobant  des  champs  d'applications  très 
divers  ;  en  outre,  eu  éliminant  toutes  les  contingences,  on  voit 
mieux  le  fond  même  des  raisonnements,  la  vraie  raison  des  choses. 
Mais  si  l'on  veut  employer  la  même  méthode  avec  des  étudiants 
qui  ignorent  les  théories  particulières  et  dans  le  but  de  les  leur 
enseigner,  en  d'autres  termes  si  l'on  a  la  prétention  de  descendre 
du  général  au  particulier,  sans  s'être  élevé  d'abord  du  particulier 
au  général,  il  est  bien  à  craindre  que  l'étudiant  ne  voie  dans  les 
théories  formelles  qu'un  pur  jeu  de  l'esprit,  une  combinaison  de 
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définitions  arbitraire  el  sans  bu1  apparent.  L'Auteur  reconnaîl 
d'ailleurs  que  les  théories  mathématiques  les  plus  générales  onl 
leur  origine  dans  l'étude  et  la  comparaison  des  cas  particuliers: 
«  Il  e-t  bien  vrai,  dit-il  dans  la  Préface,  « | < i <-  la  plupart  des  concepts 
et  des  démonstrations  mathématiques  se  forment,  à  l'aide  d'abs 
tractions  successives,  en  partanl  de  cas  particuliers,  au  moyen 
d'essais  el  de  flottements  »  :  mais  il  ajoute  immédiatement  qu'à 
son  avis  «  il  n'esl  pas  possible  de  reproduire  utilement,  dans  une 
œuvre  écrite,  ce  drame  de  la  pensée  ».  G'esl  l'étudiant  lui-même 
qui  doit,  d'après  M.  Beppo  Le\i.  s'essayer  à  rendre  concrètes,  sur 
quelques  cas  particuliers,  les  démonstrations  abstraites  du  cas 
général.  Sans  adopter  complètement  les  idées  d<-  I  Vuleur  à  ce 
sujet,  on  peut  remarquer  qu'il  existe  de  nombreux  ouvrages  qui 
présentent  dans  tous  leurs  détails  les  di\  erses  théories  particulières, 
tandis  qu'on  trouve  bien  peu  d'auteurs  qui  s'attachenl  avant  tout, 
comme  M.  Beppo  Levi,  aux  vues  d'ensemble  et  à  la  coordination 
des  diverses  théories  et  c'est  pour  cela  que  son  Livre  mérite  d'être 
lu  et  travaillé  par  tous  ceux  qui  s'intéressent  aux  théories  de 
l'Algèbre  supérieure. 

S.  Lattes. 


LAMB  (Horace).   —   Hydrodynamics.  Fourth  édition,  i   vol.   in-8°  jésus, 
xvi-708  pages.  Cambridge,  at  the  Universitv  Press,    19 iT>. 

On  a  souvent  constaté  que  l'enseignement  de  l'Hydrodynamique, 
tel  qu'il  est  donné  dans  les  cours  de  Mécanique  rationnelle  de 
nos  Facultés,  se  heurte  à  un  double  écueil.  Les  élèves,  dont  les 
tendances  naturelles  sont  dirigées  du  côté  des  sciences  abstraite-. 
sont  déroutés  par  la  nouveauté  du  langage  scientifique;  il  en  est 
même  qui  sont  arrêtés  par  la  démonstration  des  théorèmes  sur  la 
transformation  des  intégrales  définies,  ou  qui  admettent  dill'icile- 
ment  les  hypothèses  simplificatrices,  grâce  auxquelles  on  néglige 
certaines  vitesses  ou  certains  déplacements.  Ceux-là,  au  contraire, 
qui  sont  attirés  par  les  sciences  physiques,  s'étonnent  du  luxe  de 
certains  développements  analytiques  et  se  demandent  dans  quelle 
mesure  il  peut  être  justifié  par  l'expérience. 

A  vrai  dire,  il  serait  bien  difficile  qu'il  en  fût  autrement;  et  ce 
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ne  son i  pas  quelques  heures  d'un  cours  de  fin  d'année  qui  pourraient 
suffire  à  chasser  de  l'esprit  des  élèves  des  objections  d'uni1  nature 
aussi  diverse.  \  celui-ci,  il  faudrait  faire  entrevoir  toute  l'étendue 
lu  nouveau  champ  de  recherches,  ouvert  à  se>  investigations  dans 
la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles;  à  celui-là,  il 
faudrait  répondre  par  l'énumération  des  expériences  qui  ont  eu 
leur  point  de  départ  dans  la  vérification  d'un  résultat  analytique; 
à  tous  deux,  il  faudrait  s'adresser,  chiffres  en  mains,  et  montrer 
l'accord  constant  entre  la  théorie  et  l'expérience,  accord  qui 
constitue  la  justification  suprême  de  l'Hydrodynamique. 

Cet  objectif,  que  nous  venons  de  tracer,  se  trouve  rempli,  et  de 
la  façon  la  plus  heureuse,  par  le  traité  de  M.  II.  Lanib.  La  qua- 
trième édition  de  cet  Ouyrage  classique  vient  de  paraître;  c'est  un 
beau  volume,  qui  contient  sous  une  forme  condensée  l'exposé  d'un 
très  grand  no  m  lire  de  théories,  cl  qui  touche  quelquefois  aux  limites 
actuelles  de  la  Science.  Aussi,  l'analyse  qui  va  suivre  devra-t-elle 
se  borner  aux  pages  les  plus  importantes  du  Traité. 

Pour  la  commodité  de  l'exposition,  je  conviendrai  de  diviser 
I  Hydrodynamique  de  AL  Lamb  en  quatre  parties  successives.  La 
première  (Ghap.  I-III)  renferme  l'exposé  des  doctrines  fondamen- 
tales. La  seconde  (Chap.  1Y-VJI)  traite  du  mouvement  irrotation- 
nel  (à  i\ei\\  et  trois  dimensions),  et  des  tourbillons.  La  troisième 
(Chap.  VTII-X),  de  beaucoup  la  plus  développée,  a  pour  objet  la 
théorie  du  déplacement  des  ondes.  Enfin  la  dernière  (Chap.  XI 
et  XII)  roule  sur  la  viscosité  cl  sur  le-.  figures  d'équilibre  relatif 
des  masses  liquides  tournantes. 

Le  premier  Chapitre  débute  par  une  remarque  significative,  où 
se  révèle  le  caractère  propre  de  l'Ouvrage:  faisons  tourner  autour 
de  son  axe,  supposé  vertical,  el  d'un  mouvement  uniforme,  un 
vase  de  révolution,  rempli  d'eau;  nous  constaterons  qu'au  boni 
d'un  certain  temps  les  molécules  situées  à  la  périphérie  seront 
sensiblement  immobiles  par  rapport  à  celles  qui  avoisinent  l'axe. 
Dès  lors,  dans  un  liquide,  les  efforts  internes  ne  sauraient  être 
rigoureusement  normaux.  Néanmoins,  l'Auteur  nous  prévient  que 
l'influence  de  la  composante  tangentielle  de  l'effort  sera  négligée 
en  première  approximation,  quitte  à  être  étudiée  plus  tard,  au 
Chapitre  XI.  Celle  simplification  admise.  l'Auteur  forme  le-> 
équations  d'Euler,  la  relation  de  continuité,  l'expression  <.\e^<  con- 
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ditions  aux  limites  el  celle  de  l'énergie;  il  dit  un  mol  de  l'emploi 
des  axes  mobiles  el  termine  par  l'exposé  de  la  notition  de 
Laerange  et  de  la  transformation  d'Euler. 

Les  premières  conséquences  des  formules  fondamentales  sonl 
développées  dans  le  Chapitre  II,  <jui  commence  par  introduire  la 
notion  de  potentiel  des  vitesses.  Nous  observerons  à  ce  sujet 
que  M.  II.  Lamb  désigne  ainsi  (lorsqu'elle  existe )  la  primitive 
changée  de  signe  de  la  différentielle  u  doc  +  v  dy  -f-  w  dz  ; 
l'emploi  de  ce  signe  —  remonte  d'ailleurs  à  la  seconde  édition  de 
l'Ouvrage.  Viennent  ensuite  les  notions  de  lignes  de  courant,  de 
m  iiivriiu'iii  permanent;  la  démonstration  du  théorème  deTorricell  1 
et  de  l'existence  d'une  borne  inférieure  imposée  aux  vitesses.  La 
détermination  du  champ  d'applicabilité  de  la  formule  de  Barré  de 
Saint-Venant  et  de  Wantzel  a  l'ait  l'objet  des  recherches  de 
Reynolds  et  Hugoniot;  l'Auteur  résume  leurs  travaux  à  ce  sujet; 
puis  il  étudie,  d'après  Ranlcine,  le  mouvement  d'une  masse  liquide, 
contenue  dans  un  vase  de  révolution,  et  animée  d'un  mouvement 
de  rotation  autour  de  l'axe. 

Enfin,  l'exposé  des  théories  fondamentales  se  termine  par  l'étude 
du  mouvement  irrotationnel,  qui  constitue  la  matière  du  Cha- 
pitre III.  Signalons  tout  d'abord,  à  ce  sujet,  une  notation  propre 
à  l'Auteur  :  il  désigne  par  ç,  y;,  u  les  trois  expressions,    dont  la 

•     dvo  dv  ,  ,  ,      ,   •  n 

première  serait ->  et  qu  on  représente  habituellement   par 

2ç,  27),  2Ç;  cette  modification  a  pour  but  de  simplifier  certaines 
formules,  entre  autres  l'expression  analytique  du  théorème  de 
Stokes,  que  l'Auteur  établit  bientôt,  après  avoir  défini  le  flux  el 
la  circulation.  Il  étudie  ensuite  les  propriétés  caractéristiques  du 
potentiel  des  vitesses,  regardé  comme  solution  de  l'équation  de 
Laplace,  démontre  le  théorème  de  Green,  et  examine  les  modi- 
fications à  apporter  aux  théories  précédentes,  quand  les  espaces 
occupés  par  les  liquides  sont  multiplemént  connexes  :  en  par- 
ticulier, le  théorème  de  Green  cesse  alors  d'être  exact;  il  doit 
être  remplacé  par  un  nouvel  énoncé  dû  à  Kelvin.  Enfin,  le  Cha- 
pitre se  clôt  par  l'étude  des  sources  et  des  doublets,  et  par  leur 
comparaison  avec  les  phénomènes  de  l'Electrodynainique. 

Le  Chapitre  suivant,  consacré  aux  mouvements  parallèles  à  un 
plan  fixe,  nous  fait  pénétrer  dans  une  partie  nouvelle  de  l'Ouvrage, 
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d'allure  plus  spécialisée;  il  nous  montre  commenl  des  doctrines 
analyt  iques,  en  apparence  bien  étrangères  à  autre  sujet  actuel,  peu- 
venl  servira  résoudre  des  problèmes  de  nature  très  concrète.  C'est 
linsi  qu'après  avoir  introduit,  à  la  suite  de  Lagrange,  la  fonction 
de  courant  y  associée  au  potentiel  des  vitesses  -^.  I'  auteur  établit 
rapidemenl  les  propriétés  fondamentales  îles  fonctions  analytiques 
w  =  o+  i  •l  de  la  variable  s  =  x  +  iy\  son  exposition  a  d'ailleurs 
un  caractère  essentiellement  pratique;  elle  consiste  à  partir  de 
fonctions  analytiques  simples  et  à  en  chercher  la  signification 
hydrodynamique.      Vinsi.     prenant   successivement  ,  w  =  A zn, 

—  u-log-S,  —  uiloff- j  Glosrsh  —>   l'Auteur  étudie  les    difle- 

rents  systèmes  orthogonaux  auxquels  conduisent  ces  fonctions; 
puis  il  aborde  la  relation  inverse  z=f(w)  et  l'utilise  pour 
résoudre  des  problèmes  tels  que  les  suivants  :  écoulement  d'un 
liquide  dans  un  canal  limité  par  des  parois  minces  et  débouchant 
dans  un  espace  libre  (on  a  alors  z  =  w-\-ew)}  mouvement  d'un 
fluide  dans  lequel  ou  déplace  un  cylindre  ou  une  plaque  suivant 
une  loi  déterminée.  Citons  aussi  le  cas  d'un  vase  tournant  cylin- 
drique dont  la  section  droite  est  une  ellipse  ou  un  triangle  équila- 
téral.  Puis,  s'inspirant  des  méthodes  de  représentation  conforme 
dues  à  Schwarz  et  à  Christoffel,  M.  Lamb  traite  de  nouvelles 
questions,  d'allure  un  peu  plus  compliquée,  comme  l'écoulement 
d'un  liquide  contenu  dans  un  récipient,  à  travers  une  embouchure 
de  Borda  ou  une  ouverture  rectiligne;  il  multiplie  les  figures  pour 
donner  au  lecteur  une  idée  précise  des  différentes  transformations 
utilisées,  et  entre  dans  tous  lesdétails  d'application  pratique  qui 
relèvent  de  cette  théorie  :  calcul  du  coefficient  de  contraction  de 
la  veine;  calcul  de  la  résistance  supportée  par  une  plaque  ou  un 
coin  sur  lequel  vient  buter  le  courant.  Il  termine  par  quelques 
remarques  sur  la  production  de  discontinuités  au  sein  d'un  liquide. 
e1  sur  l'extension  de  la  théorie  précédente  au  cas  d'une  couche 
liquide   mime  en    mouvement. 

Le  Chapitre  \  se  rapporte  aux  déplacements  irrotal  ionnels  dans 
l'espace  à  trois  dimensions.  Dans  ce  cas,  pour  prêter  à-une  dis- 
cussion abordable,  il  faut  que  la  configuration  extérieure  de  la 
masse  liquide  puisse  être  représentée  simplement  dans  un  des 
systèmes  classiques  de  coordonnées  orthogonales:  effectivement, 
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le  Chapitre  se  divisera  de  lui-même  en  trois  parties,  suivant  que 
les  coordonnées  seronl  sphériques,  cylindriques  on  elliptiques. 
I  /  auteur  s'attarde  plus  longuemenl  sur  le  premier  cas.  I]  développe 
d'abord  une  remarque  de  Maxwell  d'après  laquelle  tout  harmo- 
nique soli  le  sphérique  de  degré  n  peul  être  engendré  au  moyen 
d'un  système  de  V1"1  sources,  infinimenl  voisines  de  l'origine,  ou 
infiniment  éloignées,  selon  que  n  est  négatif  ou  positif.  Puis  il 
définit  ce  qu'on  doit  entendre  par  harmonique  zonal,  tesséral  ou 
sectoriel;  et,  après  avoir  rappelé  la  représentation  analytique  de 
ces  fonctions,  il  les  applique  à  différents  problèmes,  donl  je 
citerai  les  suivants  :  mouvement  dune  sphère  solide  dans  un 
milieu  liquide  indéfini.  <>u  dans  un  liquide  contenu  à  I  intérieur 
d'une  sphère;  mouvement  d'un  système  de  deux  sphères,  paral- 
lèlement ou  perpendiculairement  à  la  ligne  des  centres:  dans 
certains  eas.  il  étudie  d'après  Stokes  les  lignes  el  les  fonctions  de 
courant. 

Le  cas  des  coordonnées  cylindriques  se  rattache  étroitement  à 
l'étude  des  fonctions  de  Bessel;  leur  représentation  analytique 
élucidée.  M.  Lamb  les  applique  au  déplacement  d'un  disque 
mince  à  travers  un  liquide.  Puis,  il  généralise  la  théorie  des  har- 
moniques sphériques,  pour  l'étendre  au  cas  du  mouvement  d'un 
ellipsoïde  de  révolution  se  déplaçant  parallèlement  à  son  ave  dans 
un  liquide  indéfini.  Si  Ton  se  posait  un  problème  analogue  pour 
un  ellipsoïde  général,  il  faudrait  introduire  les  coordonnées  ellip- 
tiques et  les  fonctions  de  Lamé,  dont  l'Auteur  rappelle  briève- 
ment les  principales  propriétés. 

On  aura  pu  remarquer  que  l'Auteur  a  déjà  traité,  à  différentes 
reprises,  des  cas  particuliers  du  problème  du  mouvement  d'un 
solide  au  sein  d'un  liquide:  plusieurs  fois",  il  avait  insisté  sur 
cette  conséquence  remarquable  que  l'ellet  du  liquide  revient  à 
augmenter  l'inertie  du  solide.  Ce  même  problème,  M.  II.  Lamb 
le  reprend  dans  toute  sa  généralité  pour  en  faire  l'objet  du 
Chapitre  VI;  il  suit  alors  l'exposition  de  Thomson' et  Tait  el  de 
Kelvin  :  son  caractère  distinctif  consiste  à  regarder  le  solide  et  le 
liquide  comme  formant  un  seul  système  matériel;  on  évite  ainsi 
le  calcul  laborieux  des  réactions  mutuelles  de  ces  deux,  milieux,  et 
l'on  n'a  plus  qu'à  appliquer  la  méthode  des  équations  de  Lagrange. 
La  principale  difficulté  dans  la  formation  de  ces  équations  provient 
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du  calcul  de  la  force  vive  :  l'Auteur  le  traite  en  détail.  Quant  à 
l'intégration  des  équations,  elle  n'est  possible  que  dans  certains 
cas  particuliers,  où  la  symétrie  des  données  fait  apparaître  des 
intégrales  premières  :  tel  est  le  cas  d'un  solide  de  révolution,  qui 
tourne  autour  de  son  axe,  lequel  esl  assujetti  à  rester  dans  un  plan 
donné,  problème  qui  amena  Kirchhoffà  une  élégante  application 
des  fonctions  elliptiques. 

La  théorie  précédente  doil  d'ailleurs  être  complétée  dans  le  cas 
d'un  solide  percé  de  trous;  et  ses  formules  peuvent  aussi  être 
transcrites  dans  le  langage  des  coordonnées  curvilignes  quel- 
conques. L  Auteur  se  trouve  ainsi  conduit  à  faire  une  esquisse  de 
la  théorie  des  systèmes  gyrostatiques  et  des  coordonnées  «  cachées  », 
théorie  qui,  en  plusieurs  circonstances,  a  permis  de  ramener 
I  étude  des  sytèmes  continus  à  celle  des  systèmes  possédant  un 
Qombre'fîni  de  coordonnées  «  palpables   ». 

La  seconde  Partie  de  l'Ouvrage  se  termine  par  la  théorie  des  tour- 
billons, dont  l'exposé  remplit  tout  le  Chapitre  \  II.  M.  II.  Lamb 
commence  par  exposer  le-«  théorèmes  généraux  sur  la  circulation. 
les  principaux  résultats  de  Gauchy,  Helmholtz,  ainsi  que  les  ana- 
logies de  celle  doctrine  avec  l'Electrodynamique.  Puis  il  étudie 
les  diverses  propriétés  d'un  système  de  deux  ou  quatre  tourbil- 
lons rectilignes,  el  d'une  suite,  simple  ou  double,  de  tourbillons 
égaux  et  équidistants.  \près  avoir  discuté  la  stabilité  d'un  tel 
système,  il  passe  aux  tourbillons  circulaires  et  analyse  leurs 
influences  mutuelles  ;  puis  il  recherche  sous  quelles  conditions  le 
mouvement  tourbi liminaire  peui  être  permanent,  et  conclut  par 
quelques  mois  sur  la  transformation  de  Clebsch. 

La  troisième  des  subdivisions  que  nous  avons  effectuées  dans 
l'Ouvrage  se  rapporte,  avons-nous  dit,  à  la  théorie  générale  de  la 
propagation  des  mouvements  ondulatoires.  Celle  partie  comprend 
trois  Chapitres  distincts:  si  l'on  néglige  la  compressibililé  et  la 
composante  verticale  de  l'accélération,  on  est  conduit  à  un  en- 
semble de  résultats,  dont  la  plus  brillante  application  a  trait  à  la 
théorie  des  marées  océaniques  :  elle  remplit  le  Chapitre  VIII.  (Jette 
théorie  cesserait  d'ailleurs  d'être  applicable,  en  toute  rigueur,  si 
l'on  voulait  étudier  des  phénomènes  locaux:  c'est  ainsi  que.  dans 
mie  eau  profonde,  l'agitation  des  molécules  liquides  s'éteint  pro- 
gressivement à  mesure  que  l'on  s'éloigne  de  la  surface  libre  :  il  y  a 
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là  toul  un  ensemble  de  phénomènes  que  M.  11.  Lamb  groupe  sous 
le  vocable  de  mouvements  par  ondes  de  s urface,  et  qu'il  étudie 
dans  le  Chapitre  IX.  Enfin,  si  L'on  veul  tenir  compte  de  la  com- 
pressibilité,  on  e-,1  conduil  à  des  problèmes  «lu  type  de  ceux  de 
l'Acoustique;  on  a  affaire  alors  aux  ondes  d'expansion,  dont  la 
théorie  esl  exposée  au  Chapitre  \  . 

^.vecses  i  10  pages,  le  Chapitre  \  III  constitue  un  véritable  Traité 
de  la  théorie  mathématique  des  marées.  Comme  tout  traité  sur  un 
tel  sujet,  il  débute  par  un  résumé  de  la  discussion  des  petites 
oscillations  au  moyen  des  équations  de  Lagrange  ;  et.  il  se  divise, 
ensuite,  en  deux  Sections,  d'importance  sensiblement  égale,  la  pre- 
mière ignorant,  la  rotation  terrestre,  dont  l'influence  fait  préci- 
sément l'objet  de  la  seconde. 

Voici  l'ordre  adopté  par  M.  Lamb  dans  la  première  Section  : 
Etude  des  ondes  à  longue  période  dans  un  canal  étroit  (oscil- 
lations libres  sous  l'action  de  la  pesanteur,  ou  forcées,  sous 
l'influence  d'une  force  perturbatrice  périodique;;  cas  d'un  canal 
dirigé  suivant  un  méridien,  ou  parallèlement  à  l'équateur;  in- 
fluence  des  variations  de  profondeur  du  canal;  et,  dans  tout  cet 
exposé,  l'Auteur  se  sert  fréquemment  des  résultats  d'Airy.  Puis, 
pour  traiter  le  cas  d'un  bassin  circulaire,  il  retrace  rapidement  la 
théorie  des  fonctions  de  Bessel  de  deuxième  espèce;  et,  enfin,  il 
applique  la  théorie  des  fondions  harmoniques  sphériques  à 
l'étude  des  marée-,  à  travers  une  couche  sphérique  recouvrant 
tout  le  globe. 

La  seconde  Section  que  nous  avons  établie  dans  le  Chapitre  VIII 
débute  par  une  étude  de  la  stabilité  de  l'équilibre  relatif  d'un  sys- 
tème animé  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  donné; 
à  ce  sujet,  l'Auteur  expose  les  propriétés  classiques  de  l'équation 
A  (à2)  =  o.  Puis,  après  un  problème  préliminaire  sur  les  bassins 
circulantes,  il  arrive  à  la  théorie  de  Laplace,  théorie  qui  repose 
sur  la  considération  d'une  équation  différentielle  linéaire  du 
second  ordre.  Cette  équation  a  fait  l'objet  d'importants  travaux, 
dus  notamment  à  Kelvin  et  à  Darwin;  les  coefficients  de  certaines 
solutions  de  cette  équation  sont  donnés  par  des  relations  aux 
différences finies,  jouissant  de  propriétés  remarquables.  L'Auteur 
dit  ensuite  quelques  mots  du  principe  de  la  méthode  de  Hough  ; 
et,    il   termine  par  une  application  des  considérations  générales, 
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développées  antérieurement,  à  la  stabilité  de  la  masse  océanique, 
tapitre    esi   accompagné  d'un  appendice  sur  le   calcul  des 
forces  pertubatrices  Luni-solairés. 

L'objel  du  Chapitre  l\  a  été  indiqué  plus  haut;  les  problèmes 
qui  s'"j  ratlachenl  sont  très  nombreux;  quelques-uns  onl  une 
grande  importance  pratique.  Voici  d'abord  une  première  série 
d'études  qui  dérivent  de  la  théorie  des  ondes  stationnaires  ;  la  com- 
binaison de  ces  ondes  donne  lieu  à  des  ondes  progressives  dont 
la  discussion,  nue  fois  achevée,  permet  à  l'Auteur  d'analyser  les 
oscillations  des  liquides  superposés;  le  calcul  de  l'énergie  dans  ce 
dernier  problème  conduit  à  un  résultat  curieux,  qui  permet  d'expli- 
quer les  difficultés  que  rencontrent  quelquefois  les  bateaux  à  1  ap- 
proche le  certain-  fjords  de  Norvège.  Puis.  l'Auteur  étudie  la  sta- 
bilité du  mouvement,  d'après  Rayleigh^  el  introduit  la  notion 
importante  de  groupe  d'ondes.  Non-  arrivons  alors  à  un  problème 
classique,  étudié  par  Cauchy  el  Poisson,  el  qui  a  pour  objet  la 
propagation  des  ondes  produites  en  eau  profonde  par  un  ébran- 
lement superficiel;  de  nombreuses  figures  viennent  illustrer  les 
développements  analytiques,  qui  présentent  plus  d'une  analogie 
avec  les  intégrales  de  la  diffraction;  la  discussion  est  complétée 
par  une  interprétation  physique  des  résultats  de  calcul,  ainsi  que 
par  l'exposé  d'une  solution  approchée  du  problème,  due  à  Kelvin. 

\  ce  problème  se  rattache  celui  qui  consiste  à  évaluer  l'effet 
sur  un  courant  d'une  pression  arbitraire,  mais  permanente;  un  tel 
problème  est  indéterminé  lorsqu'on  écarte  l'existence  du  frot- 
tement; on  peut  d'ailleurs  lever  l'indétermination,  grâce  à  un 
artifice  de  Elayleigh.  L  i  méthode  précédente  s'applique  du  reste  à 
d'autres  questions,  par  exemple  à  la  détermination  de  l'effet  pro- 
duit sur  un  courant  par  les  inégalités  du  lit,  ou  parla  présence 
d'un  corps  étranger,  ou  par  un  ébranlement  d'origine  variable. 

Voici  maintenant  d'autres  problèmes ,  où  les  ondes  ont  une 
amplitude  finie:  tel  esi  le  cas  de  l'onde  trochoïdale  de  Gerstnerel 

le  l'onde  solitaire.    Dans  le   cas  di mvemenl  permanent,  ces 

problèmes  pourraient  être  traités  par  une  méthode  analogue  à 
celle  des  systèmes  gyrostatiques  el  due  à  Helmholtz;  mais,  en 
réalité,  l'Auteur  ne  l'applique  que  dans  le  cas  des  oscillations 
infiniment  petite-.  Il  retrouve  ainsi  des  résultats  obtenus  à  un 
autre  point  de  vue,  el  donl  il  précise  cette  fois  la  signification  pra- 
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i  m  j  ne  i  ci  un  me.  par  exemple,  le  calcul  de  la  résistance  éprouvée  par 
un  uavire).  Puis,  il  étudie  les  ondes  stationnaires  dans  un  bassin 
de  dimensions  limitées,  les  oscillations  longitudinales  el  transver- 
sales d'un  canal  de  section  uniforme,  et  les  oscillations  d'un  océan 
le  profondeur  constante  sous  L'action  de  la  pesanteur. 

Enfin  M.  II.  Lamb  clôl  ce  long  Chapitre  en  recherchant  dans 
quelle  mesure  les  résultats  généraux  sont  modifiés  par  l'influence 
le  la  cet [>ili<irit<:.  Le  sujet  prête  à  de  beaux  développements  ana- 
lytiques; entre  antres  problèmes  abordés  par  l'Auteur,  nions 
l'étude  du  sillage  d'une  ligne  de  pêcheur,  la  discussion  des 
vibrations  d'un  jet  cylindrique  ou  d'un  globule  sphérique. 

Le  Chapitre  X,  avons-nous  dit,  a  trait  à  l'influence  de  la  com- 
presibilité  sur  les  phénomènes  de  l'Hydrodynamique;  en  réalité, 
le  Chapitre  se  rapporte  exclusivement  à  la  propagal  ion  d'un  ébran- 
lement dans  un  milieu  gazeux,  avec  des  variations  relatives  de 
pression  peu  importantes.  11  s'agit  là  de  problèmes  classiques 
.  d'origine  acoustique,  et  que  je  résumerai  rapidement. 

Voici  d'abord  la  propagation  du  son  par  ondes  planes,  avec  le 
calcul  a  priori  de  la  vitesse  du  son  dans  les  gaz;  puis,  la 
théorie,  d'après  Earnshaw  et  Riemann,  des  ondes  d'amplitude 
finie,  et  l'exposé,  d'après  Rankine,  des  conditions  que  l'on  doit 
réaliser  pour  obtenir  un  mouvement  permanent .  L'Auteur  arrive 
ensuite  à  la  propagation  par  ondes  sphériques  et  reprend,  à  la 
suite  de  Helmholtz  et  Rayleigh,  certains  points  de  la  théorie  de 

l'équation 

i  A2  -4-  k-)o  =  o. 

Cela  fait,  il  étudie  les  mouvements  ondulatoires  produits  par 
une  sphère  vibrante;  il  approfondit  l'influence  de  l'air  sur  un 
pendule  de  forme  sphérique  et  discute  certains  problèmes  de 
dispersion  et  de  diffraction  des  ondes  par  des  écrans  de  formes  bien 
déterminées.  Puis  il  reprend  les  théories  précédentes  en  supposant 
que  les  déplacements  soient  parallèles  à  un  plan  lixe  ;  je  citerai 
notamment  le  cas  de  la  diffraction  d'ondes  planes  par  un  écran 
percé  d'une  série  d'ouvertures  parallèles,  problème  qui  admet  une 
interprétation  électrostatique.  Enfin,  envisageant  plu^  spécia- 
lement l'atmosphère,  l'Auteur  approfondit  l'influence  de  la 
pesanteur  et  des  variations  de  température  sur  la  propagation  des 
ondes    verticales,    ainsi    crue    les    caractères    généraux  des  marées 
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atmosphériques,  théorie  difficile,  mais  qui  semble  riche  en  consé- 
quences fécondes. 

arrivons  maintenant  à  la  dernière  partie  de  l'Ouvrage;  elle  est 
formée  de  deux  Chapitres  de  longueurs  fort  inégales;  le  premier 
(Chap.  \li  contient  des  développements  étendus  sur  la  théorie 
de  la  viscosité.  II  débute  par  des  remarques  générales  sur  l'intro- 
duction du  frottement  dans  les  équations  de  l'Hydrodynamique; 
l'Auteur  étudie  notamment  l'influence  du  frottement  sur  les 
oscillations  forcées  et  sur  les  phases;  il  donne,  en  outre,  une 
application  intéressante  de  ces  généralités  au  cas  des  marées 
équatoriales ;  et,  c'est  alors  qu'il  aborde  la  théorie  de  la  viscosité 
proprement  dite. 

Sou  exposé  commence  par  des  considérations  générales  sur  les 
équations  indéfinies  du  problème,  sur  le  calcul  de  la  perte 
d'énergie  et  sur  les  expériences  de  Poiseuille.  Puis.  l'Auteur. 
envisageant  plus  spécialement  les  mouvements  permanents,  où 
l'on  peul  négliger  l'effet  de  l'inertie,  traite  un  certain  nombre  de 
questions  où  les  surfaces  frontières  sont,  sphériques.  Une  formule 
duc  à  Stokes  permet  alors  d'évaluer  la  résistance  créée  par  la  vis- 
cosité; toutefois,  en  raison  des  hypothèses  faites  sur  la  petitesse 
des  forces  d'inertie,  la  formule  cesse  d'être  exacte  à  très  grande 
distance.  Aussi  l'Auteur  expose-t-il  à  ce  propos  une  théorie  plus 
>aiisfai-.ante.  développée  dans  un  Mémoire  assez  récent  d'Oseen; 
un  peu  plus  loin,  cette  théorie  lui  permettra  de  résoudre  un 
paradoxe  signalé  par  Stokes  à  propos  du  mouvement  uniforme 
d'un  cylindre  à  travers  un  milieu  indéfini  visqueux. 

Supposons  maintenant  (pie  le  mouvement  ne  soit  plus  per- 
manent ;  il  existera  encore  toute  une  catégorie  de  problèmes,  qui 
se  présentent  fréquemment,  en  pratique,  et  qu'on  saura  résoudre  : 
à  savoir,  ions  ceux  où  les  oscillations  sont  d'amplitudes  infiniment 
petites.  L'Auteur  en  étudie  successivement  différents  types  :  les 
uns  oui  trait  à  des  frontières  sphériques;  d'autres,  comme  la  dis- 
cussion des  mouvements  ondulatoires  produits  par  le  vent,  lui 
permettent  de  conclure  à  un  accord  très  satisfaisant  entre  la  théo- 
rie ei  l'expérience. 

La  fin  du  (  Ihapitre  contient  d'abord  diverses  indications  spéciales 
aux  milieux  gazeux  :  voici,  par  exemple,  une  étude  iics  mouve- 
ments d'un  pendule  on  des  vibrations  d'une  sphère,  au  sein  d'un 
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tel  milieu.  Puis,  M.  II.  Lamb  aborde  deux  sujets,  d'importance 
pratique  considérable,  mais  qui  ne  paraissent  pas  avoir  conquis 
de  •>  i  t»">t  leurs  droits  de  cité  en  Mathématiques  :je  veux  parler  de  la 

théorie  des  mouvements  turbulents  (où  w-r-  n'esl  plus  négligeable  ) 

et  des  lois  de  la  résistance  des  fluides.  Tirs  brel  sur  ce  dernier 
sujet,  il  s'attarde  un  peu  plus  sur  le  premier,  qu'il  traite  à  la 
manière  de  Elayleigh  et  Reynolds. 

Le  Chapitre  XII  est  le  dernier  de   l'Ouvrage;   il  vise  à  d 1er 

un  aperçu  des  travaux  de  Mac  Laurin,  Thomson  et  Tait, 
II.  Poincaré  et  Darwin  sur  la  théorie  des  figures  d'équilibre  d'une 
masse  fluide,  homogène,  soumise  à  l'influence  de  la  gravitation,  cl 
animée  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  d'un  axe 
donné.  Tour  à  tour  M.  H.  Lamb  passe  en  revue  les  solutions 
obtenues  par  Mac  Laurin,  Jacobi,  Laplace;  il  dit  aussi  quelques 
mots  du  célèbre  Mémoire  de  H.  Poincaré  sur  la  stabilité  des  formes 
d'équilibre;  puis  il  introduit  l'hypothèse  d'une  forme  extérieure 
variable,  ce  qui  le  conduit  aux  recherches  de  Dirichlet.  Puemann 
et  Dedekind.  Il  termine  par  quelques  indications  sur  les 
recherches  de  H.  Poincaré  relatives  à  l'influence  des  phénomènes 
de  précession. 

L'analyse  que  Ton  vient  de  faire  ne  peut  donner  qu'une  idée 
très  sommaire  de  la  richesse  et  de  la  diversité  des  sujets  abordés  par 
M.  H.  Lamb.  Observons,  d'ailleurs,  que,  malgré  cette  abondance 
de  documentation,  son  traité  ne  constitue  nullement  une  Encyclo- 
pédie sur  la  matière;  il  est  même  d'importantes  questions  qui,  sys- 
tématiquement, ont  été  laissées  dans  l'ombre:  ainsi,  on  ne  trou- 
vera aucun  aperçu  sur  l'utilisation  des  équations  intégrales,  ou 
sur  l'emploi  des  méthodes  d'approximations  successives.  Mais,  si 
l'Auteur  a  voulu  ignorer,  de  parti  pris,  toute  la  partie  purement 
mathématique  de  sa  science,  du  moins  a-t-il  donné  toutes  les  réfé- 
rences nécessaires  pour  remonter,  de  proche  en  proche,  aux 
Mémoires  originaux.  Au  point  de  vue  bibliographique,  l'Ouvrage 
est,  de  tous  points,  excellent;  ce  sera  un  guide  précieux  pour 
l'étudiant  qui  voudra  entreprendre  des  recherches  d'Hydrodyna- 
mique; plus  d'une  fois  aussi,  il  y  trouvera  des  indications  très 
précises  sur  des  problèmes  qui  n'ont  pas  encore  été  résolus,  ou 
qui    l'ont     été    de    manière    insuffisante.    J'y    vois    une    nouvelle 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2e  série,  t.  XLI.  (Septembre  1917.)  19 
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raison  pour  souhaiter  à  la  quatrième  édition  de  ce  célèbre 
Ouvrage  la  plus  grande  diffusion,  le  meilleur  succès,  auprès  du 
public  français. 


René  Garnier. 


>ï^— 


MELANGES 


SUR  LA  NOTION  GÉNÉRALE  DE  MOUVEMENT  DES  SYSTÈMES 
SOUMIS  A  DES  LIAISONS  D'ORDRE  QUELCONQUE, 

Pab  M.  Ktienxe  DELASSUS. 


1.  J'ai   traité  cette  question  dans  plusieurs  Notes  présentées  à 

I   académie  des  Sciences  (')  et  dans  deux  Mémoires  insérés  aux 

innales    de   V Ecole   Normale   (2),    et  j'ai    enfin   exposé    ces 

recherches,  en  les  résumant,  dans  mes  Leçons  sur  la  dynamique 

des  systèmes  matériels. 

La  notion  de  mouvement  parlait  n'existe  que  pour  les  systèmes 
à  liaison  de  première  classe  et,  par  l'intermédiaire  des  réalisa- 
tions parfaites  ou  à  tendance  parfaite,  résulte,  pour  toute  cette 
classe,  de  la  notion  de  mouvement  parfait  pour  les  systèmes  dent 
la  liaison  est  une  L0  ou  une  LJ  d'après  les  notations  que  j'ai 
adoptées  dans  mes  Leçons  ou,  comme  on  dit  généralement,  pour 
les  systèmes  holonomes  Ou  non  liolonomes. 

Mais  cette  notion,  réduite  aux  L0  et  LJ,  repose  sur  deux  prin- 
cipes que  j'ai  admis  comme  théorèmes  non  encore  démontrés  mais 
lémontrables  parce  que  très  vraisemblables,  étant  vérifiés  dans  des 
cas  très  erénérau \ . 


(l)  C.  H.  Ara,/.   Se.,    ni   juin    191 1.   2  octobre   1911,    16  octobre    hjii. 
1  5  avril   [912. 

Sur  les  /taisons  et  les  mouvements  des  systèmes  matériels 
1  innales  de  l'Ecole  Normale,  1912);  Sur  les  mouvements  des  systèmes 
matériels  dépendant  d'un  nombre  fini  de  paramétres  et  soumis  à  des 
liaisons  <l'ordre  quelconque  (Annales  de  l'Ecole  Normale,  1 9 1 3 ). 
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<  les  iIcn\  principes  : 

Toute  liaison  finie  possède  des  réalisations  directes  par  des 
liaisons  finies  : 

Touie  liaison  linéaire  du  premier  ordre  possède  des  réali- 
sations directes  et  pur] mtes  par  des  liaisons  linéaires  du  pre- 
mier ordre, 

sonl  fondamentaux.  S'ils  ne  seul,  pas  généraux,  c'est-à-dire  s'ils 
ne  s'appliquent  pas  à  toutes  les  L()  et  les  Lj,  la  notion  de  mouve- 
ment parlait  ne  sera  pas  établie  d'une  façon  générale  ou  du  moins 
sera  bien  peu  précise,  car  il  y  aura  de>  liaisons  A  pour  lesquelles 
on  ne  saura  pas  l'établir  et  qui  tonneront  un  prolongement  de  la 
seconde  classe  ou  bien  une  classe  intermédiaire,  mais  toujours  avec 
cette  conséquence  que  la  première  classe,  définie  comme  domain»; 
assuré-  du  mouvement  parfait,  sera  délimitée  par  des  frontières  sur 
lesquelles  nous  n'aurons  aucune  indication. 

En  cherchant  les  démonstrations,  je  suis  arrivé  en  premier  lieu 
à  une  réduction  consistant  en  ce  que  le  second  principe  est  une 
conséquence  du  premier,  de  sorte  que,  contrairement  à  ce  qu'on 
était  tenté  de  croire,  toute  la  difficulté  provient  du  premier  prin- 
cipe. Abordant  alors  celui-ci  je  suis  arrivé  à  me  convaincre  qu'il 
\  a  impossibilité  de  le  démontrer  dans  le  cas  général,  non  pas 
impossibilité  démontrée,,  mais  impossibilité  provenant  de  notre 
incapacité  de  représenter  matériellement,  dans  notre  espace  qui 
n'a  pas  plus  de  trois  dimensions,  une  fonction  d'un  nombre  quel- 
conque de  variables  définie  arbitrairement  sous  forme  analytique. 

Nous  montrerons  que  la  lacune  ainsi  introduite  dans  la  notion 
de  mouvement  parlait  peut  être  aisément  comblée,  de  sorte  qu'au 
moyen  du  théorème  ramenant  le  second  principe  au  premier,  la 
notion  de  mouvement  parfait  se  trouvera  rétablie  pour  toutes  les 
liaison-,  de  la  première  classe  sans  aucune  exception  et,  cette  fois, 
sans  taire  appel  à  aucun  postulat  ou  à  aucun  théorème  non 
démontré-. 

2.  Pour  ne  pas  avoir  à  faire  des  répétitions,  remarquons  que, 
dan--  les  théorèmes  relatifs  à  des  possibilités  de  réalisations,  on 
ne  peut  pas  pratiquement  reconnaître  si  une  réalisation  est  par- 
faite  ou  non  au    moyen  du   critérium  analytique    constitué    par 
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l'existence  des  équations  intermédiaires  parce  que  Ida  au  rail 
un  trop  grand  nombre  d'équations  à  considérer.  11  vaut  mieux. 
puisque  nous  allons  nous  limiter  aux  liaisons  L0  et  LJ,  revenir 
aux  déplacements  virtuels  et  constater  que  les  déplacements  vir- 
tuels du  système  total  sur  la  liaison  réalisante  fournissent  sans 
exception  tous  les  déplacements  virtuels  du  système  proposé. 

Si  l'on  procède  par  réalisations  indirectes  successives  ter- 
minées par  une  réalisation  directe,  on  voit  immédiatement  que, 
>i  toutes  ces  réalisations  partielles  sont  parfaites,  la  réalisation 
directe  résultante  est  également  parfaite  et  cela  permet  de  grandes 
simplifications  puisque  toutes  les  réalisations  partielles  effectuées 
par  introduction  de  liaisons  finies  sont  certainement  parfaites. 

3.  Proposons-nous  de  démontrer  que  si  l'on  admet  la  possibilité 
de  la  réalisation  effective  de  toute  liaison  finie,  il  en  résulte  la 
possibilité  de  la  réalisation  effective  de  toute  liaison  linéaire  (\\\ 
premier  ordre. 

La  liaison  totale  se  décompose  en  Liaisons  partielles  qu'il  s'agil 
de  réaliser  séparément.  Par  hypothèse  nous  savons  réaliser  celles 
qui  sont  finies  et  il  nous  suffit  de  montrer  la  possibilité  de  réali- 
sation de  la  liaison  exprimée  par  l'unique  équation 

Ai(?.  t)q\  -+-..  .  — A„(</,  t)q'n  -1-Art+,  =  o 

entre  les  paramètres  q  du  système  S. 

Supposons  d'abord  que  A«+(  soit  identiquemenl  nul.  En  reliant 

au  système  S.  des  points  A, A„.  B, Wn  par  les  liaisons 

finies,  doue  réalisables, 

(   x,=  ki(q,  /),  \i=  qt. 

\,     yt=  o?  15/     7),=  o, 

si  =  o;  :,  =  ... 

nous  n  introduisons  aucune  nouvelle  relation  entre  les  q,  de  sorte 
que  nous  obtenons  une  réalisation  indirecte  et  parfaite  au  moyen 
de  la  I  ia  ison 

X./;'=   O 

entre  272  points  mobiles  sur  <  )x. 

S|  Art+1  n  est  pas  nul,  nous  introduirons  les  deux   points  sup- 
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plémentaires 


.  xn  hi=  A,i-hi(q,  t),  .    ïn+i=  '. 

A-in-i   •  J»+i  =  o,  B,n-|    .  tj«-m      0, 

'   c„_u!  =  o;  î^n-t-i  —  o, 

ri  iuiiin  serons  ramenés  à  une  Liaison  encore  de  même  forme,  mais 
entre  xn  -\-  2  points  mobiles  sur  Ox. 

A  chaque  point    l>;   attachons  le  centre  d'une    roulette  C<  de 
rayon  unité,  restant  d  1 11  ~>  le  plan x O  z  el  roulant  sur  la  droite 


de  ce  plan.  C'est  une  liaison  de  roulement  qui,  en  réalité,  est 
une  L0,  et  si  l'on  appelle  0/  l'angle  dont  a  tourné  G/  à  partir  du 
contact  à  l'origine,  on  a 

(>.-  =  S/. 

Réalisons  au  point  M,  mobile  dans  le  plan  xQz  et  soumis  aux 
deux  liaisons  finies  :  la  ligne  OM;  est  toujours  parallèle  au 
rayon  64-  marqué  sur  le  disque  C/  el  la  longueur  OM,  est  cons- 
tamment égale  à  OAj.  Les  coordonnées  polaires  de  ce  point  seront 
constamment  ./,  et  8/,  de  sorte  que  par  des  réalisations  finies  nous 
sommes   ramenés,   en  employant    le-   notation-  ordinaires,  à  réa- 

I  iser  la  liaison 

Sp6'=  o 

entre  un  certain  nombre  de  points  mobiles  dans  le  plan  zOx. 

Munissons  OM/,  réalisé  comme  li^e  D,,  d'une  roulette  normale 
de  rayon  unité',  dont  le  centre  sera  attaché  en  Mt  et  qui  appuyée 
»ur  le  plan  fixe 

agira  comme  roulette  planimé trique,  c'est-à-dire  pourra  glisser 
sur  A/  par  suite  du  mouvement  de  M,  sur  cette  tii;e,  mais  ne  pourra 
prendre  aucun  glissement  dans  le  sens  de  son  plan.  Cette  rou- 
lette F,  introduit  une  liaison  qui  est  véritablement  une  LJ,  mais 
on  voit  immédiatement  qu'en  combinant  deux  déplacements  infi- 
niment petits  de  cette  roulette,  l'un  de  translation  dans  le  sens  A, 
et  l'autre  de  rotation  autour  de  A/?  on  obtient  n'importe  quel 
déplacement  de  M/,  de  sorte  que  la  réalisation  indirecte  qu'elle 
procure  est  certainement  parfaite.  Cette  roulette  enregistre  la 
composante  normale  à  A,  du  déplacement  de  M,,  de  sorte  que  sa 
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\  itesse  de  rotai  ion  (■),  est 

tu/  =  p/8/. 

Si  donc,  sur  le  contour  de  chaque  roulette  Y,,  nous  marquons 
un  point  Pf-  et  si  nous  appelons  cd,  l'angle  du  rayon  de  ce  point 
avec  le  plan  des  ./•.  v  nous  sommes  ramenés  à  la  liaison 

E<p'  =  o 

entre  les  points  P  el  M  et  cette  liaison  du  premier  ordre  se  ramène 

à  la  liaison  finie 

Ï.-Ï  =  const. 

que,  par  hypothèse,  nous  savons  réaliser.  Nous  avons  ainsi,  fina- 
lement,  une  réalisa!  ion  parfaite  de  noire  L). 

i.  Les  liaisons  peuvent  toujours  se  Iran  s  former  en  liaisons  entre 
un  certain  nombre  de  points  du  système  ou.  comme  nous  dirons, 
en  liaisons  ponctuelles.  Si  nous  prenons  les  coordonnées  de 
toutes  les  molécules  d\i  système,  il  est  impossible  que  n  quel- 
conques, prises  au  hasard,  soient  des  fonctions  non  distinctes 
des  n  paramètres  q,  puisque  s'il  en  était  ainsi,  en  prenant  n —  i 
coordonnées  de  molécules  convenablement  choisies  toutes  les 
autres  coordonnées  de  molécules  s 'exprimeraient  au  moyen  d'elles 
el  le  système  ne  dépendrait  véritablement  que  de  n  —  i  para- 
mètres. 

On  peut  doue  choisir  n  coordonnées  de  molécules  au  moyen 
lesquelles  les  </  pourront  s'exprimer  de  sorte  que  toute  liaison 
finie  ou  non  pourra  se  mettre  sous  forme  de  relation  analogue 
entre  n  coordonnées  de  certaines  molécules. 

Nous  désignerons   ces  molécules,   dont    le  nombre  est  égal  ou 

inférieur  à  //,  par  P,,  P2 et    celles  de  leurs  coordonnées  qui 

nous  servenl  ma  in  tenant  de  paramètres  par  pt ,  »2 /?«• 

o.  Parmi  les  liaisons  limes  nous  allons  considérer  spécialement 
'elles  qui  peuvent  se  mettre  sons  la  forme  de  liaison  ponctuelle 
algébrique. 

(.es  liaisons  onl  été  déjà  étudiées.  Kempe,  pour  les  liaisons 
algébriques  planes,  et  M .  Roenigs  ('),  pour  les  liaisons  algébriques 

Voir  Koenigs,  Leçons  de  Cinématique. 
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dans  l'espace,  onl  montré  la  possibilité  de  leur  réalisation  effec- 
tive au  moyen  de  systèmes  articulés.  Leurs  théorèmes,  qu'il  est 
bien  facile  d'étendre  au  cas  des  liaisons  dépendant  du  temps, 
démontrent  que  notre  premier  principe  s'applique  à  ces  liaisons. 
On  pourrait  en  rester  là,  mais  on  peut  remarquer  que,  pour  le  bul 
que  nous  poursuivons,  la  restriction  d'utiliser  uniquement  des 
liaisons  d'articulation  est  complètement  inutile,  ce  qui  permet 
d'obtenir  la  démonstration  infiniment  plus  simple  qui  suit. 
Une  liaison  finie  ponctuelle  et  algébrique  est  de  la  forme 

-A/),/),  ...  ps  =  o. 

Si  à  chaque  coefficient  A  nous  taisons  correspondre  le  point 
x  =  A,        y  =  o,        z  =  o, 

qui  est  ou  bien  fixe  ou  bien  mobile  par  un  mouvement  d'horlo- 
gerie approprié  suivant  que  A  est  constant  ou  fonction  du  temps. 

la  liaison  prend  la  forme 

ZPlp2  ...  =o 

entre  les  anciens  points  P  et  les  nouveaux  points  que  nous  venons 
d'introduire. 

Imaginons  deux  tiges  concourantes  réunies  par  une  articulation 
normale  percée  d'un  trou  longitudinal  dans  lequel  passe  une 
autre  tige  A,  nous  réalisons  ainsi  un  angle  variable  dont  le  sommet 
se  déplace  librement  sur  la  troisième  tige  et  dont  le  plan  lui  reste 
normal.  Pour  abréger,  nous  dirons  que  ce  simple  appareil  est  un 
compas  mobile  sur  la  tige  A.  11  va  nous  permettre  de  réaliser  la 
liaison 

entre  deux  points. 

Si  p,  et  p2  sont  de  même  nature,  par  exemple  les  x  des  deux 
points,  il  suffira  de  faire  passer  par  Mt  et  IL  les  deux  branches 
d'un  compas  mobile  sur  Or. 

Si  /?,  et  p2  sont  de  natures  différentes,  par  exemple  la  coor- 
donnée x,  de  Al,  et  la  coordonnée  y.2  de  \12,  on  considérera  un 
compas  mobile  sur  Ox  avec  une  brandie  passant  par  M,,  puis  un 
compas  mobile  sur  Or  avec  une  branche  passant  par  M2.  Enfin  les 
deux  autres  branches  seront  assujetties  à  avoir  toujours  leur  point 
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de  rencontre  sur  La  droite  li\-' 

x—y  =  o 
•  1 1 1  plan  (Or. 

Pour  réaliser  le  produil   P\]>i  ••••    nous  réaliserons  matériel- 
lement la  surface 

1  3  =  XV. 

puis  nous  introduirons  un  point  Q2  satisfaisant  aux  deux  Liaisons 

que  nous  savons  réaliser  et  nous  l'obligerons  à  rester  sur  S,  ce  qui 

donnera  pour  lui 

z,  =  x.2y,  =  Pip2: 

on  sera  donc  ramené  au  produ it 

de  même  forme  mais  avec  un  facteur  de  moins.  Par  réductions 
successives,  toujours  au  moyen  de  la  même  surface  S,  on  arrivera 
à  représenter  chaque  produit  par  le  c  d'un  point,  de  sorte  que  la 
Liaison  à  réaliser  prendra  la  forme 

-/>  =  o, 

les  pétant  les  coordonnées  de  points.  Cette  somme  se  réalisera 
.i  son  tour  comme  le  c  d'un  point  en  employant  exactement  le 
même  procédé,  mais  au  moyen  de  la  surface  matérielle 

x=y-±z 

et  n\ec  un  peu  plus  de  -implicite,  parce  qui-  les  />  sont  ici  tous 
des  «.  La  liaison  se  trouvera  réalisée  en  obligeant  le  point  final  à 
glisser  dans  le  plan  des  r.  y. 

6.  Nous  dirons  qu'une  Lj  ponctuelle 

\i(p,  t)p\  -*-...-+-  k„(p,t')p    -+-A,     i[p,  t)  =  o 

est  algébrique  si  les  A  sont  des  polynômes  entiers  aux  variables p} 
les  coefficients  pouvant  être  des  constantes  ou  des  fonctions  du 
temps. 
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Reprenons,  pour  cette  liaison,  la  démonstration  du  u"  3.  Les 
Nuisons  de  définition  des  points   \  <'i  B  sont  ici  : 

.r, ■=  A,(/?,  t\,  ;,  -/>/, 

A,     j,=  o,  Bt      ri, -  =  o, 

'    w=o,  '    ;,  =  o; 

elles  sont  ponctuelles  et  algébriques,  ce  qui  n'a  pus  lieu  dans  le 
cas  général.  Si  l'on  examine  la  suite  des  autres  réalisations,  il  est 
facile  de  constater  qu'elles  sont  toutes  ponctuelles  algébriques 
sans  même  invoquer  le  cas  particulier  actuel.  La  dernière 

Sœ  =  cous  t. 

se  met  sous  cette  forme  en  l'écrivant 

cos(  E<p)  =  const., 

car  elle  devient  une  équation  entière  entre  les  sinus  et  cosinus  des 
angles  es  et  s'exprime  alors  rationnellement  au  moyen  des  coor- 
données des  points  P  et  M  et.  de  radicaux  du  second  degré.  On 
peut  donc  arriver  à  la  mettre  sous  forme  rationnelle  entière. 

Puisque  les  liaisons  finies  que  nous  employons  sont  ponctuelles 
et  algébriques,  nous  savons  les  réaliser  d'après  ce  qui  a  été  dit 
au  paragraphe  précédent  et  il  en  résulte  que  nous  savons  réaliser 
effectivement  et  d  une  façon  parfaite  n'importe  quelle  liaison 
ponctuelle  linéaire  du  premier  ordre  et  algébrique. 

7.  Il  serait  facile  de  montrer  la  possibilité  de  la  réalisation  de 
catégories  très  nombreuses  de  liaisons  L0  transcendantes,  mais, 
comme  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  début,  nous  ne  pouvons  assuré- 
ment pas  réaliser  toutes  les  L0  et,  par  suite,  toutes  les  LJ,  il  est 
inutile  pour  nous  de  nous  engager  dans  cette  voie. 

Nous  allons  procéder  par  réalisations  approchées. 

Considérons  une  liaison  L0  ponctuelle  non  algébrique  ou  algé- 
brique, mais  dont  les  équations  ne  sont  pas  mises  sous  forme 
rationnelle  entière.  Elle  est  définie  par  le  système 

fi(pi,P2:    •••,    0  =  O, 

(Lo)  )A(pi,pt,  ...,0  =  o, 
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el  comme,  par  hypothèse,  on   n'est  pas  à  l'instant  initial  en  une 
position  singulière  de  la  liaison,  les  fonctions /sont  dé veloppables 
en  séries  de  Taylor  suivant  les  puissances  de  p—  p°,  les  coeffi- 
cients étanl  des  fonctions  de  /  régulières  pour  /  =  o. 
Désignanl  par 

vm(p  —p°,  l  I 

le  développement  d'une  fonction  f  limité  aux  termes  d'ordre  m, 
nous  considérerons  la  liaison 

o-»(p-p«,  t)  =  o, 


qui    est   algébrique  et    nous   considérerons  la   suite    illimitée    de 
I  iaisons 

T   1         T  2         T  3  ï  m 

Lj0,        1^0.         Li0,         .   .   .  ,        Ij,,    ,        .... 

La  liaison  L™,  étant  algébrique,  est  réalisable  quelle  que  soit  la 
valeur  de  m .  Si  l'on  représente  L'0"  et  L0  par  des  multiplicités 
dans  un  espace  à  n  dimensions  on  peut  dire  que  L™  présente  au 
point  p?,  //„'.  ...  un  contact  d'ordre  ;?zavec  L0,  de  sorte  que  si  nous 
considérons  un  domaine  limité  assez  petit  et  entourant  ce  point 
initial,  la  liaison  L[",  dans  l'étendue  de  ce  domaine,  différera 
de  L0  d'autant  moins  que  m  sera  plus  grand  et  tendra  \er>  L0 
quand  m  tendra  vers  l'infini. 

Nous  avons  donc  formé  une  suite  de  liaisons  algébriques  appro- 
chées de  L0  et  tendant  vers  L0  et  nous  remarquerons  que.  si  un 
^\  stème  de  valeurs  initiales  p°,  p'°  est  compatible  avec  la 
liaison  L0,  il  est  forcément  compatible  avec  toutes  les  liaisons 
algébriques  approchées  par  suite  de  leur  contact,  d'ordre  au 
moins  égal  à  l'unité,  avec  L0. 

8.  .Nous  pouvons  d'une   façon  analogue  définir  les  réalisations 

algébriques  approchées  d'une  Lî  non  algébrique  ou  algébrique, 

mais  non  mise  ^ous  la  forme  normale  considérée  au  n"  0. 

Si  dans  une  équat  ion 

f(p,  t)  ==  o, 

nous  limitons  le  développement  aux  termes  d'ordre  ///  fournissant 
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l'équal  ion  approchée 

o"\(p  —  p«,  t  )  =  o, 

ci  si  nous  prenons  la  déri\ ée 
d 

—   <?'"(jD  —  pO,    t)  =0, 

nous  obtenons  une  équation  qui  est  l'équation  dérivée 

df        df     ,  d/     ,       e)/ 

<r/f         dj/?!  '  '  Opnr"        dt 

dans  laquelle  les  coefficients  des  y/  sont  remplacés  par  leurs  déve- 
loppements limités  aux  ternies  d'ordre  m —  1  et  le  terme  indé- 
pendant par  son  développement  limité  aux  termes  d'ordre  m. 

Etant  donnée  une  liaison  LJ,  nous  réduirons  à  l'ordre  m  toutes 
ses  équations  finies  et,  dans  ses  équations  du  premier  ordre,  à 
l'ordre  m  —  1  les  coefficients  des  p'  et  à  l'ordre  ///  les  termes  indé- 
pendants. En  opérant  de  cette  façon  nous  obtiendrons  des  équa- 
tions finies  et  des  équations  linéaires  du  premier  ordre  telles  que 
les  dérivées  des  équations  finies  se  retrouvent  certainement  parmi 
les  équations  du  premier  ordre,  donc  une  liaison  algébrique  encore 
sous  forme  canonique  et  qui,  lorsque  m  croîtra  indéfiniment, 
tendra,  dans  le  domaine  des  p°,  vers  L}  ;  nous  la  désignerons 
par  Lj'"  et  nous  remarquerons  encore  qu'un  système  de  valeur-  ini- 
tiales y>0,  p'°  compatible  avec  L[  est  certainement  compatible  avec 
lous  les  L'"1. 

9.  Pour  ne  pas  faire  en  double  le  même  raisonnement,  dai- 
gnons par  L  la  liaison  pouvant  être  une  L0  ou  une  LJ  et  par  hm 
sa  liaison  algébrique  approchée  d'ordre  m. 

Puisque  le  système  initial  p°.  p'°  donne,  compatible  avec  L, 
est  compatible  avec  n'importe  quelle  liaison  L'",  nous  pouvons, 
pour  chaque  valeur  de  m,  considérer  le  mouvement  partait  dît™ 
du  système  matériel  sur  la  liaison  1/"  en  partant  des  conditions 
initiales  p° ,  p'°. 

Cette  considération  est  légitime  puisque  les  L'".  étant  des  liai- 
sons ponctuelles  algébriques,  possèdent  sûrement  des  réalisations 
parfaites,  donc  fonl  partie  du  domaine  du  mouvement  parfait. 
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Nous  aurons  ainsi  une  suite  illimitée  de  moin  e  ment  s  parla  il  s 

DXIK    DR,2,    D\1\    ...,    D\Lm 

et,  suivant  un  raisonnement  constamment  utilise',  on  montrera 
que  ces  mouvements  tendent  vers  un  mouvement  limite,  en  mon- 
trant que  les  équations  qui  déterminent  DTLm  tendent  vers  des  équa- 
tions limites  bien  déterminées  quand  m  croit  indéfiniment. 

Les  équations  du  mouvement  D\Lm  sont  formées  au  moyen  de  la 
force  vive  et  du  travail  virtuel  qui  sont  indépendants  de  m,  et  des 
équations  de  la  liaison  L"'  par  application  du  principe  de  Dalem- 
hert  qui,  comme  nous  le  savons,  constitue  la  règle  des  mouve- 
ments parfaits  des  systèmes  à  réalisations  directes  parfaites. 
Puisque  les  équations  L'"  tendent  à  la  limite  vers  les  équations  L, 
les  équations  tendent  vers  celles  que  donnerait  le  principe  de 
Dalembert  appliqué  à  la  force  vive,  au  travail  virtuel  et  aux  équa- 
tions de  la  liaison  limite  L,  de  sorte  que  : 

Les  mouvements  parfaits  sur  les  liaisons  algébriques  appro- 
chées d'une  liaison  L  finie  ou  linéaire  du  premier  ordre 
tendent  vers  un  mouvement  limite  Oit  fourni  par  l'application 
du  principe  de  Dalembert  au  système  et  à  sa  liaison  L. 

Considérons  alors  une  L()  ou  LJ  algébrique  mais  non  mise  sous 
forme  rationnelle  entière. 

Sous  la  forme  normale  elle  donne  la  notion  de  mouvement  par- 
fait; sous  une  forme  autre  elle  donne  naissance  à  des  réalisations 
algébriques  approchées  sous  forme  normale  conduisant  au  mouve- 
ment limite  DXL.  Ces  deux  mouvements  sont  donnés  par  l'application 
du  même  principe  de  Dalemberl  à  la  liaison  sous  ses  deux,  formes 
el  il  est  bien  visible  que  ces  deux  systèmes  d'équations  se  ramènent 
l'un  à  l'autre  par  un  simple  changement  de  multiplicateurs  de 
Lagrange  el  fournissent,  en  conséquence,  les  mêmes  fonctions^ 
de  t.  De  là  résulte  que  le  mouvemenl  DU  n'est  autre  que  le  mouve- 
ment parfait. 

Pour  les  systèmes  à  liaisons  ponctuelles  L0  ou  L]  algébriques, 
le  mouvement  limite  des  mouvements  parfaits  sur  les  liaisons 
algébriques  approchées  coïncide  toujours  avec  le  mouvemenl 
parfait  défini  au  moyen  des  réalisations  parfaites. 
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Les  mouvements  OK  constituent  donc  un  moyen  de  trouver  les 
mouvements  parfaits  quand  ceux-ci  existenl  ou,  plus  exactement, 
dans  les  cas  où  l'on  a  la  notion  de  mouvement  parfait  par  existence 
de  réal isat ions  parfaites. 

Ce  moyen  pourra  donc  servir  de  définition  naturelle  du  mouve- 
menl  parlait  quand  il  n'\  aura  plus  de  réalisations  parfaites. 

Et  nous  remarquerons  que  nous  n'axons  pas  à  nous  occuper  de 
savoir  si  la  liaison  considérée  possède  ou  non  des  réalisations 
directes  parfaites.  Si  elle  n'en  possède  pas,  la  nouvelle  définition 
du  mouvement  parfait  s'applique  naturellement  et,  si  elle  en 
possède, on  n'arrive  à  aucune  contradiction  puisque  le  mouvement 
parfait  qui  serait  défini  par  ces  réalisations  parfaites  serait  donné 
par  le  principe  de  Dalembert,  donc  par  les  mêmes  équations  que 
le  mouvement  3TI,  et,  par  conséquent,  coïnciderait  avec  lui. 

Nous  obtenons  donc  la  notion  mécanique  de  mouvement  parfait 
pour  toutes  les  L0  et  les  Lj  sans  aucune  exception  et  nous  consta- 
tons que  ce  mouvement  parfait  satisfait  toujours  au  principe  de 
Dalembert. 

10.  Puisque  toute  L,  non  linéaire  admet  des  réalisations  a  ten- 
dance parfaite  par  des  LJ  et  que  la  notion  de  mouvement  parfait 
existe  pour  toutes  les  LJ  il  en  résulte  que  nous  avons  la  notion 
mécanique  de  mouvement  parfait  pour  toutes  les  L,. 

Puisque  toute  L*  admet  soit  des  réalisations  parfaites,  soit  des 
réalisations  à  tendance  parfaite  par  des  L,  et  que  nous  avons  la 
notion  de  mouvement  parfait  pour  toutes  les  LM  il  en  résulte 
la  notion  mécanique  de  mouvement  parfait  pour  toutes  les  LL 

Finalement  nous  voyons  que,  sans  faire  appel  au  moindre 
postulat,  nous  nous  sommes  élevés  progressivement  à  la  notion 
mécanique  de  mouvement  parfait  pour  tout  système  soumis  à 
une  liaison  de  première  classe  sans  qu'il  v  ait  jamais  contradiction 
lorsque,  par  suite  de  la  nature  de  la  liaison,  celte  notion  peut  se 
présenter  sous  diverses  formes.  Enfin,  ce  mouvement  dont  nous 
avons  la  notion  mécanique  est  toujours  fourni  analytiquement  par 
le  principe  de  Dalembert  appliqué  aux  équations  du  second  ordre 
de  la  liaison. 

Sous  une  forme  plus  condensée  nous  pourrons  dire  : 
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Le  domaine  du  mouvement  parfait  est  constitue  par  la 
première  classe  de  liaisons. 

La  règle  du  mouvement  parfait  est  le  principe  de  Dalembert 
appliqué,  sous  l'une  quelconque  de  ses  diverses  formes,  aux 
équations  du  second  ordre  de  la  liaison. 


UN  THÉORÈME  SUR  LES  ENSEMBLES  FERMÉS; 
Pu;  M.   W.  SIERPINSKI. 


Le  but  de  cette  INote  est  de  démontrer  un  théorème  sur  les 
ensembles  ternies  de  points  dans  l'espace  à  m  dimensions  qui  peut 
être  regardé  comme  une  généralisation  d'un  théorème  bien  connu 
de  M.  G.  Cantor  (Durchschnittssatz),  fondamental  dans  la  théorie 
des  ensembles  de  points. 

Théorème.  —  Pour  que  les  ensembles  bornés  et  fermés  P, 
formant  un  ensemble  V,.  admettent  au  moins  un  point  com- 
mun, il  faut  et  il  suffit  qu'un  nombre  fini  quelconque  des 
ensembles  I'.  appartenant  à  E,  admette  au  moins  un  point 
commit n . 

Démonstration.  —  Que  notre  condition  est  nécessaire,  il  est 
bien  évident;  nous  démontrerons  donc  seulement  qu'elle  est 
suffisante.  Nous  donnerons  la  démonstration  pour  l'espace  à  deux 
dimensions;  pour  l'espace  à  ///  dimensions  la  démonstration  serait 
,01,1  logue. 

Soil  donc  E  un  ensemble  donné  des  ensembles  bornés  (')  et 
fermés  P,el  supposons  que  tout  ami  duc  fini  des  ensembles  P,  appar- 
tenanl  à  E,  admel  au  moins  un  point  commun.  L*es  ensembles  P 
étanl  bornés,  il  existe  évidemment  un  carré  K  qui  contienl  (au 
sens  large)  tous  les  points  d'un  au    moins  des  ensembles  I'.  par 

(')  Il  su ll'ira il  d'admettre  qu'un  au  moins  des  ensembles  P  esl  borné. 
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exemple  de  l'ensemble  P0.  (Soit,  par  exemple,  l\  le  plus  petit 
carré  aux  côtés  entiers,  avant  pour  centre  l'origine  de  coordonnées 
et  contenant  tous  les  points  d'un  au  moins  des  ensembles  P.  »  Je 
dis  que  tout  nombre  fini  des  ensembles  P,  appartenant  à  E,  admet 
au  moins  un  point  commun  dans  !<■  carré  I). 

Soit,  en  effet,  IV  P2.  ...,  Pn  un  nombre  fini  quelconque  des 
ensembles  faisant  partie  de  E.  D'après  notre  hypothèse,  les  en- 
sembles P0,  Pl5  P2,  . . .,  Prt  admettent  an  moins  un  point  commun^  : 
appartenant  à  P0,  et.  P0  étant  contenu  dans  Iv,  le  pointp  est  contenu 
dans  K;  les  ensembles  P,,  P2,...,  Pn  admettent  donc  un  point 
commun  dans  le  carré  K.  c.  o.  f.  d. 

Divisons  maintenant  le  carré  K  en  quatre  carrés:  O,.  Q2,  Q3,  Q4 
vQt  et  Q2  étant  les  deux  qui  sont  plus  haut,  Q<  gauche,  Q2  droit. 
et  Q3  et  Q-,  les  deux  qui  sont  plus  bas,  <v>:>  gauche,  Q4  droit).  Je 
dis  qu'un  au  moins  de  ces  quatre  carrés  jouit  de  cette  propriété 
que  tout  nombre  fini  des  ensembles  P,  appartenant  à  E,  admet  au 
moins  un  point  commun  dans  ce  carré. 

Supposons,  en  effet,  qu'aucun  des  carrés  Q,,  Q2,  Q3,  Q4  ue 
jouit  de  cette  propriété.  II  existe  donc  :  i°  des  ensembles  A,. 
A2  •••,  A^.  appartenant  à  E.  qui  n'ont  aucun  poinl  commun  dans 
le  carré'  Q,;  i°  des  ensembles  B, ,  B2, . .  . ,  B/.  appartenant  à  E,  qui 
n'ont  aucun  point  commun  dans  le  carré  (K;  3°  des  ensembles 
G|,  C2,  •  •  • ,  C„2,  appartenant  à  E,  qui  n'ont  aucun  point  commun 

dans    le  carré   Q3,   et.  enfin,   4°  des  ensembles    D,.  1), Dw, 

appartenant  à  E,  qui  n'ont  aucun  point  commun  dans  le  carré  Q4. 
Il  s'ensuit  immédiatement  que  les  k  +  l  +  m  +  n  ensembles  A,. 

A, A*;  B,.  B2 B,;  Gf1  C2 C,„  ;  D„  D2 D„, 

appartenent  à  E.  n'ont  aucun  point  commun  dans  le  carré  K 
(puisqu'un  tel  point  appartiendrait  à  un  au  moins  des  carrés  (},. 
Q25  Q33  Q4))i  contre  ^a  propriété  du  carré  K. 

Nous  avons  donc  démontré  qu'un  au  moins  des  carrés  Q,,  Q2, 
Q31  Q4  est  tel  que  tout  nombre  Uni  des  ensembles  P,  appartenant 
à  E,  admet  au  moins  un  point  commun  dans  ce  carré;  désignons 
par  K(  le  premier  de  ces  quatre  carrés  jouissant  de  cette  pro- 
priété'. 

Sur  le  carré  lv,  nous  pouvons  répéter  le  même  raisonnement  que 
nous  avons  fait  sur  le  carré  K,  ce  qui  donnera  un  nouveau  carré  lv  2. 
et  ainsi    de  suite.  Nous  aurons  ainsi  une  suite  infinie  bien  déter- 
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minée  de  carrés  k  , .  k2.  Iv»,  ...  tendanl  vers  un  point  limite  p 
i  qui  sera  point  commun  unique  de  tous  le-  carrés  R«). 

Il  —  1 1 1 1  de  !;i  définition  des  carrés  KH  que,  pour  tout  indice  // 
donné,  tout  ensemble  I'  de  E  possède  au  moins  un  point  com- 
munavec  le  carré  K„;  il  en  résulte  immédiatement  que  p  est  point 
d'accumulation  de  tout  ensemble  P  de  E;  donc,  ces  ensembles 
étant  fermés,  p  esl  point  de  tout  ensemble  P  de  E. 

Le  point  p  est  donc  point  commun  à  tous  les  ensembles  P 
appartenant  à  E.  Notre  condition  est  donc  suffisante. 

Non-  avons  donc  démontré  notre  théorème. 

Comme  mie  conséquence  immédiate  de  notre  théorème,  nous 
obtenons  le  théorème  suivant,  qui  esl  encore  plus  général  que  le 
théorème  (Durchschnittssatz  i  de  M.  Cantor  : 

Corollaire.  —  Si  E  est  un  ensemble  des  ensembles  bornés 
et  fermés  P,  tel  que,  de  deux  ensembles  P,  et  V2de  E.  l'un  soit 
toujours  h n  sous-ensemble  de  l'autre,  il  existe  un  point  au 
moins  commun  à  tous  les  ensembles  P  de  E. 

En  effet,  les  conditions  de  notre  théorème  sont  alors  satisfaites, 
car,  d'après   l'hypothèse  de  notre   corollaire,    pour   tout    nombre 

fini  des  ensembles  P, .  P2 Pn  de  E,  l'un  de  ces  ensembles  est 

évidemment  sous-ensemble  de  tous  les  n  —  i  autre-,  et  un  quel- 
conque de  ses  points  esl  communà  tous  les  n  ensemble-  considérés. 
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DARROUX   (Gaston).  Principes   de   Géométrie    analytique.  (Cours 

de    Géométrie   île    la    Faculté   des    Sciences.)    i    vol.    gr.   in-8   (23-17), 
i\-Ji<)  pages.  Paris,  Gauthier- YiHars  et  C",   1917. 

Cel  Ouvrage  est  la  dernière  production  de  L'Auteur.  M.  Darboux 

a  donné  le  bon  à  tirer  de  la  Préface,  quelques  jours  seulement 
avant  d'entrer  à  la  maison  de  saule  où,  hélas,  il  devait  suc- 
comber. 

Cet  Ouvrage  est  aussi  le  développement  du  dernier  cours  pro- 
fessé à  la  Sorbonne  par  M.  Darboux  pendant  le  second  semestre 
de  l'année  scolaire  1910-1916. 

Ce  Livre  est,  à  un  certain  poinl  de  vue,  wnc  nouvelle  édition, 
considérablement  augmentée,  de  son  Ouvrage  Sur  une  classe 
remarquable  de  courbes  et  <le  surfaces,  qui  parut  en  1872  et  fut, 
à  juste  titre,  très  remarqué. 

M.  Darboux,  qui  est  le  véritable  créateur  de  la  Géométrie  infi- 
nitésimale, aimait  aussi  passionnément  la  Géométrie  algébrique. 
Il  débuta  dans  cette  science,  d'une  façon  magistrale,  par  sa  belle 
théorie  des  cyclides.  Depuis,  il  ne  négligea  jamais  celle  branche 
de  la  science;  il  y  revint  à  plusieurs  reprises  à  la  fin  de  sa  car- 
rière; et  lorsque,  vers  la  lin  de  1  (>  1  5,  il  m'indiqua  le  sujet  et  le 
plan  de  son  prochain  cours,  il  ajouta  :  «  Vous  voyez.  Von  revient 
toujours  à  ses  premières  amours.  » 

J'eus  la  curiosité  de  suivre  ce  cours  et  j'en  fus  bien  récom- 
pensé. Il  était  intéressant  au  suprême  degré  et  même  quelquefois 
passionnant.  Depuis  j'ai  lu  et  relu  cet  Ouvrage  pour  la  correction 
des  épreuves  et  pour  la  rédaction  de  cette  analyse;  j'y  ai  retrouvé 
le  même  intérêt  qu'autrefois,  à  un  degré  moindre  peut-être,  car  un 
livre,  même  bien  rédigé  (et  c'est  le  cas),  ne  peut  pas  donner  cette 
sensation  vivante  du  cours. 

Pour  avoir  une  idée  nette  de  cet  Ouvrage,  il  importe  de  savoir 
dans  quel  esprit  il  a  été  conçu.  M.  Darboux  était  un  inventeur 
prodigieux,  mais  il  aimait  aussi  à  revenir  en  arrière,  contempler 
un  ensemble  de  résultats  et  les  grouper  dans  un  ordre  méthodique. 
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à  en  faire  nue  véritable  synthèse.  Cet  Ouvrage  esl  donc  en  somme 
I.i  résultante  des  efforts  qu'a  faits  Darboux  pour  grouper  logique- 
menl  les  principales  théories  de  la  (  réométrie  algébrique  moderne 
el  les  asseoir  sur  une  base  solide.  C'est  que  dans  le  dé\  eloppement 
d  une  science  il  y  a,  en  général,  deux  tendances  :  l'une  de  création, 
I  autre  de  construction,  Par  la  tournure  de  son  esprit,  M.  Darboux 
ci,i i!  capable  de  réussiraussi  bien  dans  l'une  que  dans  l'autre.  Une 
pareille  construction  logique  est  non  seulement  intéressante  en  ce 
sens  qu'elle  permet,  de  bâtir  l'édifice  avec  les  matériaux  épars 
amassés  par  divers  savants,  mais  elle  est  quelquefois  nécessaire 
parce  que  les  créateurs  vont  de  l'avant,  sans  s'astreindre  toujours 
à  une  rigueur  absolue.  J'ai  encore  connu  autrefois  de  bons  esprits 
qui  ne  voulaient  pas  admettre  les  raisonnements  géométriques 
basés  Mir  la  considération  des  points  circulaires  à  l'infini,  du  cercle 
imaginaire  à  l'infini,  etc.  Je  ne  crois  pas  qu'à  l'heure  actuelle  il 
existe  un  seul  mathématicien  qui  doute  dé  la  rigueur  absolue  de 
pareils  raisonnements.  S'il  v  en  a,  je  recommande  à  ceux-là  la  lec- 
ture de  l'Ouvrage  de  M.  Darboux;  ils  verront  que  ces  notions 
reposent  sur  la  plus  solide  de  toutes  les  bases  :  sur  V Algèbre. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  cinq  Livres;  nous  résumerons  succes- 
sivement les  résultats  de  chacun  d'eux. 

Livre  I.   — Rapport  anharmonique. 

Dans  un  Chapitre  d'introduction,  où  Ton  trouvera  des  considé- 
rations d'une  haute  portée  philosophique  sur  le  rôle  des  nombres 
négatifs  el  des  nombres  imaginaires  tant  en  algèbre  qu'en  Ana- 
lyse,  I  \  ii  leur  explique  coin  m  eut  on  a  été  amené  à  introduire  l'in- 
fini ci  I  imaginaire  dans  la  Géométrie  moderne.  C'est  que,  dil-il  : 
«  Le  caractère  propre  des  méthodes  de  l'Analyse  et  de  la  Géomé- 
trie modernes  consiste  dans  l'emploi  d'un  petit  nombre  de  prin- 
cipes généraux,  indépendants  de  la  situation  respective  des  parties 
ou  des  valeurs  relatives  des  différents  symboles,  el  les  consé- 
quences sonl  d'autanl  plus  étendues  que  les  principes  eux-mêmes 
oui  plus  de  généra I lié.  » 

C'esl  Desargues- qui,  le  premier,  a  introduit  les  points  à  l'in- 
fini. Au  point  de  \ue  analytique,  ces  points  s'introduisent  par 
l'emploi  des  coordonnées  homogènes. 
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Poncelel  a,  le  premier,  introduit  les  puni--  imaginaires  dans 
les  démonstrations  géométriques.  Il  invoquail  le  fameux  Principe 
de  continuité,  qui  peul  s'énoncer  ainsi  :  I  outes  les  fois  que  la 
démonstration  (rime  propriété  .1  été  obtenue  ru  supposanl  réelles 
certaines  parties  de  la  figure  qui  interviennenl  dans  la  démonstra- 
tion, la  proposition  subsis-te  quand  ces  parties  disparaissenl  ou 
deviennent    imaginaires,   quoique    la    démonstration    ne    subsiste 

plus.   » 

M.  Darboux  montre  que  ce  principe  revient  à  la  proposition 
d'algèbre  suivante  :  «  Si  un  mi  plusieurs  polynômes  sont  nuls  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  des  variables,  ils  sont  identiquement  nuls 
«i  par  conséquent  ils  s'annulent  quand  l<^  variables  sont  imagi- 
na ires . 

Dans  cet  Ouvrage,  le  point  imaginaire  à  distance  finie  ou  infinie 
est  défini  d'une  façon  purement  analytique. 

Les  coordonnées  tétraédriques  sont  définies  comme  des  fonc- 
tions linéaires  distinctes  des  coordonnées  cartésiennes  homogènes  : 
il  en  résulte  que  le  tétraèdre  fondamental  possède  la  plus  grande 
généralité  possible;  il  peut  avoir  des  sommets  imaginaires,  à  l'in- 
fini, etc. 

L'introduction  des  co  irdonnées  tétraédriques  conduit  tout  natu- 
rellement à  la  transformation  homographique.  A  propos  ele  cette 
transformation,  l'Auteur  démontre  le  théorème  suivant  : 

Toute  transformation  ponctuelle  dans  laquelle  chaque  plan 
ii  /mur  homologue  un  plan  est  une  transformation  homogra- 
phique. 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite,  <le 
quatre  plans  d  un  faisceau  ou  de  quatre  droites  concourantes  dans 
un  plan  est  défini  à  l'aide  des  paramètres  qui  définissent  les  coor- 
données de  chacun  des  éléments.  On  remarquera  ici  que  l'Auteur 
é\  ite  avec  soin  la  définition  élémentaire  du  rapport  anharmonique 
de  quatre  points  en  ligne  droite.  C'est  qu'en  effet  la  définition  élé- 
mentaire ne  donnerait  rien  quand  la  droite  qui  porte  les  quatre 
points  est  isotrope,  et  cependant  le  rapport  anharmonique  existe 
toujours. 

Revenant  aux  coordonnées  tétraédriques,  l'Auteur  montre  que 
le  système  est  défini  quand  on  connaît  le  tétraèdre  fondamental  el 


296  PREMIÈRE    PARTIE. 

le  point  donl  les  coordonnées  sont  toutes  égales.  Le  rapport  de 
deux  coordonnées  d'un  point  quelconque  esl  égal  au  rapport 
anharmonique  d'un  certain  faisceau  de  quatre  plans. 

Poncelel  avait  découvert  une  transformation  ponctuelle  <pii  esl 
un  cas  particulier  de  l'homographie,  c'est  Vhomologie.  Dans  le 
cas  du  plan,  deux  figures  homologiques  peuvent  être  considérées 
comme  la  perspective  de  deux  figures  homothétiques.  Poncelet 
croyait  qu'une  homographie  plane  peut  être  obtenue  en  faisant 
successivement  un  déplacement  et  une  homologie.  La  proposition 
de  Poncelet  <•->!  en  défaut  lorsque  l'homographie  conserve  la  droite 
de  l'infini.  Voici  le  résultat  établi  par  M.  Darboux  : 

Tonte  transformation  homographique  dans  laquelle  la 
droite  de  V infini  ne  se  correspond  pas  à  elle-même  peut  être 
ramenée  de  deux  manières  différentes  à  un  déplacement^  suivi 
ou  précédé  d'une  homologie. 

Dans  l'espace,  on  voit  tout  de  suite  que  l'homographie  la  plus 
générale  ne  peut  pas  être  obtenue  en  combinant  un  déplacement 
et  une  homologie. 

Après  l'homographie  vient  naturellement  l'étude  du  principe  de 
dualité  de  Chasles,  et  cou  nue  conséquence  l'introduction  des  coor- 
données tangentielles.  L'Auteur  montre  que  ces  coordonnées 
peuvent  être  définies  à  l'aide  de  rapport-,  anharmoniques. 

Poncelet,  qui  lut  le  grand  initiateur,  avait  découvert  une  trans- 
formation qui  esl  un  cas  particulier  de  la  transformation  dualis- 
tique  :  c'est  la  transformation  par  polaires  réciproques.  Il  était 
intéressant  de  savoir  si  la  transformation  corrélative  peut  donner 
des  figures  plus  générales  que  la  transformation  par  polaires  réci- 
proques.  L'  V.uteura  résolu  complètement  la  question  el  il  a  montré 
qu'en  généra]  toute  transformation  dualistique  peut  être  obtenue 
en  combinant  une  transformation  par  polaires  réciproques  et  un 
déplacement.  Il  n'\  .1  qu'un  seul  cas  d'exception,  c'est  lorsque,  à 
tout  point  à  l'infini  de  la  seconde  figure,  correspond  dans  la  pre- 
mière un  plan  (pu  passe  par  <\i\  point  déterminé  rejetéà  l'infini. 

Ce  Livre  se  termine  par  un  Chapitre  consacré  aux  coniques   et 

aux  divisions  homographiques.  L'Auteur  montre  d'abord  que  les 

coniques  sont  des  courbes  unicursales  et  il  en  déduit  d'une  façon 

impie  les  propriétés  élémentaires  des  systèmes  de  coniques. 
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Je  signalerai,  dans  cel  ordre  d'idées,  une  démonstration  toul  h  fail 
élégante  du  théorème  de  Pascal.  Tl  utilise  une  proposition  élégante 
el  trop  peu  connue  due  à  Paul  Serret.  Si  ./,.  r,.  -,  -.« >  1 1 1  les  coor- 
données homogènes  de  sis  points  d'une  conique,  on  peul  attribuer 
à  chaque  poinl  un  coefficienl  ).,■  tel  que.  >i  o(#,  r.  s)  esl  un  poly- 
nôme homogène,  du  second  demi',  quelconque,  on  ail 


2'A-r'''V.//:  zi 


)=  0. 


M.  Darboux,  après  avoir  donné  une  démonstration  tiè>  simple 
de  ce  résultat,  en  déduit  de  nombreuses  conséquences. 

Livre  II.  —  Définitions  métriques. 

Les  notions  fondamentales  d'angles  et  de  distance  en  Géométrie 
plane  sont  définies  analytiquement  en  supposant  le  plan  rapporté 
à  des  axes  rectangulaires,  en  introduisant  les  coordonnées  homo- 
urncN,  et  en  appliquant  à  lotis  les  éléments  réels  ou  imaginaires 
les  formules  bien  connues  pour  les  éléments  réels.  Cette  façon  de 
procéder  est  parfaitement  logique  puisque  les  formules  en  ques- 
tion sont  des  invariants  absolus  quand  on  fait  un  changement 
d  axes.  Les  points  circulaires  à  l'infini  I  et  J,  les  droites  isotropes 
s'introduisent  ainsi  d'une  façon  toute  naturelle.  La  distance  de 
deux  points  distincts  esl  indéterminée  dans  les  deux  cas  suivants  : 
i°  les  deux,  points  sont  à  l'infini;  2"  l'un  des  deux  points  est  le 
point  1  on  le  point  .1.  La  distance  de  deux  points  est  nulle  s'ils  sont 
situés  à  distance  lime  sur  une  même  droite  isotrope.  Une  discus- 
sion analogue  peut  être  faite  pour  l'angle  de  deux  droites  et  pour 
la  distance  d'un  pointa  une  droite. 

L'angle  de  deux  droites  est  aussi  défini,  en  se  plaçant  à  un 
point  de  vue  indiqué  par  Laguerre.  L'angle  de  deux  droites  D,  D' 
qui  se  rencontrent  en  O  est  donné  par  la  formule 

(D.  D')=  -.logR(D'l?  D,  01,  OJ), 

Pii  D'l5  D,  01,  OJ)  désignant  le  rapport  anharmonique  du  faisceau 
de  droites  D',  D,  01,  OJ.  Cette  définition  de  l'angle  va  jouer  un 
rôle  important  dans  la  suite  de  ce  Traite. 
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Les  nui  ions  d'angles  el  de  longueurs  riant  définies  dans  tous  les 
cas,  I  \iiiciii  montre  qu'on  peut  appliquer  les  formules  de  la  Tri- 
gonométrie rectiligne  aux  triangles  avant  des  sommets  imaginaires. 
La  démonstration  se  fait  d'une  façon  simple,  en  prenant  pour 
intermédiaire  un  triangle  ayant  un  côté  isotrope. 

Pour  l'étude  de  certaines  Courbes  planes,  M.  Darboux  a  employé 
en  1869  un  système  de  coordonnées  qui  est  le  suivant  :  Si  x  et  y 
sont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point,  il  prend  pour 
nouvelles  coordonnées 

u  =  x-+-  iy,         v  =  x  —  iy. 

lia  indiqué  déjà,  dans  son  Ouvrage  Sur  une  classe  remar- 
quable de  courbes  et  de  surfaces,  les  propriétés  de  ce  système. 
Klles  sont  développées  de  nouveau  dans  ce  Traité.  Il  introduit 
ainsi  une  notion  1res  importante,  celle  de  couples  de  points  conju- 
gués. Si  \  el  I)  son!  deux  points  quelconques  du  plan,  on  mène 
par  A  el  B  lc->  droites  isotropes  qui  passent  par  ces  points.  Les 
quatre  droites  ainsi  menées  forment  un  quadrilatère  complet  dont 
\  el  15  sonl  deux  sommets  opposés;  I  et  J  forment  un  autre  couple 
de  sommets  opposés;  il  reste  un  troisième  couple  A'B';  A'B'  est 
dil  conjugué  à  AB.  Il  est  clair  qu'il  y  a  réciprocité  entre  les 
couples  AB,  A'B'.  La  propriété  caractéristique  de  ces  segments 
associés  est  la  suivante  : 

Si  M  est  un  point  quelconque  du  plan  : 

1"  Les  bissectrices  des  angles  A  MB  et  A' MB'  sont  les 
rue  mes; 

2"  Les  produits  MA  x  MB  d  MA'  x  MB'  sont  égaux,  au 
signe  près  ; 

M  \ 

•  5"  Le  rapport  ^rr-,  est  égal,  au  signe  près,  à  e"\  v  étant 
l'angle  \  M  li  . 

Ces  théorèmes  établissenl  une  relation  entre  les  deux  propriétés 
suivantes  du  cercle  :  1"  le  cercle  esl  le  lieu  des  points  d'où  l'on 
voil  un  segmenl  de  droite  sous  un  angle  constant;  20  le  cercle  est 
le  lieu  des  points  dont  le  rapporl  des  distances  à  deux  points  fixes 
esl  constant. 
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Ces  propriétés  d'un  cercle  peuvenl  être  réalisées  d  une  infinité 

de  manières. 

L'Auteur  généralise  ces  propriétés  en   considérant   les  courbes 

qui  possèdent  l'une  des  <lcu\  propriétés  suivantes  : 

i"  La  courbe  esl  le  lieu  des  points  M  i<d  que  le  produit  des  dis- 
tances de  M  à  n   pôles   fixes  A,.  A2 A„  esl  dans  un  rapport 

constant  avec  le  produit  des  distances  de  M  à  n  pôles  fixes  B4 , 
B2,  ...,B„. 

20  La  courbe  est  le  lieu  des  points  M  d'où  l'on  voit  des  seg- 
ments donnés  sous  des  angles  dont  la  somme  esl  constante. 

\  Lennent  ensuite  des  propriétés  de  courbes  analogues  aux 
coniques.  La  propriété  bien  connue  de  la  parabole  esl  généralisée 
par  le  théorème  suivant  : 

Étant  donnée  une  courbe  de  //""",  classe  admettant  ht  droite 
de  l'infini  pour  tangente  multiple  d'ordre  n  —  i,  il  y  a  une 
relation  linéaire  entre  les  segments  interceptes  par  une  tan- 
gente variable  sur  n  tangentes  fixes  quelconques,  ces  segments 
étant  comptés  à  partir  de  points  fixes  pris  sur  ces  dernières 
tangentes. 

L'  auteur  étudie  ensuite  les  courbes  de  /ilème  classe  qui  ont  une 
tangente  multiple  d'ordre  n  —  2. 

La  définition  des  éléments  métriques  dans  l'espace  se  fait  en 
suivant  une  marche  analogue  à  celle  qui  a  été  employée  pour  le 
plan.  L'étude  de  la  distance  de  deux  points  conduit  à  la  définition 
des  droites  isotropes  et  du  cercle  imaginaire  à  l'infini.  Il  va  toute- 
fois un  élément  nouveau  qui  s'introduit,  c'est  la  notion  de  plan 
isotrope. 

Un  plan  isotrope  est  tangent  au  cercle  imaginaire  à  l'infini. 

La  relation  entre  les  distances  de  points  situés  dans  un  plan  iso- 
trope est  la  même  que  celle  qui  existe  entre  les  distances  de  points 
situés  sur  une  droite. 

La  Géométrie  métrique  sur  la  sphère  repose  sur  ce  fait, 
c'est  que  toute  quadrique  peut  être  représentée  sur  le  plan  d'une 
façon  birationnelle  ;  il  suffit  pour  cela  d'introduire  les  paramètres 
qui  définissent  les  génératrices  de  chaque  système  de  la  qua- 
drique. Le   rapport   anharmonique   de   quatre   génératrices  d'un 
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même  système  est  égalau  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
où  elles  coupenl  une  secl ion  plane  quelconque  de  la  quadrique. 
Dans  le  cas  de  la  sphère,  on  peut  choisir  les  paramètres  de  telle 
sorte  que  tout  déplacement  soit  équivalent  à  une  même  substitu- 
tion linéaire  effectuée  sur  ces  paramètres. 

La  Géométrie  métrique  sur  la  sphère  se  présente  d'une  façon 
beaucoup  plus  uniforme  que  dans  le  plan  parce  que  tous  les  élé- 
ments métriques  peuvent  s'exprimer  à  l'aide  de  rapports  anharmo- 
niques. 

La  théorie  des  segments  associés  dans  le  plan  s'étend  à  la  Géo- 
métrie sur  la  sphère.  Prenons  sur  la  sphère  deux  points  A  et  B; 
adjoignons  à  ces  points  les  points  (/  et  b  qui  leur  sont  diamétrale- 
ment opposés;  parées  quatre  points  passent  huit  génératrices  de 
la  sphère;  ces  huit  génératrices  se  coupent  deux  à  deux  en  douze 
points  en  dehors  de  ceux  qui  sont  situés  sur  le  cercle  à  l'infini. 
Ces  douze  points  se  partagent  en  deux  systèmes  de  trois  couples 
de  ilcux  points. 

Suis  insister  davantage  sur  la  répartition  des  points  qui 
appartiennent  à  chacun  des  systèmes,  je  me  borne  à  dire  que  les 
trois  couples  qui  appartiennent  à  un  même  système  tonnent  ce 
que  M.  Darboux  appelle  des  segments  associés  sur  la  sphère. 
Les  propriétés  de  ces  segments  associés  sont  étudiées  complète- 
ment. Elles  ont  permis  à  l'  \uteiir  de  démontrer  que  les  formules 
de  la  Trigonométrie  sphérique  sonl  applicables  aux  triangles  ayant 
des  sommets  imaginaires.  Elles  lui  ont  permis,  eu  outre,  d'étendre 
à  la  sphère  des  propriétés  établies  pour  des  courbes  planes  parti- 
culières. Il  montre,  en  particulier,  cpie  le  théorème  de  Lexell  est 
sur  la  sphère  l'analogue  du  théorème  du  segment  capable  d'un 
angle  donné  en  Géométrie  plane. 

Livitiî  III.  —  Les  théorèmes  de  Poncelet. 

Dans  ce  Li\re,  l'Auteur  emploie  le  système  de  coordonnées 
suivantes.  On  se  donne  une  conique  lixe  K,  à  chaque  point  de 
cette  conique  correspond  un  nombre,  la  valeur  du  paramètre 
quand  la  conique  est  mise  sous  forme  unicursale.  Soit  alors  M  un 
point  quelconque  du  plan,  on  prend  pour  coordonnées  du  point  M 
les  deux  valeurs  du  paramètre  des  points  de  contact  des  tangentes 
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menées  île  M  à  la  conique;  soienl  p  et   p(   les  valeurs  de  ces  para 
mètres. 

Toute  relation  de  forme  invôlutive  entre  ^  et  ;,  représente  une 
droite  et  réciproquement. 

rouie  relation  homographique  entre  p  el  p(  représente  une 
conique  doublement  tangente  à  la  conique  K. 

Enfin  une  conique  quelconque  esl  représentée  par  une  équation 
symétrique  en  p  et  o,  du  second  degré  par  rapporl  à  chacune  des 
variables. 

Ce  système  permet  d'étudier  facilement  les  courbes  qui  passent 
par  les  points  de  rencontre  de  groupes  de  tangentes  d'une  conique. 
\  cet  égard  je  signale  le  théorème  suivant  : 

Si  une  courbe  d'ordre  n —  i  contient  tous  les  points  d'inter- 
section de  n  tangentes  à  une  conique,  elle  contient  aussi  les 
points  d'intersection  d'une  infinité  d' autres  systèmes  de  n  tan- 
gentes à  la  conique. 

Pour  n  =  3,  ce  théorème  donne  un  ras  particulier  d'un  théo- 
rème de  Poncelet  :  S'il  existe  un  triangle  inscrit  dans  une 
conique  C  et  circonscrit  à  une  conique  k.  il  en  existe  une  infi- 
nité. 

On  en  déduit  aussi  le  théorème  de  Poncelet  pour  le  polygone 
d'un  m  un I ne  quelconque  de  côtés.  C  insidérons  alors  un  polygone 
de  //  côtés  inscrit  dans  une  conique  C  et  circonscrit  à  lv.  On 
pourra  trouver  une  courbe  de  degré  n  —  1  passant  par  les  points 
de  rencontre  des  côtés  pris  deux  à  deux  et  contenant  la  co- 
nique C.  Cette  courbe  d'ordre   n  —  i  comprend   la  conique   C    et 

une  courbe  d'ordre  n  — 3.  Cette  dernière  se  décompose  en  

n  —  4         •  i     •        • 

coniques  si  n  est  impair;   en coniques  et  une  droite  si  n  est 

pair. 

L'Auteur  étudie  ensuite  les  lignes  brisées  inscrites  dans  une 
conique  C  et  circonscrites  à  K.  Si  l'on  déplace  celle  ligne  brisée, 
on  a  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'une  ligne  brisée  se  meut  en  restant  inscrite  dans  (C) 
et  circonscrite  à  (K),  le  point  de  rencontre  de  deux  côtés  de 
cette  ligne  dont  les  rangs  diffèrent  d'un    nombre  constant   se 
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trouvent  sur  une  conique  (C)  '/'/<  appartient  au  faisceau  tan- 
gentiel  formé  />>//■  |  C  i  e/  i  l\  i. 

Poncelel  a  donné  un  théorème  plus  général;  c'esl  le  suivant  : 

Quand  un  polygone  se  meut  en  demeurant  circonscrit  à  une 
conique  |  K  i  de  telle  manière  que  tous  ses  sommets  moins  un 
décrivent  des  coniques  (K,),  (K2),  ....  (Kn_1)  appartenant 
avec  k  à  un  même  faisceau  tangentiel,  le  sommet  resté  libre 
décrit  une  conique  de  faisceau. 

La  démonstration  donnée  par  L'Aïuteur  esl  toul  à  fait  élégante. 
Il  le  démontre  d'abord  dans  le  cas  d'un  triangle.  Pour  cela,  il  fait 
une  transformation  homographique  qui  transforme  les  trois  co- 
niques du  faisceau  tangentiel  en  coniques  homofocales.il  ne  resle 
plus  qu'à  invoquer  les  propriétés  élémentaires  des  coniques  liomo- 
focales  pour  arriver  au  résultai.  Le  théorème  étant  établi  dans  le 
cas  d'un  triangle,  on  passe  facilement  au  cas  général. 

Il  est  clair  que  ce  théorème  peut  être  transformé  par  polaires 
réciproques.  On  obtient  ainsi,  en  particulier,  des  polygones 
inscrits  dans  an  cercle  (C)  et  dont  les  cotés  enveloppenl  des 
cercles  faisanl  partie  avec  C~d' un  même  faisceau  ponctuel. 

Ce  Livre  se  termine  par  l'étude  du  polygone,  d'i\n  nombre  de 
côtés' donné,  inscrit  à  une  ellipse  et  ayant  \\n  périmètre  maximum. 

Les  côtés  de  ce  polygone  doivent  être  tangents  à  une  ellipse  1 10- 

focale  ii  la  première. 

Livre  IV.  —  La  Géométrie  cayleyenne. 

Dans  celle  géométrie  on  prend  comme  hase  une  quadri que  fixe, 
qu'on  appelle  la  quadrique  fondamentale  ou  l'absolu. 

Si  M  ei  \L  sonl  deux  points  quelconques,  \  el  15  les  points  où 
la  droite  MM   rencontre  l'absolu,  la  distance  MM'  esl 

^LogRi  M  .  M,  A,  B). 

Si  o,  et  u'  Mini  deux  plans  quelconques,  x  el  (3  le-  plans  tangents 
à  l'absolu  menés  par  leur  droite  commune,  l'angle  des  deux  plans 
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^LogRi  ;»  .  .-.  -/.  p). 

Enfin,  -i  (I  el  </'  smii  deux  droites  qui  se  coupent,  *■/  el  b  les 
tangenlesmeneesparleurpo.ini  commun  à  la  conique,  intersec- 
tion du  plan  des  deux  droites  avec  l'absolu,  l'angle  formé  parces 
deux  droites  est 

i7(LogR(d',rf,  a,  b), 

C  et  C  étant  des  constantes  fixées  une  fois  pour  toutes. 

La  distance  de  deux  points  est  infinie  si  l'un  deux  est  situé  sur 
l'absolu;  elle  sera  nulle  si  la  droite  qui  joint  les  deux  points  est 
tangente  à  l'absolu;  enfin,  elle  sera  indéterminée  si  l'un  des  deux 
points  est  sur  l'absolu  et  l'autre  sur  une  tangente  en  ce  point  à  la 
quadrique  fondamentale.  On  discute  de  même  l'angle  de  deux 
plans  ou  l'angle  de  deux  droites. 

Une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan  quand  elle  passe  parle 
pôle  du  plan.  Il  en  résulte  que  deux  plans  distincts  ont  une  per- 
pendiculaire commune,  la  droite,  qui  joint  leurs  pôles. 

Deux  droites  d  et  dK  qui  ne  se  coupent  pas  ont  en  général  deux 
perpendiculaires  communes  :  ce  sont  les  droites  qui  rencontrent  d 
et  d{  et  leurs  polaires  réciproques  o  et  o,  par  rapport  à  l'absolu. 
Ce  résultat  montre  toul  de  suite  dans  quels  cas  dc\\\  droites  ont 
une  infinité  de  perpendiculaires  communes. 

Si  l'on  se  place  au  point  de  vue  réel  et  si  l'on  veut  conserver  les 
propriétés  fondamentales  de  notre  espace  ordinaire  (réalité  de  la 
distance  de  deux  points  réels  voisins,  de  l'angle  de  deux  droites 
réelles  qui  se  coupent,  etc.),  on  ne  peut  faire  que  deux  hypothèses 
sur  le  choix  de  l'absolu  :  i"  l'absolu  est  une  quadrique  imaginaire, 
la  géométrie  s'étend  à  tous  les  points  de  l'espace  :  c'est  la  Géomé- 
trie de  Riemann ;  2°  l'absolu  est  une  quadrique  convexe,  la  géo- 
métrie est  applicable  à  tous  les  points  situés  à  I  intérieur  de  la 
quadrique,  points  qui  forment  ce  qu'on  appelle  l'espace  acces- 
sible; cette  géométrie  est  la  Géométrie  non  euclidienne. 

L'Auteur  étudie  ensuite  les  déplacements  cayleyens,  c  est-à-dire 
les  déformations  continues  qui  conservenl  les  propriétés  mé- 
triques. De  telles  transformations  doivent  conserver  l'absolu.  On 
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esl  donc  amené  à  chercher  les  transformations  homographiques 
(jui  transformenl  nue  quadrique  eu  elle-même.  On  arrive  au 
résu liai  --ii ivanl  : 

Pour  obtenir  toutes  les  transformations  homographiques 
continues  de  l'absolu  en  lui-même  il  faut  soumettre  les  par a- 
mètri's  des  deux  familles  de  génératrices  rectilignes  à  '(eux 
substitutions  linéaires  quelconques. 

On  voil  alors  qu'en  dehors  de  la  transformation  identique  deux 
cas  peuvent  se  présenter  :  i"  l'un  îles  systèmes  de  génératrices 
reste  fixe;  2"  aucun  des  systèmes  de  génératrices  ne  reste  tixe. 

Dans  le  premier  cas.  deux  génératrices  du  second  système 
restenl  fixes.  Ce  déplacement  ne  peut  être  réel  (pie  si  l'absolu  est 
une  quadrique  imaginaire;  les  deux  génératrices  du  second  sys- 
tème qui  lestent  fixes  étant  imaginaires  conjuguées.  Ce  déplace- 
ment est  caractérisé  de  la  façon  suivante  : 

La  il r<>i le  qui  joint  un  point  à  sa  nouvelle  position  <i  une 
longueur  constante  et  rencontre  (leur  génératrices  imagi- 
naires conjuguées  fi. tes  de  l'absolu. 

Dans  le  deuxième  cas  il  existe  deux  droites  D  el  A  polaires 
réciproques  lune  par  rapport  à  l'absolu,  qui  glissent  sur  elles- 
mêmes,  el  ces  droites  sont  réelles  si  le  déplacement  est  réel.  Ce 
-  ml  les  axes  du  déplacement.  La  grandeur  du  glissement  sur  le-> 
droites  I)  el  A  n'esl  pas  forcémenl  la  même.  Cette  propriété  suffît 
pour  définir  le  déplacement  puisqu'elle  permet  de  construire  l'ho- 
mologue d'un  point  quelconque  de  la  première  figure. 

Dans  le  cas  où  les  glissements  sur  D  et  A  sont  tous  deux  nuls, 
on  a  un  déplacement  1  rès  simple  appelé  retournement. Il  esl  défini 
par  la  construction  suivante  : 

A  chaque  point  V  on  fait  correspondre  le  point   P'  situé  sur 

la  droite  issue  de  \\  re neo n  1  ru n t  I)  el  A.  et  conjugué  harmo- 
nique  de  I*  pur  rapport  aux  deux  points  de  rencontre  avec  I) 
et  A. 

On  voit  que  cette  opération  répétée  deux  fois  reproduit  la  figure 
primitive.  On  a  un  déplacement  qui  esl  l'analogue  d'une  symétrie 
d  ins  la  (  îréométrie  or*  lina  ire. 
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Ce  Livre  se  termine  par  l'étude  de  la  Trigonométrie  cayleyenne. 
Dans  le  plan,  entre  les  angles  el  les  côtés  d'un  in. mule,  il  y  a  trois 
relations  ;  ces  relations  s  ml  les  mêmes  que  dans  les  triangles  - 1  > I •  « : - 
riqucs  de  la  Géométrie  ordinaire  le  rayon  de  la  sphère  étant  réel 
dans  le  cas  de  la  Géométrie  non  euclidienne  :  une  imaginaire 
pure  dans  le  cas  de  la  Géométrie  de  Riemann.  Il  en  résulte  que 

dan-   le  premier  cas    la   somi les  .mule-  d  un  triangle  plan  esl 

plus  grande  que  deux  droits,  qu'elle  esl  plus  petite  dans  le  second 

cas. 

Au  contraire,  les  relations  entre  les  six  éléments  d  un  trièdre 
sont  les  mêmes  que  dans  la  Géométrie  ordinaire. 

Livre  V.  —  De  /'inversion. 

L'inversion  est  un  cas  particulier  de  l'inversion  quadrique  de 
Hirst.  On  prend  comme  hase  une  quadrique  el  un  point  fixe  O  ; 
soit  M  un  point  quelconque,  la  droite  (  >.M  coupe  la  quadrique  en 
ileux  points  A  et  B.  On  t'ait  correspondre  au  poinl  M  son  conjugué 
harmonique  M' par  rapport  à  AB.  Si  la  quadrique  est  une  sphère 
et  si  le  point  O  est  placé  au  centre,  on  obtient  la  transformation 
par  inversion.  La  sphère  esl  appelée  la  sphère  principale  de  l  in- 
version. 

Au  pôle  O  correspondent  tous  les  points  à  l'infini.  A  un  point  <t 
situe  sur  i\ne  droite  isotrope  0«  correspond  un  point  a'  situé  sur 
le  cercle  de  l'infini;  mais  à  ce  point  a'  correspondenl  tous  les 
points  de  la  droite  ()«'. 

\  une  droite  isotrope  correspondent  deux  droites  isotropes 
dont  l'une  passe  par  le  pôle.  A  un  plan  isotrope  correspond  \\n 
cône  isotrope.  A  une  développable  isotrope  correspond  une  déve- 
loppable  isotrope. 

On  sait  qu'on  appelle  focales  d'une  surface  les  lignes  doubles 
de  la  développable  isotrope  circonscrite  à  la  surface  et  au  cercle 
de  l'infini.  L'inversion,  conservant  les  développables  isotropes, 
conservera  les  focales. 

L'Auteur  étudie  la  composition  des  inversions.  Il  arrive  au 
résultat  suivant  : 

Une  suite    quelconque  d'inversions  peut  se  ramener  à  nue 
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homothétie,  précédée  ou  suivie  d'un  déplacement,  ou  l>i<'n  à 
nue  inversion,  précédée  ou  suivie  d'un  déplacement. 

\  l'inversion  c  irresp  >:id  un  système  de  co  ir  lonnées  que  1  Au- 
teur .i  appelées  pentasphériques.  On  prend  comme  base  cinq 
sphères  S*  orthogonales  deux  à  deux,  soil  Pu  le  rayon  de  SA.  Si  M 
f-\  un  point  quelconque,  S/,  la  puissance  de  M  par  rapport  à  S/,, 
les  coordonnées  pentasphériques  sonl 

■'''  =  /"nv 

A  étant  un  facteur  de  proportionnalité  ;  la  somme  des  carrés  des 
cinq  coordonnées  d'un  point  esl  nulle. 

I  ne  substitution  orthogonale  effectuée  mu-  les  cinq  coordonnées 
d'un  point  M  peul  s'interpréter  de  deux  manières  :  i°  les  nouvelles 
valeurs  des  coordonnées  sonl  les  coordonnées  du  point  M  quand 
on  change  les  sphères  fondamentales  SA  :  ■>."  elles  représentent  par 
rapport  au  même  système  Sa  les  coordonnées  du  point  M'  déduit 
de  M  par  une  m\ ersion. 

Les  coordonnées  de  tous  les  points  à  l'infini,  sauf  ceux  qui  sont 
situés  sur  le  cercle  imaginaire  à  l'infini,  sont  les  mêmes.  Au  con- 
traire, les  coordonnées  d'un  point  situé  sur  ce  cercle  sonl  indéter- 
minées. Ces  propriétés  sont  en  corrélation  avec  les  propriétés  de 
l'un  ersion. 

L'Auteur  définit  ensuite  le-  coordonnées  d'une  sphère.  Il 
applique  ces  coordonnées  à  la  solution  du  problème  élémentaire 
sui\ anl  : 

Trouver  une  sphère  coupant  quatre  sphères  données  sous 
des  angles  donnés. 

L'Ouvrage  se  termine  par  une  étude  sur  les  cyclides,  surfaces 
découvertes  par  l'Auteur,  et  sur  lesquelles  il  a  fait  de  si  belles 
recherches.  Les  cyclides  générales  ont  pour  équation,  en  coor- 
d(  innées  rectangulaires, 

<D0(x2-hj'2-+-  zt)--\-  2<pi  (x2-t-  y2-h  z*)  -+-  o.2  —  o, 

■s,tl.  ©,,  s2  désignant  des  fonctions  de  ./ .  >.  c  de  degré  égal  à  leur 
indice.  Ces  surfaces  ont  été  appelées  cyclides  parce  qu'elles  con- 
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liennenl  comme  cas  très  particulier  la  cyclide  de  I  > 1 1 1 > 1 1 1 .  qui  ;i 
toutes  ses  lignes  de  courbure  circulaires. 

Si  cs0  u'esl  pas  nul,  La  surface  esl  «lu  quatrième  degré;  elle 
admet  le  cercle  imaginaire  comme  ligne  double,  rouir  surface  du 
quatrième  ordre  qui  a  une  conique  double  peul  se  transformer  en 
une  cyclide  par  une  homographie.  Si  ©0  esl  nul,  la  surface  esl  <lu 
troisième  degré  ;  elle  contienl  le  renie  imaginaire  à  l'infini.  Toute 
surface  du  troisième  degré  peut,  par  une  homographie,  se  trans- 
former en  celle  cyclide  particulière.  Il  suffil  de  remarquer  que 
toute  surface  du  troisième  degré  contient  vingt-sept  séries  de 
coniques. 

Une  cyclule  qui  admel  un  poinl  double  à  distance  Unie  esl  l'in- 
verse d'une  quadrique  ou  la  podaire  d'une  autre  quadrique. 

L'intersection  d'une  cyclide  avec  une  sphère  esl  située  sur  une 
quadrique.  C'est  une  biquadratique.  Si  cette  biquadratique  a 
deux  points  doubles  non  situés  sur  une  droite  isotrope,  elle  se 
décompose  en  deux  cercles.  Réciproquement,  toute  sphère  qui 
contient  un  cercle  de  la  cyclide  la  coupe  suivant  un  second  cercle. 
On  obtient  donc  les  sections  circulaires  d'une  cyclide  en  cher- 
chant les  sphères  qui  la  coupent  suivant  deux  cercles.  On  trouve 
cinq  séries  de  sphères  possédant  cette  propriété. 

Les  sphères  dune  série  sonl  orthogonales  à  une  sphère  fixe;  le 
lieu  de  leur  centre  est  une  quadrique. 

On  reconnaît  les  surfaces  anallagmatiques  de  Moutard.  Ce 
sont  des  surfaces  enveloppées  par  des  sphères  orthogonales  à  une 
sphère  fixe  appelée  sphère  directrice;  le  lieu  des  centres  des 
sphères  est  la  déférente.  Les  anallagmatiques  se  conservent  dans 
une  inversion  qui  a  pour  sphère  principale  la  sphère  directrice. 

Pour  les  cyclides,  on  a  le  résultat  suivant  : 

La  cyclide  peut,  de  cinq  manières  différentes,  être  consi- 
dérée  comme  l'enveloppe  dune  sphère  dont  le  centre  décrit 
une  quadrique  (Qk)  <'<  qui  reste  orthogonale  à  une  sphère  (Sa). 
La  sphère  variable  touche  la  cyclide  en  deux  points  et  la 
coupe  suivant  deux  cercles.  Les  axes  de  ces  cercles  sont  des 
génératrices  de  Q*.  Les  sphères  Sa  sont  deux  à  deux  orthogo- 
nales ;  les  quadriques  Q*  sont  homoj  ovales.  Le  tétraèdre  con- 
jugué commun  à  S*  et  à  Qh  est  formé  par  les  centres  des 
sphères  directrices  autres  que  S*. 
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En  coordonnées  pentasphériques,  l'équation  d'une  cyclide  esl 
homogène  h  du  second  degré.  On  peut  toujours,  sauf  dans  le  cas 
où  la  cyclide  esl  I  inverse  d'une  quadrique,  ramener  cette  équation 
à  une  forme  <ui  il  n'y  a  plus  de  termes  rectangles.  Les  sphères 
principales  S*  de  la  cyclide  sont  aussi  mises  en  évidence  e!  l'on 
peul  ainsi  étudier  très  simplemenl  les  diverses  propriétés  «le  la 
surface. 

En  coordonnées  pentasphériques,  l'équation 
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Aàxt- 


=  o 


représente  une  famille  de  cyclides;  cette  équation,  à  cause  de  la 
relation  identique  qui  existe  entre  les  coordonnées,  est  du  troi- 
sième degré.  Par  un  point  quelconque  de  l'espace  passent  trois  de 
ces  surfaces.  1/  auteur  montre  que  ces  trois  surfaces  sont  orthogo- 
nales. On  obtient  ainsi  un  système  triple  formé  de  cyclides  qui 
généralise  le  système  formé  par  des  quadriques  homofocales. 

Le  dernier  Chapitre  de  l'Ouvrage  est  consacré  à  l'étude  d'une 
transformation  qui  a  été  indiquée  par  l'Auteur  en  1 865,  Dans  cette 
transformation  on  prend  pour  base  une  sphère(S);  soient  M  un 
point  de  l'espace,  (C)  le  cercle  suivant  lequel  la  sphère  (S)  est 
coupée  par  le  plan  polaire  de  M;  on  fait  correspondre  au  point  M  les 
deux  pôles  ///  et  m/ du  cercle  (G).  A  un  point  M  du  premier  espace 
correspondent  i\v\i\  points  ///  cl  m'  du  second;  à  un  point  m  du 
second  ne  correspond  qu'un  seul  point  M  du  premier.  Les  coor- 
données de  M  sont  des  fonctions  rationnelles  des  coordonnées 
de  ///,  mais  l'inverse  n'esl  pas  vrai.  La  transformation  n'est  pas 
birationnelle .  Si  on  la  fait  précéder  d'une  homographie,  on 
oliiieni  la  transformation  ponctuelle  la  plus  générale  qui  à  tout 
plan  l'ail  correspondre  une  sphère. 

\  une  quadrique  ne  passant  pas  par  le  centre  de  S  correspond 
une  cyclide  du  quatrième  ordre;  si  la  quadrique  passe  par  le 
centre  de  S.  son  homologue  esl  une  cyclide  du  troisième  ordre. 

Enfin  elle  fail  correspondre  à  l'angle  cayleyen  de  deux  courbes 
du  premier  espace,  évalué  en  prenant  S  comme  absolu,  un  angle 
euclidien  égal  des  courbes  qui  leur  correspondent  dans  le  second 
espace. 
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(  )n  voil  toul  l'intérêl  que  présente  cet  Ouvrage.  Le  meilleur 
éloge  que  je  piii^c  en  faire  c'est  de  dire  que  cette  dernière  œuvre 
cl ii  maître  esl  < 1 1 1; 1 1 c  d'être  placée  au  même  rang  que  ses  remar- 
quables [Yaités  de  Géométrie  infinitésimale. 

G.  Guichard. 
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SUR  QUELQUES  FORMULES  DE  L INTERPOLATION  GÉNÉRALISÉE 

I'ar  M.  Nicolas  KRYLOFF, 
Professeur  à  l'Ecole  supérieure  des  Mines  de  Petrograd. 


Les  recherches  concernant  la  convergence  des  formules  de  l'in- 
terpolation trigonométrique  peuvent  être  basées  sur  l'étude  préa- 
lable des  quelques  sommes  qui,  par  l'analogie  avec  les  intégrales 
singulières  de  la  théorie  «les  séries  trigonomé triques,  peuvent  être 
aussi  nommées  les  sommes  singulières;  il  semble  naturel  d'essayer 
d'étendre  l'analogie  en  considérant  les  sommes,  correspondant 
aux  intégrales  singulières, "rencontrées  dans  les  diverses  méthodes 
de  la  sommation  des  séries  trigonométriques. 

Les  sommes  pareilles,  rencontrées  premièrement  dans  les  re- 
cherches (')  de  M.  Jackson,  correspondent  à  la  notion  de  l'inter- 
polation généralisée  en  ce  sens  que  les  formules  ainsi  construites 
se  déterminent  en  efïet  par  un  nombre  fini  de  valeurs  y  (a?,)  de  la 
fonction  /'(#),  qu'il  s'agit  de  représenter,  quoique  la  formule 
elle-même  puisse  être  de  degré  supérieur  (-)  à  celui  de  la  somme 
singulière  bien  connue  (formule  d'interpolation  analogue  à  l'in- 
tégrale  de  Dirichlet) 


W(*)]  =  ^2/(-;) 


'  O  —  Xi) 


sin  -  (x  —  Xi) 
i 


(')  Transactions  of  the  American  math.  Society,  igi3. 
(    |  Comme  cela  ;i  lieu  dans  la  formule  donnée  par  M.  Jackson. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,    •    -crie,  t.  XLI.  (Octobre  1917.) 
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la  propriété  înterpolatoire  de  la  somme  ci-dessus  écrite 

S«[/(a^)]  =  /(*/) 
peut  aussi  manquer  à  la  formule  d'interpolation  généralisée. 

I.  L'objet  de  cet  article  sera  premièrement  l'étude  d'une  for- 
mule de  I  interpolation  généralisée,  analogue  à  l'intégrale  singu- 
lière de  M.  de  la  \  allée  Poussin,  rencontrée  dans  sa  méthode  de 
l,i  sommation  des  séries  trigonométriques 

■>  i/i 
(■)  V,„(X)  =  /,,,,^/ï.r,)  Tcos  (^=~ )]"". 


/t , 


x/+\  —  x,=  —  (i  —  1,  2,  > 2  w  —  1  ). 


Lemme.  —  //,„  dépend  seulement  de  ///  i  pas  de  ./ ■). 
En  effet, 
(3)     cos"«  (— -^  )  -  /,„  I  !  +  -^—cos (*-*,) 


(  m  -h  1  )  (  m  -+-  1  ) 
.  2(2  /?*  !  ) 

'"  =  ■>.*»•  [m  \y-  ' 
donc 


/»  (m  —  1) 

COS    '.  (  07  .Z7  )  -+-  .  .  . 


(3  )      - —  =  >a/rti0-4-  a,,,,,  cos (x —  xt)  -+-.  .  .-f-  a„,,,„  cosm(.r —  .r,-) 


2  >n  ;/; 


=  7        7  a.mt/c(coskxi  coskx  -+-  sin/.  .r,  >in/i.r); 
«  =  i     /,     n 

or  les  points  ./•,  se  trouvent  à  égale  distance  l'un  de  l'autre  et  A-, 
étant  '_  m,  n'est  pas  divisible  par  2  ///  :  par  conséquent 

2  >//  2  «( 

>  cos/iXi=  o,  7  sinÂ:a?i-=o; 


donc- —  ne  dépend  que  ne  m.  c.  q.  f.  o. 
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Théoiu  me.     -  /'<>///  toute  fonction  continue  l(x) 
lim  Vm(x)  =  fi  i 

m        x 

la  convergence  ayant  lieu  uniformément. 

En  effet,  la  fonction  f(x)  étanl  continue,  pour  tout  :  arbitrai- 
rement petit,  il  existe  un  nombre  positif  3,  tel  (pie 

\f(x")-f(x')\      |,  \x"-x'\<S; 

soit  x  une  valeur  particulière,   alors  en   divisant  la  somme  de  la 
partie  droite  de  la  formule 

lin 

(4)  \  •(*)-/(»)  =2 A«[/(»/)-/^)]  1°^^^]' 

i 

en  deux  parties  :  >  ,  où  \x,  —  x  |  £  o  et /i?  où  |  #,- —  #  |>  8,  on 

m 
obtient  pour  la  première  l'inégalité  évidente 

2  m 

V^         e/i„,  V[         .r  —  .r/ "]-"'         s//„,  \^  r         x—  .nY-"1    ^ 

{>)  2-<— 2[cos-^-       —  z[cos— —\ 

(1)  Ui  i 

pour  la  somme  restante^ 


x  —  xt  Ù 

COS S  COS  -  > 

■1  1 


car  ici  [a;  —  x,\^>  o  ei  les  nombres  x,  peuvent  être  évidemment 
remplacés  par  les  nombres  congrus  à  eux  suivant  le  module  arc, 
de  sorte  qu'aucune  des  différences  ne  soit  plus  grande  <pie  tï;  par 
conséquent,  si  M  représente  le  maximum  de   |/'(#)|,    on  a 

(  6  )  ^  <  -'-  R  ' ll  m  a  m .  c  o  s  — — -  ; 

(2) 

des  formules  (3)  et  (3')  on  obtient  immédiatement 

i  l,„ 


h, 


■>,  m  .am<0=  im  — , 
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d'où  en  utilisant  l'expression  asymplotique  de  /,„.  égale  à  — =  en 

v/-  m 

vertu  de  la  formule   de    Slirling,  on  aura  l'égalité  asyinptotique 

suivante  : 

- —  =  c  \fm. 
h,„ 

où  c  est  une  certaine  constante,  de  sorte  que  la  partie  droite  de  la 
formule  (6)  peut  être  représentée  asymptotiquemenl  mois  la 
forme 

i—  s 

Ci  y//??  ci)S2'"  —      (ci=const.), 


c'est-à-dire  peut  être  rendue  <  -  pour  une  valeur  déterminée  de  o, 

pourvu  que  m   soit  assez  grand;   en  prenant  donc  o  assez  petit, 

pour  que  ^  <  -■>    on    prend    ensuite    m    assez    grand   pour  que 

tu 
2,  <  r»  d'où  l'on  tire  que 
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|V,„(ie)  —  f(x)  |  <e.  C.Q.F.D. 

2.  Il  semble  à  présent  tout  naturel  de  poser  la  question  à  propos 
du  degré  d'approximation  de  la  formule  (4)  dans  le  eas  où  j\x) 
vérifie  certaines  conditions  restrictives,  par  exemple,  la  condition 
bien  connue  de  Lipscbitz. 

\in  posant  dans  la  formule  (4) 


"h 


on  aura  évidemment 

\\m(x)-f(T)\ 


V  hm[f(x  -H  2Ui)  —  f(:r)]  cos2'"  ut  _  aXAOT  2_  \  '< ,    COSimUi 


où    ).   représente  le  coefficient   de   la   condition  de  Lipschitz,  de 

sorte  que 

\f{x»)-  f(x>)\<\\x"-x'\. 

Disposons  à  présent  les  |  //,  |  dans  l'ordre  de  leur  grandeur;  soient 
r0  la  plus  petite  de  ces  quantités,  c,  la  suivante,  etc.;  en  vertu  de 
La  périodicité  de  /'(&)■,  on  peut  évidemment  toujours  supposer  que 
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ions  les  iij  se  iioii\ enl  dans  l'inlervalle  (  —  -»  -  1  et  que,  par  con- 
séquent, 

4  m  i  m 

puisque  toutes  les  valeurs  de  c,  sont  enfermées  dans  l'intervalle 
f  o,  - j>  où,  remarquons-le  en  passant, 

cos2"  u  |  e-"";  : 
par  conséquent, 

2  m 

•>  X  /<„,  /  |  M,- 1  cos2'"  ;/,- 
î 

lin 
=  2  À  A}„,  >       M/      COS2'"  «■■ 

-   Au  4  "' 

i 

2  X  /<  m  4  m    r  -        .       ,       ,    , —   /* 2 

< /      «  cos2m«  au  <  a-  \/ m    I     ue-mn'  du, 

«-  o  «/o 

où  A"  =  const.  ;  par  le  changement  des  variables  on  obtient 


\V,n(x) 


k  ytn    f       -       _  ,»    ,  k 


k  \J  m    f      2  .   ,  k       r 

/0)l<-^   /  ^""*<7=   /     ve-^do, 

m     J0  s/ m  ./0 


c'est-à-dire  que    Tordre   cherché  de  l'approximation  sera  — =  et, 

yrn 

quoique  le  résultat  obtenu  soit  moins  exact  que  celui  de  M.  Jackson, 

néanmoins  il  présente,  il  semble,  un  intérêt,  car  vu  l'importance 

de  la  méthode  de  sommation  de  M.  de  la  Vallée  Poussin,  il   est 

nécessaire  de   considérer  la   formule   d'interpolation  généralisée, 

correspondant  à  l'intégrale  singulière  de  M.  de  la  V  allée  Poussin. 

3.  La  question  ci-dessus  traitée,  à  propos  de  l'ordre  d'approxi- 
mation, peut  être  évidemment  posée  à  propos  des  autres  formules 
d'interpolation  généralisée;  ainsi  considérons  avant  tout  la  formule 
suivante  : 


-(*o=y /(*•<) 


sin2  —  (x  —  xi) 


i=l  «2  SIU2 


■ili 
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généralisant  l'intégrale  bien  connue  de  M.  Fejér  dans  la  théorie  de 
sommation  des  séries  trigonomélriques  par  les  moyens  arithmé- 
tiques. 

Cette  formule,  donnée  par  M.  Jackson  (1),  converge  pour  toute 
fonction  continue  pour  lim/2  =  cc,  et  représente  évidemment  la 
somme  trigonométrique  de  l'ordre  (n  —  i),  vérifiant  les  conditions 
interpolatoires 

~,i(xj)  =  f(xj)        (y  =i,  a,  3,  .._.,  n), 

étant  par  conséquent  dans  un  certain  sens  la  formule  d'interpo- 
lation généralisée  (2). 

En  partant  de  la  relation  bien  connue,  et  du  reste  presque  évi- 
dente, 


2 


HI12  —  (x  —  Xi) 
2 


!      n-  sin2 


{x  —  xt) 


déjà  utilisée   par  M.   Jackson  dans  ses  recherches  ei-dessus  men- 
tionnées, on  obtient 


t„(*)  -f(X)  =  ±  y  {/(xi)  -/(*)] 
i 

d'où,  en  posant 


sin  —  (x  —  Xi) 

.       (X  —  Xi) 

sin 


OC  ï  —  3j  —   2,  *t/« 


z„(x)-f(x)\  = 


~h  V l/(ar  +  at//)  — /(ar)]      .    .        < 


V^  ,       ,     sin2  niij 
7     m       „    .    „ — 


En  représentant  par  r0,  çi}  r2,  ...,  p«_i,  •••  les  quantités  \u, 
disposées  dans  l'ordre  de  leurs  grandeurs,  on  remarque,  comme 
auparavant,   que 


(a) 


ITZ 

in 


(ï-4-i)it 


(e  =  o,   i,    ...,   n  -  i); 


(')  Hendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo,  tgi3. 

(J)  Plus  tard,  M.  S.  Bernstein  a  démontré  (Bull,  delà  Soc.  math,  de  Kharkoff), 
(}ue  cette  formule  serait  une  véritable  formule  interpolatoire,  si  l'on  introduisait 
les  conditions  complémentaires    ■:'n(xj)  =  o. 
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\i 


par  conséquent, 


[sin/H'/."]'2        Tsin/tP/,.      v/,-    ~\- 
n  simv,  J  'u'/c     si u  iv.  J 


^l         (*  =  o,i), 


car décroît  dans  l'intervalle  (o,  ti);  pour  /> •>  2  il  suffit  de  se 

rappeler  la  relation  évidente 


ayant  lieu  dans  l'intervalle  (o,  —  ]>  d'où 
par  conséquent, 


n  sin  ïo  d  n  sin 2.  A 

2rt 


donc 


ou 


r  sinni/c  ~\*  <  J_ 
\_n  sinPytJ    =  /c2' 

«  —  1  n  —  1 

//''      — : =''o+i'i+>;-' 

ùmà       |   n  sin  r,  ]  -~  /- 


.  3tt 

2« 


n— 1  n—l 

*=2  (=2 

~  r  v  '   v !  1    _  r  r x  du  -x  r"di 

lit    \   Jmmd  i'1  +mÀ   i\       """    2  11  \   J  II1  J  II 

d'où    il     suit     immédiatement    que    la    différence    en     question 
[x„(.r)  — /(•#)]  sera  de  l'ordre  de  — — • 

•4.  Quand  la  fonction  périodique  f(x)  vérifie  la  condition  de 
Lipschitz  sur  l'intervalle  o  au  milieu  de  laquelle  se  trouve  le  point 
considéré  x,  on  n'a  qu'à  représenter  la  différence  [~n(x)  — f{x)\ 
sous  la  forme 


]£[/(*  4- *!«,)-/(*)] 


sin-  ?iiti 
n'2  sin2  ut 


=2]t/(-+--i)-/(-)]^^4=2+2' 


11)  (2) 
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où,  pour  la  somme  7  > 
ni 

|  2  ut  |  <  - 

et,  par  conséquent,  en  vertu  de  la  condition  de  Lipschitz, 

F 
V1  -    -  V 1       ,    sin- nu,-  .,  vi        sin2n»>; 

>  è  ^X  V    »/      ,    ■   ,       <  aX  >  Pi         .         ; 

(i)  m  0 

donc,  d'après  le  résultat  du  paragraphe  précédent, 

V^        X  A  lo<rn 

où  A  =  const.  et  X  =  le  coefficient  de  la  condition  de  Lipschitz; 
pour  la  somme  y  on  a 

X^  ^      V1  sin2 nM; 

7   =w  7  r-z — » 


(2) 


où   par  w  on   a  représenté  l'oscillation  de  la  fonction  dans  tout 
intervalle. 

En  passant  aux  quantités  c,-,  on  se  trouve  dans  l'intervalle  (  o,  -  )> 
où,  comme  il  est  connu, 


sm  u  c  — 


en  utilisant  par  conséquent  l'inégalité  (a),  on  a 

2V^    sin'2/»;,-  v^  sin2 ne,- 

<  w  >    : <  w  >       .  ,    ,  t. 

(î)  (2j 

V^  sin2nc(-  V^    '  f°°d.r 


cir 


et  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  se  déduit  de  la  relation 

IV i=   =    -  j 

n         1 

d'où 

n  0  _ 
2-  ' 


I>ar  conséquent . 
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^i  >-tr 

/  .  '  -  ~  » 

—  II  0 


•'7 


donc 


h„(.r)-  f{x)\\ 


/.  \  loen        2  u'- 


ce  que  donne  l'ordre  cherché  de  l'approximation. 

Le  même  raisonnement,  appliqué  à  la  formule  de  M  .  Jackson  ('  ), 
donne 


zn{x)-f{x)=\\m^\f(;r^>ui)-J\.r)\— — ^.=11, 


(1)  12) 


où  la  première   somme  s'étend  à   toutes  le>  valeurs  de  l'indice  i, 

telles  que 

?» 
o 

I  •,-«/ 1  <  -; 

donc,  pour    /(#)    vérifiant    la  même  condition   que   dans  le   cas 
précédent,  on  a 

>    lHm2X>    \Ui\\  : -         <H,„1?,V/        .      ■     .        » 


ou 

(P) 


- —  S  vi  S 

4  m  ~      ~       4 


(*•  +  !)*. 


or,  d'après  les  reclierclies  de  Jackson,  on  a 

—  <    3  m 

m 

et  pour  la  seconde  somme  on  aura,  d'une  manière  analogue  à  celle 
du  cas  précédent, 

=  H,„w>    — — — — , 
***  ^u  mk  sin4  ut 

2)  (2) 

où  comme  auparavant  w  représente  l'oscillation  de  la  fonction  sur 
tout  l'intervalle. 


(!)   Ibid..    p.    i"1'1 
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En  passant  aux  quantités  e,,  on  sera  dans  l'intervalle  (o,  —  );  eu 
utilisant  (|3)  et  l'inégalité  IIW<  j>  établie  par  M.  Jackson,  on  aura 

<  II,,,"' >  .     .    . 

—  —  lm>  sin4P;  J 

(2) 

3  «'  x^  sinkmvi  t:4                v^  sin4 //m',  V   '  C  °°  ^ 

-r-    7    i — i 7  <  1 2  "'  7 <  12  (P  >   -77  <  1 2  u>   /        — 7-  j 


(2)  (2) 


où  la  limite  inférieure  se  déduit  de  la  relation 


ITZ  0 

im        2 


par  conséquent 
donc 


2 


< 


4  HPTT3  _ 

m*  o3  ' 


h„(a?)  —  /<a?)|  <  -T- -  -+•  —r^ 


ce  que  donne  l'ordre  cherché  de  l'approximation. 

Il  va  sans  dire  que  ces  raisonnements  peuvent  être  étendus  pour 
la  formule  d'interpolation  généralisée,  étudiée  aux  paragraphes  1 
et  2. 

5.  L'étude  détaillée  des  diverses  formules  de  l'interpolation 
généralisée  présente  un  intérêt  tout  particulier  déjà  seulement  par 
son  rapport  à  la  question  de  la  représentation  approchée  des  fonc- 
tions, et  permet  par  conséquent  inversement  de  traiter  la  question 
de  la  convergence  des  formules  interpolatoires  elles-mêmes. 

lin  effet,  soit  ^  |  ,/(#)]  une  formule  d'interpolation  généralisée 

(m) 

avec  le  reste  |  H/;,(.«)  |  <;  ;,  de  sorte  que 

(5) 

en    représentant    alors   par     S„[y(.2")]    1°    formule    ordinaire   de 


MÉLANGES.  3ig 

l 'interpolation  trigonomé  trique 

-"  H  Sjn    (  ii     |_  .     |     ,  a?.  , 

1       V  t 

>  h  -r-\  jLàJ  i  . 

i  -m     .  ./• 

dont  la  convergence  pour    luu//^-  x    esl  à  démontrer,  on  aura 
f\  idemment 


(y)  l/(*)-s„  [/(*)]! 


Y [/(*)] +  R«-S„j  Y  [/(aOjj-S«  [!**(*)] 


en    remarquant    que  >  [,/'(-r)l   ''sl    nm'    somme    trigonomé  trique 

d'ordre  m  (dans  les  formules  d'interpolation  généralisée,  étudiées 

aux  paragraphes  précédents)  où  •>.  m  —  a  (dans  la  formule  de 
M.  Jackson.  §  $),  on  s'assure,  en  prenant  dans  le  premier  cas  //  =  m 
et  dans  le  second  n  =  'ini  —  •>,  que 


M 


2f/('r,]  =  s' 


y,[/^)] 


d'après  l'unicité  de  la  somme  trigonomé  tri  que  d'ordre  //,  prenant 

les  valeurs  déterminées  aux  (in  -+-  i)  points  ./,,  où 


X  i-i-i  —  Xi  — 


(l  =  I,  2,   .  .  .,  2/l). 


De  la  relation  (y)  on  tire,  en   utilisant   l'inégalité  pour  K,„(a?), 
que  le  reste  de  la  formule  d'interpolation  en  question  scia  moindre 

que 

s(  i  -t-  5  log/i), 

car,  d'après  les  recherches  de  M-  Jackson  ('  ), 
n  +  -J(x-Xi) 


(3) 


sin  -  i  .r  —  Xi  t 


:;  5  logn  (« 


(')  Dans  un  travail  sur  la  convergence  des  quadratures  trigonométriques,  qui 
est  en  train  de  paraître,  nous  avons  démontré  qu'en  utilisant   une   telle  formule 

(par  exemple  celle  de  M.  Jackson  du  paragraphe  3  )  où  s  est  de  l'ordre  —  >  on  peut 

se  passer  de  (S)  en  employant  seulement  l'inégalité  de  Cauchy. 
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En  employant  les  mêmes  raisonnements  et  en  dénotant  seu- 
lement |>;ir  S„  [_/(  ,r)]  La  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  de 
Fourier  de  la  fonctionna?),  on  aura  évidemment  satisfait  la  rela- 
tion (/;)  et,  par  conséquent  le  module  du  reste  de  la  série  de  Fou- 
rier sera  moindre  que 

e(n-Alogn), 

où    \  =  const.  puisque,  comme  il  es!  bien  connu  et  du  reste  facile 
à  démontrer,  l'expression 


rJ' 


-)(* 


y, 


sin  -  (.;■ 
2 


y) 


il.r 


sera  de  l'ordre  log/i;  de  cette  façon  (au  point  de  vue  didactique 
ceci  présente  des  avantages),  non  seulement  on  peut  démontrer  la 
convergence  de  la  série  de  Fourier  pour  les  fonctions  soumises 
à  certaines  conditions  restrictives  (par  exemple  la  condition  de 
Lipschitz),  mais  aussi  obtenir  l'ordre  de  la  petitesse  du  reste. 

Pour  conclure,  remarquons  que  les  formules  d'interpolation 
généralisée  ne  se  bornent  pas  évidemment  au  cas  de  l'interpolation 
trigonom étriqué  el  peuvent  aussi  avoir  lieu  dans  le  cas  de  I  inter- 
polation parabolique;  c'est  ce  que  nous  nous  proposons  d'in- 
diquer ultérieurement. 
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Ocagne  (Maurice  d').  -  Cours  de  Géométrie  pure  et  appliquée  de 
l'École  polytechnique.  Transformations  géométriques.  Perspective. 
Géométrie  infinitésimale.  Géométrie  réglée.  Géométrie  cinématique. 
i  vol.  in -8  (2.5-16),  x  1 1  - 'ï 7 ">  pages  avec  [35  figures.  Paris,  Gauthier- 
Villars  et  Gic.  1917.  Prix  :  if>". 
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JOUKOWSKI  (N.).  —  Aérodynamique.   Cours  professé  à  l'Ecole  împé 
riale  technique  de  Moscou.  Traduit  du  russe  par  S.  Drzewiecki.  i  vol. 
gr.  in-S,  xvni->3o  pages.  Paris,  Gauthier-Villars  et  G'1',  191G. 

En  ces  temps  où  l'Aérotechnique  pratique  a  su  réaliser  des 
progrès  si  rapides  el  si  profonds,  il  est  tout  à  fait  intéressant  de 
signaler  l'apparition  d'un  Ouvrage  destiné  à  donner  des  bases  véri- 
tablement scientifiques  à  la  théorie  aérodynamique,  dont  à  vrai  dire 
les  éléments,  même  fondamentaux,  étaient  naguère  à  peu  près 
inexistants,  ou  remplacés  par  un  empirisme  à  peine  appuyé  sur 
l'expérience.  Si,  du  point  de  vue  expérimental,  l'aviation  a  profité 
récemment  des  travaux  importants  effectués  dans  les  laboratoires 
spéciaux,  tels  que  les  Instituts  aérotechniques  de  Saint-Cyr  ou  de 
Routchino,  il  n'existait  guère  encore  de  travail  d'ensemble  présen- 
tant au  publie  scientifique  les  bases  mathématiques  de  la  théorie, 
groupant  el  généralisant  les  faits  déjà  connus,  déterminant  par  des 
méthodes  de  calcul  appropriées  les  applications  possibles  des  lois 
établies,  rendant  ainsi  abordable  l'amélioration  des  résultats  de  la 
pratique  par  des  moyens  (pie  suggérera  le  calcul  même. 

C'est  ce  but  que  s'est  proposé  M.  N.  Joukowski  en  écrivant  ce 
volume  d'Aérodynamique  que  la  librairie  Gauthier-Villars  vient 
de  présenterai!  public  français,  dans  une  traduction  fort  claire  de 
M.  S.  Drzewiecki,  lequel  a  illustré  l'Ouvrage  d'une  très  attachante 
préface.  L'auteur  et  le  traducteur  sont  bien  connus  des  chercheurs 
français  :  les  travaux  hydrodynamiques  de  M.  Joukowski  ont 
depuis  longtemps  mis  en  évidence  le  savant  professeur  de  Méca- 
nique rationnelle  de  l'Université  de  Moscou,  récemment  appelé  à 
la  chaire  d'Aérodynamique  de  l'Ecole  [(«clinique  de  Moscou.  Et 
l'on  connaît  les  belles  études  dues  à  M.  S.  Drzewiecki  sur  la 
théorie  des  hélices. 

Le  livre  actuel  est  la  reproduction,  à  peu  de  chose  près,  du 
cours  professé  à  l'Institut  technique  de  Moscou.  La  première  partie 
est  destinée  à  initier  le  lecteur  aux  principaux  résultats  de 
l'Hydrodynamique.  Dans  la  plupart  des  conditions  d'expériences 
usuelles,  l'air  peut  en  ell'et  être   considéré  à  peu  près  comme  un 
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fluide  incompressible,  el  les  équations  générales  à  écrire  sonl  les 
mêmes  puni-  L'air  que  pour  l'eau.  \près  l'établissemenl  des  équa- 
tions générales,  nous  trouvons  la  démonsfral  ion  des  i  héorèmes  qui 
jouenl  i\A\\<  celle  théorie  le  rôle  <\c^  théorèmes  concernanl  les 
quantités  de  mouvement,  el  «In  théorème  des  forces  vives,  quand 
on  les  applique  à  un  filel  (luide  (théorèmes  d'Eulei1  el  de  Ber- 
noulli).  Puis  vienl  le  i  liéorème,  beaucoup  moins  précis,  de  Borda, 
provenanl  du  transporl  d'un  théorème  de  Carnot,  dans  le  eus  d'un 
mou\ emenl  de  choc  de  fluides. 

Ces  prél  im inaires  établis,  l'auteur  étudie  les  anciennes  explica- 
tions données  de  la  résistance  qu'éprouve  un  solide  à  son  mouve- 
nn'iii  (en  régime  uni  Forme)  dans  un  fluide.  A.près  les  théories  de 
Saint-Venanl  el  de  Poncelet,  basées  sur  le  théorème  de  Carnot, 
nous  trouvons  un  exposé  <\c>  expériences  el  des  résultats  de 
Dubual  et  Duchemin.  Il  nous  faul  ici  signaler  un  remarquable 
paragraphe  qui  élucide  d'une  manière  définitive  !<•  fameux  paradoxe 
de  Dubuat.  On  sait  en  quoi  consiste  ce  paradoxe  :  la  résistance 
éprouvée  par  un  solide  immergé  dans  un  courant  fluide  esl  supé- 
rieure, d  après  des  expériences  maintes  fois  répétées,  à  la  résistance 
qu'éprouverait  le  même  solide  qui  se  déplacerait,  avec  La  même 
vitesse  relative,  dans  Le  même  fluide  supposé  au  repos;  le  rapport 
des  deux  résistances,  pour  le  cas  d'une  plaque  plane,  esl  environ 
i  ,3.  Ce  la  il  d'expérience,  qui  a  l'ail  couler  tant  d'encre,  s'explique 
par  la  nécessité  d'enfermer  le  fluide  dans  des  limites  déterminées; 
il  disparaîtrait,  comme  L'exige  Le  principe  du  mouvement  relatif, 
si  L'on  pouvait  opérer  avec  un  fluide  réellement  illimité  dans  tous 
les  sens.  Pour  le  cas  d'un  solide  mobile  dans  le  fluide  au  repos, "le 
mouvemenl  qui  s'établit  n'esl  pas  tourbillonnaire,  tandis  que, 
Lorsque  le  fluide  s'écoule  autour  du  solide  immobile,  I*'  frol  le  me  ni 
du  fluide  contre  les  parois  du  récipienl  (généralement  en  forme 
de  canal  I  qui  le  contient  entraîne  la  formation  de  tourbillons  qui 
se  propagent  dans  toute  la  masse  et  changent  profondément  le 
caractère  du  mouvement.  Cette  explication,  considérée  jusqu'ici 
comme  vraisemblable,  a  été  confirmée  par  l'auteur  au  moyen  d'un 
dispositif  simple  el  ingénieux,  qui  la  m  apparaître  ou  d  isparaître  le 
paradoxe  par  une  modification  convenable  des  conditions  d'écou- 
lemenl  du  fluide,  en  permettant  ou  non  la  formai  ion  des  tourbil- 
lons aux  parois. 
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Le  Chapitre  suivanl  développe  la  théorie  de  Rankine,  qui  consi- 
dère comme  source  principale  de  la  résistance  le  frottemenl  «lu 
fluide  contre  les  |>a c. > i ->  du  solide;  ce  frottemenl  dépend,  en  chaque 
poinl  de  la  surface,  de  la  vitesse  qu'y  possède  le  fluide;  il  faul 
donc  connaître  celle  vitesse.  On  suppose  essentiellemenl  que 
L'écoulement  se  fasse  sans  tourbillons,  ce  qui  est  sensiblemenl  exact 
à  une  certaine  distance  du  solide,  el  que  cel  écoulemenl  ail  lieu  le 
long  de  la  surface,  sans  solution  de  continuité,  ni  choc  des  filets 
fluides.  Il  esl  nécessaire  pour  cela  que  la  forme  de  la  surface  soil 
rationnelle,  c'est-à-dire  telle  qu'elle  puisse  être  contournée  eflec- 
tivemenl  par  le  fluide  sans  qu'il  tende  à  se  produire  de  cavitations 
ou  de  décollements  d'avec  la  paroi.  Par  exemple  si  l'on  envisage 
le  mouvement  déterminé  par  le  potentiel  des  vitesses 

*  =  —  V„ x  —  V0  —  (r*  =  j-2-t-)2-r-  z-), 

il  esl  bien  connu  que  ce  potentiel  convienl  théoriquemenl  au 
mouvement  d'un  fluide  animé  d'une  vitesse  \  „  à  l'infini  dans  le 
sens  des  x  négatifs,  et  contournant  une  sphère  de  rayon  a.  Les 
vitesses  en  deux  points  de  la  paroi,  situés  sur  une  même  parallèle 
à  Ox,  sont  égales  en  grandeur,  et  la  pression  totale  exercée  sur  la 
sphère  est  nulle.  C'est  là  un  cas  particulier  du  parad  »xe  de  d'Alem- 
bert,  auquel  les  belles  études  de  AI.  U.  Cisotti  (Atti  ht.  Veneto, 
i()oo-K)oî,  p.  |2o;  i()o5-i()o(i,  p.  1291;  1909-1910,  p.  {27;  îçjii- 
1912,  p.  167;  Annali  mat.  para  applic,  i<)i2,  p.  83)  ont  récem- 
ment donné  la  forme  la  plus  générale  el  définitive.  Mais  il  est 
manifeste  que  le  mouvement  ci-dessus  esl  pratiquement  essentiel- 
lement instable;  la  vitesse  V  à  la  surface  de  là  sphère  est  en 
efTet  comprise  entre  o  et  -  V„  ;  la  pression  est  égale  à 

/>o+f(Vg-V*)i 

p0  étant  la  pression  à  l'infini,  el  p  la  densité.  Pour  qu'il  n'y  ait 
pas  tendance  à  cavitation,  il  faudrait  que  \  ne  dépasse  nulle 
part  V0,  sans  quoi  la  pression  tendrait  à  devenir  négative,  à  moins 
qu'on  n'exerce  une  forte  surpression  dans  le  fluide.  D'où  l'insta- 
bilité :  les  filets  fluides  se  détachent  de  la  paroi  de  la  sphère 
avant  de  l'avoir  contournée  entièrement;  en  quel  point  précisément 
commence  ce  détachement,  la  question  est  encore  controversée. 
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Selon  les  principes  de  Rankine,  on  peul  trouver  de  bonnes 
formes  de  carènes,  en  vue  de  la  construction  des  dirigeables  ou  des 
coques  de  navires,  en  utilisant  des  potentiels  de  la  forme 


*  =  —  Vn  X 


r,  étant  la  distance  du  point  Ma  un  point  fixe  A,  de  l'axe  des  x,  et 
les  constantes  />,  satisfaisanl  à  la  relation  S/i/=o.  Parmi  les 
lignes  de  courant  tracées  dans  un  plan  méridien passanl  parOa?,  il 
s  en  trouve  une.  qui  aura  deux  points  critiques;  on  peut  admettre 
comme  section  du  dirigeable  la  courbe  formée  par  la  ligne  de 
couranl  qui  aboutit  à  ces  deux  points  critiques.  On  obtienl  aussi 
de  bonnes  formes  au  moyen  de  la  fonction 


•=-v— 2»të 


On  admel  que.  pour  des  tonnes  telles  que  les  filets  fluides  ne 
décollenl  pas,  la  résistance  à  l'avancement  est  due  au  frottement, 
et  qu'elle  esl  égale,  pour  chaque  élément  de  surface,  à  un  certain 
coefficient  spécifique  de  frottement,  multiplié  par  l'élément  de 
surface  et  par  le  carré  de  la  vitesse.  On  trouve  ainsi  une  résistance 
R  =  y  I-  \  jj,  où  F  porte  le  nom  de  sur/ace  réduite;  c'est  la  surface 
plane  dont  la  résistance  sérail  égale  à  celle  du  modèle  étudié. 

Dans  les  Chapitres  suivants  nous  trouvons  un  exposé  succinct  et 
fort  clair  de  la  théorie  classique  des  mouvements  tourbillonnaires, 
théorèmes  de  Helmholtz,  circulai  ion,  théorème  de  Stokes,  théo- 
rème de  Thomson  sur  la  dérivée  de  la  circulation  le  long  d'un 
contour  ouvert  (à  signaler  une  nouvelle  et  remarquable  démons- 
tration géométrique  de  ce  dernier  théorème).  Suivent  quelques 
développements  sur  les  fluides  visqueux;  après  avoir  établi  les 
équat  ions  générales  et  remarqué  qu'en  cas  d'existence  d'un  poten- 
tiel des  vitesses,  ces  équations  coïncident  avec  celles  des  lluides 
parfaits,  on  montre  comment  les  conditions  aux  parois  différen- 
cient cependant  les  deus  sortes  de  mouvements.  Sur  les  conditions 
aux  limites  bien  des  opinions  se  sont  t'ait  jour  jusqu'ici,  et  à  ce 
sujet  nous  devons  rappeler  les  savantes  recherches  de  l}.  Duhem 
i  Recherches  sur  I  Il  \  drodynamique ,  i'  l'art  ie;  <  iraul  h  ier-A  i liais. 
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1904)  où  le  lecteur  trouvera  un  historique  el  un  exposé  critique 
des  difficultés  correspondantes.  Ordinairemenl  on  admet,  soil 
l'hypothèse  de  Navier  (le  fluide  glisse  tangentiellemenl  à  la  paroi, 
avec  frottemenl  au  contact),  soil  l'hypothèse  «le  Coulomb  (le 
fluide  adhère  à  la  paroi  baignée).  M.  Joukowski  propose  de  consi- 
dérer la  vitesse  cou ■  nulle  à  la  paroi,  el  augmentanl  très  rapi- 

demenl  jusqu'à  devenir  égale  à  celle  que  fournirait  la  théorie  eu 
supposanl  I  existence  d'un  potentiel  des  \  itesses;  il  \  aurail  doue, 
autour  d'un  solide  immergé,  mie  couche  fluide  tourbillonnaire, 
dont  l'épaisseur  //  sérail  fonction  de  la  vitesse  du  courant;  si  la 
vitesse  esl  petite,  l'épaisseur  esl  assez  considérable  (  m"""  pour  une 
vitesse  de  1'"  par  seconde),  tandis  qu'elle  esl  faible  là  où  la  vitesse 
est  grande  (omm,33  pour  une  vitesse  de  3om  par  seconde).  Cette 
hypothèse,  sans  rigueur  absolue,  semble  en  pratique  suffisamment 
justifiée  pour  les  applications.  A  ce  propos  on  ne  saurait  trop 
conseiller  au  lecteur  de  relire  les  considérations  de  M.  M.  Bril- 
louin  sur  les  conditions  à  la  paroi  [Levons  sur  la  Viscosité^  t.  I, 
p.   |.!;  Gauthier-Villars,  1907). 

Avec  le  Chapitre  VI  nous  abordons  une  catégorie  de  sujets 
beaucoup  plus  neufs.  On  considère  surtout  les  mouvements  à  deux 
dimensions,  ce  qui  revient  à  faire  la  théorie  du  mouvement  d'un 
cylindre  indéfini  dans  un  fluide.  Le  fluide  parfait,  en  cas  de  poten- 
tiel, donne  alors  naissance  à  toute  une  théorie  où  les  deux  fonctions, 
potentiel  ta  et  fonction  de  courant  di,  jouent  le  rôle  de  fonctions 
conjuguées;  F  =  z>-{-i'l  devient  une  fonction  analytique  de  la 
variable  complexe  z  =  x  +  iy.  Des  exemples  simples  appropriés 
donnent  autour  d'un  cylindre  circulaire  un  mouvement  continu  à 
potentiel  uniforme  (la  pression  totale  sur  le  cylindre  est  alors 
nulle,  paradoxe  de  d'Alembert)  et  un  mouvement  continu  à  poten- 
tiel multiforme  :  il  y  a  autour  du  cylindre  une  circulation  non 
nulle,  et  la  résistance  éprouvée  par  le  cylindre  est  proportionnelle 
à  cette  circulation,  et  perpendiculaire  à  la  direction  du  courant  à 
l'infini.  Ces  préliminaires  amènent  M.  Joukowski  à  la  démonstra- 
tion d'un  théorème  général  très  important,  dont  il  est  l'auteur,  et 
qui  s'énonce  ainsi  : 

Lorsqu'un  courant,  dont  la  vitesse  à  Vinfini  est  V01  s'écoule 
le  long  d'un  contour,  et  que  la  circulation  le  long  de  ce  con- 
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tour  est  égale  à  I.  la  résultante  des  pressions  sur  le  contour  est 
égale  au  produit  du  vecteur  représentant  la  vitessedu  courant 

a  I  infini,  pur  la  circulation  et  pur  la  densité  du  fluide.  La 
direction  de  lu  force  s'obtient  en  faisant  tourner  de  900  le 
vecteur  \  „  dans  le  sens  inverse  de  celui  de  la  circulation . 

Les  principes  de  la  représentation  conforme  permettenl  alors 
facilement  de  passer  du  cas  d'un  solide  cylindrique  de  révolution 
au  cas  (I  un  cylindre  de  forme  différente,  ou  même  réduit  à  une 
plaque  pi, me.  Si,  en  effet,  dans  la  fonction  Fi  z)  nous  faisons  le 
changement  de  variable 

*  =  G(Ç),         Ç  =  £-+-!>,; 

si  lions  choisissons  G  de  façon  que  la  correspondance  des  deux 
courants  dans  les  plans  s  el  Z  soit  univoque,  et  de  façon  qu'on  ait 
à  l'infini 

z  =  \Z  (X  constant), 

on  montre  facilement  que  les  vitesses  à  l'infini  dans  les  deux 
plans  s  et  'C  font  un  angle  déterminé  et  sont  dans  le  rapport  IXI, 
et  que  dans  les  deux  courants  la  valeur  de  la  circulation  autour  des 
contours    immergés   est    la    même.    Des   transformations  simples, 

tel  les  «pie 

t  =  -(*  +  ~) 

2  \  z  )  /  a,  e,  g  réels  >  o 


:  =  2. 

a 


e  >  Z,  a"- 


( cette  dernière  due  à  S.  A.  Tchapliguine),  permettent  d'étudier 
des  obstacles  en  tonne  de  plaques  planes  on  pisciformes  clans  le 
premier  cas,  concaves  i  en  arcs  de  cercles)  dans  le  second  cas.  On 
détermine  facilement  les  dimensions  et  la  résistance  des  solides 
correspondants  ainsi  que  le  moment  résultant  des  pressions  exer- 
cées sur  la  paroi,  au  moyen  d'un  nouveau  théorème  dû  à  l'auteur. 
Le  cas  d'un  cylindre,  dont  la  section  est  un  profil  limité  par  deux 
arcs  de  cercle  sécants,  a  été  étudié  par  M.  Joukowski  [*$"///■  les 
plans  sustentateurs  du  type  intoinette  (Bulletin  de  la  Soc. 
imper.  îles  Naturalistes  de  Moscou,  [Ç;i3  >],  el  par  W.  M.  Kutta 
(Sitzungsberichte  der  kônigl.  Bayerlische  Akademie,  1910). 
L'auteur  expose  en   détail  des  expériences  précises  faites  dans 
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le  tunnel  plal  du  laboratoire  de  Moscou,  pour  la  vérification  des 
résultats  ci-dessus,  ainsi  que  pour  la  détermination  de  la  résis- 
i  ince  à  l'avancemenl  :  le  lecteur  trouvera  au  Chapitre  \  Il  tic  nom- 
breux diagrammes  d'expériences  relatives  aux  sortes  d'ailes 
d'aéroplanes  les  plus  connues,  ainsi  que  d'intéressantes  compa- 
raisons avec  les  résultats  de  M.  (  i .  Eiffel  (cf.  G.  Eiffel,  La 
résistance  de  l 'air  et  I    iviation.  Paris,  1910). 

Le  théorème  fondamental  de  M.  Joukowski  appelle  quelques 
remarques.  Il  est  fort  probable  que  la  théorie  à  laquelle  il  sert  de 
base  élucide  en  effel  une  grande  partie  de  la  question,  de  même 
(jue  la  théorie  du  mouvement  discontinu  élucide  en  [tarin;  l'exis- 
tence de  la  résistance  directe  ('•prouvée  par  un  obstacle  immergé. 
Mais  il  subsiste  certaines  difficultés  de  principe.  Tout  d'abord 
l'existence  d'une  circulation  non  nulle  le  long  de  la  paroi  de 
l'obstacle  exposé  à  \w\  courant  (cette  circulation  provenanl  de  la 
présence  du  solide)  implique  une  profonde  modification  de  l'état 
du  fluide  même  à  l'infini,  puisque  la  circulation  devra  posséder 
l,i  même  valeur  le  long  d'un  contour  terme  aussi  éloigné  (pie  l'on 
voudra  de  l'obstacle;  cette  difficulté  est  du  même  ordre  que  celle 
qui  se  présente  pour  le  mouvement  avec  sillage,  ce  sillage  s'élar- 
gissant  jusqu'à  l'infini.  Mais  dans  les  deux  cas  on  peut  faire 
observer  que  toute  modification  née  au  voisinage  du  solide  doit 
taire  sentir  son  effet  instantanément  à  toute  distance,  en  vertu  de 
l'hypothèse  de  l'incompressibilité.  Une  autre  difficulté  est  la 
suivante  :  le  point  de  départ  des  applications  est  constitué  par 
l'exemple  du  cylindre  circulaire,  on  l'a  obtenu  par  la  superposition 
des  deux  potentiels 


et 


<?i  =  —  V0#(  i-t-  —  )         [r2  =  »2+j2] 


k  y 

—  arc  lans  — • 


En  posant 

z  ■=  x  -+-  iy  —  re^, 

on  en  tire  facilement,  pour  le  carré  de  la  vitesse  en  un  point. 

\t*         /l'2  2*Vo    •    J         a*-\        ir,  [7  a*-\-       4«2  ,1 

V*=  _  -   —  s,nû(.  +  _)  +  V8  [(■  -4-  -)   -  VC0S2,JJ  • 

Cette  vitesse  atteint  sa  plus  grande  valeur  sur  le  cylindre  lui-même. 
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de  im\  "ii  '/ .  el  -<>u  maximum  esl 

,v0+HL. 

-a 
Or  la  pression  esl  égale  à 

/»o+£(V»-V»); 

donc,  à  moins  d'une  surpression  considérable,  il  v  aura  toute  une 
région  dans  le  fluide  où  la  pression  sera  négative,  d'où  tendance  à 
cavitation  et  instabilité  nécessaire;  au  reste,  -i  Ton  veut  que  le 
courant  heurtant  l'obstacle  ait  des  cbances  de  faire  naître  une 
circulation  non  nulle,  de  façon  à  mettre  dans  les  conditions  L'appli- 
cation du  théorème,  il  faut  réaliser  à  l'infini  pour  le  courant  une 
vitesse  Y0  qui  soit  notable,  la  pression  p0  à  l'infini  a  doue  toutes 
chances  d'être  petite,  et  par  suite  le  régime  étudié  ne  pourra  pas 
s'établir  sans  modifications. 

Ce  n'esl  pas.  loin  de  là,  qu'il  faille  méconnaître  la  très  grande 
importance  du  théorème  qui  nous  occupe;  les  applications  déjà 
obtenues  en  sont  des  plus  intéressantes,  et  toutes  ne  sont  du  reste 
pas  signalées  dans  le  Volume  actuel.  En  partant  de  ce  théorème. 
nous  voulons  signaler  que  M.  Joukowski  a  donné  récemment  une 
explication  très  ingénieuse  des  phénomènes  d' autorotation  observés 
par  exemple  dans  le  mouvement  des  girouettes  :  lorsqu'une 
girouette  rectangulaire  dont  Taxe  de  rotation  coïncide  avecunaxe 
de  symétrie  (et  est  vertical)  se  trouve  exposée  à  un  courant  d'air, 
elle  prend  une  position  perpendiculaire  au  vent  et  s'y  trouve  en 
équilibre  stable;  niais  dès  qu'on  lui  imprime  un  mouvement  rota- 
toire,  elle  se  met  à  tourner  avec  énergie  dans  la  direction  de 
l'impulsion  donnée  (cf.  Bulletin  de  l'Institut  aérotechnique  de 
Koutchino,  fascicule  I.  p.  »i  :  voir  aussi  au  fascicule  III  du  même 
Bulletin,  un  article  de  M.  D.  Riabouchinski  sur  la  même 
quesl  ion). 

Les  développements  qu'on  trouvera  au  Chapitre  \  III  «le  l'Ou- 
vrage nous  fournissenl  une  bien  intéressante  théorie  de  la  résis- 
tance à  l'avancement  des  corps  cylindriques,  expliquée  par  la 
résolution  de  la  surface  de  glissemenl  envisagée  par  Helmholtz, 
Levi-Cività,  Brillouin  et  leur-  élèves^  en  une  double  série  de 
tourbillons  rectilignes  parallèles  au  <\  lin  Ire,  el  «pu  s'en  détachent 


COMPTES  HENDUS   ET  ANALYSES.  129 

alternativement  à  des  intervalles  égaux.  Si  11  el  w  désignenl 
respectivement  la  vitesse  de  translation  commune  à  ces  tourbillons 
et  la  vitesse  «lu  cylindre  lui-même,  <>n  voit  facilement  que  la 
quantité  de  mouvement  communiquée  par  le  cylindre  pendanl  une 
seconde,  aux  tourbillons  qui  se  formenl  derrière  lui,  est 

R  =  I  p  h  '" 


l 

Dans  cette  formule  p  est  la  densité,  I  désigne  la  valeur  absolue 
commune  de  l'intensité  des  tourbillons,  h  est  la  distance  mutuelle 
des  deux  files  de  tourbillons  et  /  est  la  distance  de  deux  tourbil- 
lons consécutifs  d'une  même  file.  Cette  quantité  de  mouvemenl 
est  d'autre  part  égale  à  la  résistance  à  l'avancement  du  cylindre, 
rapportée  à  l'unité  de  longueur  de  celui-ci.  On  peut  admettre 
approximativement  qu'on  a 

I  =  wl. 

D'autre  part,  on  montre  {voir  plus  loin  une  remarque  sur  ce 
point)  que  la  configuration  tourbillonnaire  est  stable  seulement  si 
l'on  a  la  relation 

et  la  vitesse  '/  des  tourbillons  est  alors 

1    I 

u  =  — —  -,  • 

On  en  conclut 

R  =  o,  5g6  p  hw*. 

Tel  est  l'essentiel  de  cette  théorie,  très  brillamment  exposée 
par  M.  Joukowski,  qui  en  est  partiellement  l'auteur.  Mais  on  ne 
peut  manquer  d'être  surpris  de  voir  attribuer  l'idée  première  de 
cette  méthode  à  MM.  Prandtl  et  Karman  [Prandtl,  Abriss  der 
Lehre  von  der  Fliissigkeits  and  Gasbewegung,  Jena,  i<)io; 
Karman,  Ueber  den  Mechanismus  des  Widerstandes  den  ein 
bewegter  Kôrper  in  einer  Fliissigkeit  erfâhrt  I  Nachrichten 
der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Gôttingen,  191 1, 
fasc.  o,  p.  àoc))].  L'idée  première  de  cette  méthode  a  été  suggérée 
par  M.  M.  Brillouin  [Leçons  sur  la  1  iscosilé  (Ann.  de  Phys.  et 
de  Chimie,  8e  série,  t.  XXIII,  i<)<>7.   p.  i48)],  et  tout  ce  qu'il  y 


(3o  PREMIÈRE    PARTIE. 

a  d'essentiel  dans  l'expérimentation  ci  les  résultats  esl  dû  à 
M.  II.  Bénard  [Comptes  rendus  dr  l'Académie  des  Sciences, 
l.  li.S.  [908,  p.  83g  cl  wji'i  qu'on  aimerait  avoir  citer  dans  ce 
Chapitre.  I  ne  partie  de  In  question  que  M.  II.  Bénard  n'a  pas 
abordée  esl  l'étude  mathématique  de  la  stabilité;  c'est  aussi,  phy- 
siquement, la  partie  la  plus  douteuse  pour  l'application.  Si  atta- 
chante i'i  élégante  que  soil  la  théorie  mathématique  en  question, 
elle  laii  appel  à  la  considération  de  deux  files  parallèles  de  tour- 
billons, indéfinies  des  i\eu\  côtés;  jusqu'à  quel  point  la  présence 
du  c\  lindfe  remplace-t-elle  l'infinité  de  tourbillons  situés  eu  avant 
du  corps,  et  qui  n'existent  pas  dans  l'expérience?  Jusqu'à  quel 
point  la  présence  du  cylindre  modifie-t-elle  en  plus  ou  en  moins 
la  stabilité  des  tourbillons  de  l'arrière?  Ce  poinl  appellerait  de 
nouvelles    recherches.    Il    faul    noter    «pie    la    valeur    théorique 

proposée  par  MM.   Karman  el  Joukowski   pour  le  rapport    -.   est 

o,  36. . .  (  =  -  arg.  ch  y.!  )  les  valeurs  expérimentales  trouvées  par 

M.  Joukowski   sont   0,320...;   o,36i...;   o,363...;   o,366... 

{cf.  p.  204).  Mais  cette  valeur  théorique  —  arg . ch y3  correspond 

au  e.is  où  l'on  suppose  tous  les  centres  des  tourbillons,  moins  un, 
immobiles  les  mis  par  rapport  aux  autres,  el  l'on  trouve  cette 
valeur  en  recherchanl  à  quelle  condition  ce  tourbillon  mobile  sera 
stable.  Or  il  n'y  a  pas  de  raison  de  faire  jouer  à  un  des  tourbillons 
un  rôle  spécial,  el  si  Ton  suppose,  ce  qui  est  plus  vraisemblable, 
tous  les  tourbillons  libres  dese  mouvoir  les  uns  par  rapporl  aux 
a  11  ires  à  partir  de  la  configurai  ion  initiale  régulière,  on  trouve  que 

la  stabilité  esl  assurée  quand  le  rapport  j  prend  la  valeur 

o,9.83...  =  -arg.ch\A     (!). 

Il  est  assez  vraisemblable  que  le  chiffre  réel  doit  tomber  entre  les 
deux  valeurs  exl rêmes  o,283.  .  .  et  o,36.  .  .  :  mais  pour  le  préciser 
il  faudrait  mieux  connaître  la  modification  plus  ou  moins  grande 


(')  Cf.   Karman  ci  Rubach,  Physikalische  Zeitschrift,  1912,  p.   \g.  La  valeur 

1     I 
de  "  est  alors  u  =  —  -• 
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qu'apporte  au  phénomène  l'absence,  dans  la  réalité,  des  tourbillons 
placés  à  l'avant  du  corps  ;  ces  tourbillons  hypothétiques,  qui  inter- 
viennent dans  la  formation  de  l'équation  de  stabilité,  doivent-ils 
être  considérés  commes  fixes  ou  susceptibles  de  déplacements 
virtuels? 

L'Ouvrage  se  termine  bar  quelques  pages  fort  claires  sur  la 
théorie  de  la  similitude  et  les  applications  <[u'il  faut  en  faire  pour 
les  essais  à  effectuer  sur  des  modèles  réduits. 

Ce  que  nous  avons  dit  sulïii  à  montrer  l'importance  et  l'intérêt 
du  livre  de  M.  Joukowski-.  Les  lecteurs  français  \  trouveront  d'une 
part  des  développements  sur  des  matières  déjà  connues,  mais 
présentés  sous  une  forme  toujours  attrayante  et  souvent  nouvelle, 
et  d'autre  part  des  recherches  récentes  d'un  puissant  intérêt.  On 
ne  saurait  trop  recommander  ce  livre  à  tous  ceux,  qui  désirent 
acquérir,  sur  ces  questions  si  actuelles,  des  idées  précises.  Grâce 
au  mérite  dune  exposition  claire  et  judicieuse,  ils  sonl  assurés 
d'obtenir,  avec  un  minimum  de  peine,  des  connaissances  fonda- 
mentales, dans  unv  région  qui  appelle  tant  de  belles  recherches. 

II.    VlLLAT. 
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SUR  LES   ÉQUATIONS   GÉNÉRALES   DE  LA  MÉCANIQUE  ANALYTIQUE 
Par  M.   M.  VERGNE. 


I.  —  Changements  canoniques  de  variables. 
Transformation  d'un  système  canonique  en  un  autre. 

1.  Considérons  un  système  de  in  équations  canoniques 

dxi        dF  dy,  dF      ' 

(  J  )  — j-  =  -; — y  -t~  = ; —  (j  =  i,  2,   ...,//  i, 

dt         dyi  dt  âxj 

définissant  les   in  variables  x^x2,  ■  • .,  xn\  yt,  y^    ...,  r„,   en 
fonction  du  temps  t.  La  fonction  caractéristique  F(#n  #2,  ....  Xn  ; 
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),.   v2 i'„  )  sera   supposée,   tout    d'abord,  ne  pas   dépendre 

explicitemenl  de  t.  Pour  abréger,  nous  écrirons  souvenl  F (  x, ;  1,1. 

Soil  Si./,,  .i., r„  ;  r\t,r\2 y\n)  une  fonction  arbitraire 

dépendanl  de :.r,.  a?2 p„,  el  de  72  autres  lettres  rj,,  7), vj/?. 

Si  l'on  pose 

dS  ,        dS         ,. 

on  aura    >n  ('([mil  ions  (1)  permettant  d'exprimer  a?, ,  x-2l  ...,  xn  ; 
Jm/2)  ••-.)'»  en  fonction  de  ;,,   !j2,    ...,  £„;  r;l,  rrJ,    . ...  y,,,  (ou 
inversement),  ce  qui  définit  un  changement  de  variables,  (jne  je 
désignerai  par  la  notation  (x,  y)  — >  (£,  Y)). 
Pu  îsque  l 'expression 


V  y,  dxt-  V  r(/  ^,=  rf  /S  -V  rv 


est  une  différentielle  exacte,  ce  changement  de  variables  est 
canonique  ('),  c'est-à-dire  (ju'il  n'altère  pas  la  forme  canonique 
d« îs  équations  (I)  qui  se  transforment  en 

'/;/       d*  </•*•„■  <)<!> 

(ll)  -at=^        Tt=-^       (l  =  "'2'  •••'/lj' 

où  j'ai  désigné  par  $(£*;  ïj/)  ce  que  devient  la  fonction  F(r,:  )  7) 
quand  on  l'a  exprimée  au  moyen  des  nouvelles  variables  ;,,  yJ(. 
Ce  théorème  fondamental  sert  de  hase  à  tout  ce  qui  va  suivre. 

2.  Prenons,  par  exemple,  pour  S(#/;  yj/),  la  fonction  suivante  : 

linéaire  par  rapport  aux  yj-,  les  y  étant  des  fonctions  quelconques 
distinctes  des  #.  Les  formules  (  1  ),  devenues 

,   w  dy,  dgr2  d^„ 

nous     définissent     un     changement      canonique      de      variables 


(')  II.  Poincaré,  Les  méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique,  céleste,  t.  I,  Chap.  I  : 
-  Leçons  de  Mécanique  céleste,  t.  I.  Chap.  I. 
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(  ./•.  c)-v(;.  t\),  pour  lequel  les  q  sonl  des  fonctions  arbitraires 
des  #,  les  r\  étant  donnés  par  les  //   équations  linéaires  (i)' . 

Dans  le  cas  de  la  Dynamique,  les  Xi  représentenl  les  coordon- 
nées de  -r  points  matériels,  les  Yi  les  composantes  d<'  leurs  quan- 
tités de  mouvement,  F  l'énergie  totale.  I >c^  équations  i  1)  sont  les 
équat ions  du  mouvement . 

Le  changement  <lr  variables  déjini  par  les  formules  (  i  )'  et  (  1  ) 
n'est  autre  alors  que  le  changement  classique  de  Poisson-Hamilton 
pour  le  passage   des    coordonnées  cartésiennes  aux    coordonnées 
curvilignes.  Les  équations  (II)  sont   les  équations  du  mouvement 
mises  sous  la  forme  canonique  même  de  Hamilton. 

3.  Envisageons  maintenant ,  <i  priori,  deux  m  sternes  canoniques 

quelconques  (I)  et,  (11)  ayant    le  me nombre  de   variables,  et 

proposons-nous  de  chercher  un  changement  de  variables 
i  ./•,  ) -)  _>.  (£5  tj)  (jui  les  transforme  l'un  dans  l'autre. 

Considérons  l'équation  aux  dérivées  partielles  suivante  : 

'(•«£)-(&*)• 

et  supposons  qu'on  ait  su  en  trouver  une  intégrale  particulière 

quelconque  Si./-, .  ./ ■., r„  ;-/*,,,  ri2,  . .  .,  y\„).  Les  2 n  équations)  i  i 

définissent  un  changement  canonique  de  variables  transformant  la 
fonction  \''(.r,  :  )',)  en  la  fonction  (l»iç,  ;  ru-);  et  par  suite  transfor- 
mant le  système  (I  |  dans  le  système  (II)  ('). 

Bien  entendu,  il  faudra,  pour  que  le  procédé  réussisse,  que  les 
formules  (i)  puissent  être  résolues,  soit  par  rapport  aux  (a?,-,  y,), 
soit  par  rapport  aux  (ç,,  ■/},),  ce  qui  exige  chaque  fois  qu'un  cer- 
tain déterminant  fonctionnel  ne  soit  pas  nul. 

i.   Ainsi,  la  transformation  des  systèmes  canoniques  (1)  et  (II) 


(')  P.  Appèll  et  II.  Vergne,  C.  /?.  Acad.  Se,  Noie  du  16  juin  if)i3.  — 
H.  Vergne,  Sur  une  correspondance  entre  les  mouvements  de  deux  systèmes 
mécaniques  holononies  conservatifs  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques, 
décembre  i>)i,'i).  —  On  peut  encore  donner  au  changement  canonique  <lc  variables 
transformant  le  système  (I)  dans  le  système  (II)  toute  une  série  d'autres  formes, 
en  remplaçant  l'équation  aux  dérivées  partielles  (2)  par  une  autre.  Ces  autres 
formes  ne  nous  seront  pas  utiles  ici. 
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l'un  dans  l'autre  se  ramène  à  la  connaissance  d'une  intégrale  par- 
ticulière quelconque  Si./,:  ■/-,,)  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles i  •  i. 

Supposons  que,  par  un  procédé  quelconque,  on  ail  obtenu  une 
telle  intégrale.  Supposons  aussi  que  la  fonction  4>(ç,;  r,,)  soil  de 
telle  nature  qu'on  ait  su  intégrer  les  équations  I  1 1  >  ;  alors  les  ç,-,  r , 
seront  des  fonctions  connues  de  /  <■!  de  >.  n  constantes  d  intégration 

Ct,  C2 Go»-  Ce  qui  précède  montre  qu'on  saura  écrire  aussi 

immédiatement  les  intégrales  des  équations  (I)  :  elles  seronl 
données  par  les  formules  (  i  ). 

Le  cas  où  la  fonction  $(ç,;7j,)  se  réduirait  simplemenl  à  rM 
redonne,  comme  cas  particulier,  un  théorème  bien  connu  dû  à 
Jacobi  :  Si  l'on  possède  de  V équation  aux  dérivées  partielles 

une  intégrale  complète  S(# t,  x-2 J7„ ;  yj t ,  r{1 rjn),  conte- 
nant^ outre  v, i .    /?  —  i  autres  constantes  rl2,  yj3 /,„.  <io/id 

aucune  n'est  additive^  <>n  sait  écrire  immédiatement  les  inté- 
grales générales  des  équations  canoniques  (I). 

Aussi  donnerons-nous,  dans  la  suite,  à  l'équation  aux  dérivées 
partielles  (2)  le  nom  (\'t:'/t/ti/i<i//  de  Jacobi. 

').  Pans    tout    ce  <|ui    précède,    les    fonctions    caractéristiques 

F(#,-;  )/).  <I»  (  ç,  ;  y,,)  mit  été  supposées  ne  pas  dépendre  explicite- 
ment du  temps.  Nous  allons  examiner  maintenant  le  cas  où  elles 
en  dépendent. 

Reprenons  donc  les  équations  (T),  en  supposant  que  la  lettre  t 
figure  explicitement  dans  F(#,-;  yt\  t).  Un  procédé  très  simple  et 
bien  connu  permet  de  ramener  ce  cas  au  précédent  (*)  :  nous  allons 
faire  jouer  à  t  le  rôle  d'un  a;,  el  int  roduire  une  variable  auxiliaire  n. 
•  pu  jouera  le  rôle  d'un  r.  Pour  cela,  envisageons  la  fonction  carac- 
téristique su ivante  : 

F(  x,  :  y,:  t)-h  u. 


(')  11.  Poincaré,  Leçons  de  Mécanique  cél  ste,  t.  I.  Cliap.  I. 
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Les  équations  canoniques  qui  lui  correspondenl  soni 

,/,r  (l\-j  <lt  dit 

,ly,  dxt  àt 

les  //  premières,  qui  n,e  contiennenl  pas  La  lettre  '/.  rie  sonl  autres 
que  les  équations  (I);  la  dernière  serl  simplemenl  à  définir  la 
variable  auxil iaire  //. 

I  )c  même,  --i  nous  envisageons  la  fonction  caractéristique 

el  si  nous  convenons  de  faire  jouer  à  -  le  rôle  «l'un  ç,  et  à  u  le  rôle 
d'un  7),  les  équations  canoniques  correspondantes  seront 

d\i  dt\i  dz  du 

d*  =        5*~ =    T  d*~' 

rfr),  d£,-  dx 

les  n  premières,  qui  ne  contiennent  pas  la  lettre  u,  ne  sont  autres 
que  les  équations  (II)  (où  nous  désignons  momentanémenl  le 
temps  par  la  lettre  t  pour  la  symétrie  des  notations);  la  dernière 
sert  simplement  à  définir  la  variable  auxiliaire  u. 

6.  Cette  remarque  faite,  nous  revenons  à  nos  deux  systèmes 
canoniques  (I)  et  (II),  où  les  fonctions  F(#,;  y, ■',  t)  et.  <!>(£,•;  rj,  ;  t) 
sont  supposées  dépendre  explicitement  du  temps,  et  nous  cher- 
chons un  changement  de  variables  qui  les  transforme  l'un  dans 
Tau  Ire. 

Introduisant  les  deux  variables  auxiliaires  a  et  u,  et  considérant 
les  deux  fonctions  caractéristiques 

F(.r,-;  yt\  0  +  u     et     *(£,-;  ï],-;  x)-t-u, 

l'application  de  la  méthode  du  n°3  conduit  à  l'équation  de  Jacobi 

suivante  : 

_  /        dS      \        dS        ^  /  àS  dS  \ 

F  (  x:\  - —  :  t     -\ — —  =  <i>  (  -—  ;  m;  —     -+-  u. 
\       dxi'    I        ôt  \di\t     '  '  du/ 

Si,  de  cette  équation,  on  a  su   trouver  une  intégrale  particulière 

quelconque 

S(a?i,  x,,  .  ..,  xn\  rn,  ïj2,  . .  .,  7)ra;  t;  u), 

on  transforiner.i  les  systèmes  (I)  et  (II)  l'un  dans  l'autre  au  moyen 
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du  changement  de  variables  (x,  y,  £,  u)  — >■  (ç,  /,,  t,  u)  défini   par 
les  formules 

(I)  ^=^'       ^=^' 


.(3)  u  = 


àt'  du 


Celle  intégrale  particulière  S(.x  ;  rlt-;  £;  u),  nous  la  choisirons 
de  la  forme  suivante  : 

S(.rv;  r,i\  t]  u)  =  «u  +  S^.27:  r,,-;  t), 

la  fonction  S,  ne  dépendant  pas  de  u. 

L'équation  de  Jacobi  qui  définit  S(  devient  alors 

_  /      dS,     \       dS,       .  /as, 

La  variable  parasite  u  a  disparu.  El  les  formules  de  trans- 
formation (  i  ),  (3)  sont  devenues  : 

(,)'"4  "-oïl'      *'=*£• 

(3)*"  M  —  u  =  — -,  t  =  t. 

dt 

La  dernière  nous  apprend  que  le  temps  reste  le  même  pour  les 
deux  systèmes.  L'avant-dernière  est  la  seule  qui  contienne  les 
deux  variables  parasites  u  et  u  :  elle  les  relie,  el  l'on  peut  la  laisser 
complètemenl  de  côté,  ces  deux  variables  ne  jouant  qu'un  rôle  auxi- 
liaire. Enfin  les  équations  (i)*"  définissent  un  changement  cano- 
nique de  variables  (.r,  y)  — >(H,  v\)  qui  dépend  du  temps  :  elles 
nous  indiquent  que  l'expression 

2_,  y*  <lx< + ^  S*  dru  =  r/s  i 

ainsi  que  l'expression 


2^ji  dri —2*  T"' d^1 ' =  d  (  Sl  ~^  "' r" 


sont  <le>  différentielles    exactes   lorsqu'on    regarde    la   lettre  t 
comme  un  paramètre  constant* 
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Bref,  pour  énoncer  le  théorème  dans  sa  généralité,  nous  dirons 
que,  si  I  od  considère  les  deux  systèmes  quelconques  «I  équations 
canoniques  (I)  et  (Il  |,  dans  lesquels  les  fonctions  caractéristiques 
I  /  :  y,  ;  t.),  $(£,;  rtl\  I)  peuvenl  dépendre  explicitement  du 
temps  ('),  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  Jacobi  associée  à 
la  transformation  de  ces  deux  systèmes  l'un  dans  l'autre  est  (en 
effaçant  l'indice  i  de  la  lettre  S  devenu  inutile) 

Si  l'on  possède  de  <'<■//>■  équation  une  intégrale  particulière 
quelconque  Si  ./•,  :r,  :  /  i  on  passera  du  système (I)  au  système  (II) 
par  le  changement  canonique  de  variables  (a?,  y)-^(^  ri) 
défini  par  les  formules 

.  dS  ,        dS 


II.  —  Application  a  deux  systèmes  canoniques  voisins. 
Cas  de  la  Mécanique  céleste. 

7.  J'appliquerai  les  considérations  précédentes  à  la  transforma- 
tion l'un  dans  l'autre  de  deux  systèmes  d'équations  canoniques 
voisins  l'un  de  l'autre. 

Changeant  un  peu  les  notations,  je  considère  un  premier  sys- 
tème de  2/i  équations  canoniques 

dû       dF  dm  àF 

(A)  _£.  =  __,  =_  (i=i,  2,  ...,  n), 

dt         dr,i  dt  dz, 

définissant  le  mouvement  d'un  système  mécanique.  La  fonction 
caractéristique  F(£,;  ru ■  ;  t)  peut  dépendre  explicitement  du 
i  emps  t. 

Je  suppose  qu'on  ait  su  intégrer  complètement  ce  système  : 
alors  les  ç,,  r,,  seront  des  fonctions  connues  du  temps  t  et  de  in 
constantes  d'intégration  Ct,  Co.  ....  C2„. 


(a)  Puisque  le  temps  t  =  t  est  le  même  pour  les  deux  systèmes,  il  n'y  a  plus 
lieu  dorénavant  de  le  désigner  par  deux  lettres  différentes. 

Bull,  des  Sciences  matliem.,  2'  série,  t.  XLI.  (Novembre  1  < 1 1 7 . ) 
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I.  suppose  maintenant,  ainsi  qu'il  arrive  en  Mécanique  céleste, 
que  l'on  ait  à  étudier  un  second  mouvement  voisin  i\u  premier. 
el  soient 

dxj  _  dF  df  dy,  dF_    &àf  ( 

dt         dyi  ^  '  ày,  '  dt    "  d.r,        '  ihr, 

[i  s  équations  canoniques  qui  définissent  ce  nouveau  mouvement, 
F(xi',yi',  I  i  él  ml  la  même  fonction  caractéristique  \  où  les  lettres 
.i,.vt  remplacent  simplement  les  lettres  ;,.  t,,).  el  zj  < '.r,  :  r,  :  M 
désignant  une  petite  fonction  perturbatrice. 

Nous  nous  proposons  de  transformer  le  système  (B)  dans  le 
système  (A)  par  la  méthode  du  n"  6.  L'équation  de  Jacobi  <  [) 
associée  à  cette  transformation  est 


'(«■•%')M*&)-'&"') 


Nous  chercherons  à  v  satisfaire  en  posant 

S(.r,-:  t],:  t)  =  (^,-r,,  —  .r2r,,  — .  .  .+  xnt\n)  —  tr|  .r,\  r,,:   «), 

ce  qui  réduira  les  formules  de  transformation  <  i    à 

/  -  s  do  da 

(a;  .)/=  ru-H-  -— ,  c,=  .r,-+-  —  • 

Et  alors  il  viendra,  pour  déterminer  la  fonction  t.  la  nouvelle 
équat  ion  de  Jacobi 

ri+v(x'-  v+îh  ')  +  6/(*<;  '«+  ë;  ') 

Puisque  le  paramètre  :  esl  supposé  très  petit  (de  l'ordre  des 
masses  perturbatrices),  il  esl  naturel  de  développer  7  suivant  les 
puissances  de  ce  paramètre 

a  =  50  -|-  £  7]  -f-  l-  39  -i-  . . . . 

et  de  déterminerde  proche  en  proche  t,,.-?,.?, en  identifiant. 

dans  I  équation  (6),  lés  coefficients  des  diverses  puissances  de  t. 
I  "lit  d'abord,  pour  s  =  o,  nous  pouvons  prendre  <j0  =  o,  ce  qui 
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ivilu  it  la  tond  ion  S  à 

S  =  Xi  7)  !  -+-  X-,  T)î  4-  .  •  .  -1-  0C„  ï)  „ . 

cl  les  formules  de  transformation  |  i  )  ou  l  5)  à 

G'esl  toul  simplemenl  la  transformation  identique  qui  trans- 
forme le  système  l  \  l  en  lui  même. 

Pour  calculera-,,  nous  considérerons,  dans  (6),  le  coefficient 
de  la  première  puissance  de  :,  ce  qui  nous  donne  l'équation 

(ji-i       v^  *)F    dit       s^  dF  di\  . 

àt       jLà  &t\i  dxt      Au  dx,  0rtl  Jy    '     "      " 

i  i 

que  nous  écrirons  ainsi 

(,;,/„„■  7^+rJl-  F>  =  -/> 

la  notation 


jLd  \(Jx,  dt]i       ôt{i  Oxij 


désignant,  suivant  l'usage,  la  parenthçse  de  Poisson  relative  aux 
deux  fonctions  t,  et  F. 

a-,  désignant  une  intégrale  de  cette  équation,  les  formules  de 
transformation  (5),  limitées  aux  termes  en  s,  deviennent 

à?i  ,  ai, 

(5)*/  ^  =  T"+£^-'  ^'t+'àtï 

Pour  pousser  l'approximation  plus  loin,  nous  remarquerons  que 
l'équation  qui  donne  <x2  (équation  qui  s'obtient  en  identifiant, 
dans  (6),  le  coefficient  de  i- )  est  de  la  forme 

(6)'«-  7T+(^  F)=--- 

le  second  membre  étant  une  fonction  connue  (Se  (a?/;  ru;  t)  puisque 
c'est  une  expression  où  ligure  a-,  qui  a  été  calculé  par  l'approxi- 
mation précédente. 

D'une    façon  générale  il  est  facile  de  voir  que  l'équation  qui 
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donne  '/,  esl  de  la  forme 

($)inater  ,  '!l!l  +  ,  -,  ,    F  )  =  .  .  . , 

Le  second  membre  étant  une  fonction  connue  de  (  a?/;  y,,  :  / 1  puisque 
c'est  une  expression  où  ne  figurent  que  -,,  o-o,  ....  t/,-,.  qui  ont 
été  calculés  par  les  approximations  précédentes. 

Bref,  chaque  approximation  nous  amène  à  chercher  une  inté- 
grale particulière  nk  d'une  équation  de  la  forme 

à?  i- 

—-1-  -i-(<ta-,  F)  =  fonction  connue  de  (27;  r,,-;  t). 

Je  vais  montrer  qu'ime  te//e  intégration  n'exige  chaque  fois 
au  une  seule  quadrature,  si,  comme  nous  l'avons  supposé,  on  a 
su  résoudre  complètement  le  système  d'équations  (A)  (M. 

8.  Il  su  (lira  de  démontrer  la  chose  pour  la  première  de  ces 
équations,  la  même  méthode  Rappliquant à  toutes  lesautres.  Nous 
allons  même  démontrer  le  théorème  un  peu  plus  général  que 
voici  : 

Si  l'on  a  intégré  complètement  le  système 

dxi  _  dx%  _        _  dx,„  _ 
X 1  X  0  X  ,„ 

où  les  X  sont  des  fondions  données  des  x  et  de  t,  il  suffira  d 'une 
seule  quadrature  pour  intégrer  V  équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

,    .       da       ..     di  Ô7  Ô7 

(a)      dï  +  Xi^+X*àx-i+---+XmdïZ==-f(-Xt>a;* X""^ 

où  le  second  membre  est  une  fonction  quelconque  (2). 


(')  Nous  pouvons  remarquer  que  ces  équations  (A)  définissent   les  caracté- 
ristiques de  l'équation  au\  dérivées  partielles  sans  second  membre 

01 

et  que  résoudre  cette  équation  sans  second  membre  ou  résoudre  les  équations  (A) 
sont  deux  problèmes  équivalents. 

i  Nous    pouvons    encore   remarquer  que   les   équations  (A)'   définissent   les 
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Soienl  en  effet 

(7)  x  =  ©,-i  t.  Ci,  C2, C,„  1        (i  =  1,  2,  . . .,  m) 

les  intégrales  générales  «les  équations  1  \  1'.  Les  <i  désignanl  m 
constantes  d'intégration.  (!••>  m  formules  1  7  1  peuvent  être  consi- 
dérées comme  définissanl  un  changemenl  de  variables  | >» •  11 1 1  « ■  1 1  ;i  1 1 1 
de  passer  des  m  lettres  x%  aux  m  lettres  C  (ce  changemenl  de 
variables  dépendant  explicitemenl  du  paramètre  t). 

Exprimons  alors  la  fonction  /'(./, ,  #2,  ...,  x„n  t)  au  moyen 
des  nouvelles  variables  G  :  Elle  devient  une  fonction 
/(C|,  C2.  ...,  Cm,  t)  de  ces  nouvelles  variables  et  du  temps  t. 

Si  nous  posons 

(8)  /    /(G,,  C, C,MJ  t)dt, 


-  f  /(G„C2 


quadrature  où  les  lettres  C  sont  traitées  comme  des  constantes, 
nous  avons  là  une  fonction  <r(C,,  Co,  ....  Cm,  t)  qu'on  peut 
exprimer  au  moyen  des  formules  (-)  en  fonction  des  variables  Xi 
et  t.  Cette  fonction  <7  (a?/,  /  )  satisfait  identiquement  à  l'équation  (a). 
Il  est  très  facile  de  le  vérifier  par  le  calcul;  on  peut  aussi  remar- 
quer sur  la  formule  (8)  que  — f  est  la  dérivée  de  1  par  rapport 
à  t  lorsque  les  C  ne  varient  pas,  c'est-à-dire  lorsque  les  xL  vérifient 
les  équations  (A)';  or  le  premier  membre  de  (a)  désigne  précisé- 
ment la  même  dérivée. 

9.  Revenons  maintenant  au  problème  que  nous  avions  en  vue  : 
la  transformation  du  système  canonique  (B)dans  le  système  cano- 
nique (A);  toute  la  question  est  de  déterminer  la  fonction 
<?(Xi)  ~i\i)  t),  puisqu'il  suffit,  après  cela,  d'écrire  les  formules  (5). 

.Nous  venons  de  voir  que,  développant  cette  fonction  7  suivant 
les  puissances  du  coefficient  perturbateur  e,  le  calcul  des  termes 
du  premier  ordre  en  z  exige  une  quadrature,  celui  des  termes  en  e2 
en  exige  une  seconde;  et  d'une  façon  générale  le  calcul  des 
termes  en  eP  exige  p  quadratures  successives. 


caractéristiques  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  (a)  sa/ts  second  membre, 
et  que  la  résolution  de  cette  équation  sans  second  membre  et  celle  du  système 
(  V.i  -.ont  deux  problèmes  équivalents. 
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La  série  u  ainsi  obtenue  converge  lorsque  s  est  suffisamment 
petit;  l'équation  (6),  en  effet,  admel  une  intégrale  fonction  holo- 
morphe  de  z  autour  de  e  =  o  (M.  Nous  verrons  un  peu  plus  loin 
que  cette  série  converge  encore  même  lorsque  £  est  grand,  pourvu 
qu'alors (t  —  t0)  soit  suffisamment  petit.  Sibienque  les  formules  (5) 
donneront  encore  la  solution  du  problème  troublé,  même  par  une 
grande  fonction  perturbatrice,  mais  pour  les  petites  valeurs  Au 
temps  m'u  lemenl . 

10.  Nous  allons,  pour  l'instant,  uous  attacher  à  étudier  de  plus 
prè>  la  première  approximation,  celle  (pu  tient  compte  des  termes 
en  :  cl  néglige  :-  cl  les  puissances  supérieures. 

Pour  le  mouvement  non  troublé  [équations  (A)],  les  variables 
:,.  r„  sinil  par  hypothèse  (\v>  fonctions  connues  du  temps  /  el  de 
■>n  constantes  d'intégration  Ct,  Go ^-m- 

Pour  le  mouvement  troublé  [équations  (  B)],  nous  poserons 

Xi  =  ;/  -4-  3;/,  Vi  =  Tji  H-  ÔT],:. 

Mors,  les  formules  de  i  5)*"  nous  donneront  pour  valeurs  des 
perturbations  dz,.  dtu  les  formules 

Sç/  =  —  s-7—  '  û1/=  £  :      • 

àr\i  dxl 

Gomme  ces  quantités  sont  de  Tordre  de  z.  nous  avons  le  droit, 
négligeant  s-,  de  remplacer  dans  c,  (a?,-;  r,,-;  M  les  quantités  a?,- par 
leurs  valeurs  non  troublées  5,  :  et  le  calcul  de  la  fonction  t,  i  ;,  ;  y,,  :  / 1 
s'effectue,  comme  il  a  été  dit  au  n°  8.  par  la  quadrature 

°i  =  ~f  /(G,,  C„  ....  C,,,  t)dt, 

où    les    lettres    (]   sont     traitées    connue    des    constantes,    et    où     je 

désigne    par  /'(('.,.  G2 G2»,   /)  ce   que  devient    la   fonction 

f\  :,;  y,,;  lj  quand  on  y  a  remplace  les  ;,,  r(/  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  /  et  des  constantes  d'intégration  G. 

Enrésumé,  il  suffit  d'exprimer  la  Jonction  perturbatrice  f 


(')  Nous    admettons,    pour   ne   pus   compliquer,    que   toutes   les  données  sont 
analj  liques. 
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en  fonction  des  constantes  >/  intégration  Gdu  mouvement  non 
troublé;  '/<■  calculer  l<i  fonction  -,  /"//■  /</  quadrature  (9); 
</V  /  primer  cette  fonction  t,  au  moyen  des  variables  ;;.  /,  .  pour 
en  déduire  immédiatement ,  au  moyen  des  formules 

(IO)  o6,-  =  — e  — ,  or,/=£-—  , 

A'\  valeurs  explicites  des  perturbations  o:,.  or,,  '/'/  mouvement 

troublé  à  partir   d'une   époque  quelconque  /,,   (les    quantités 

ôç  .  or„  s'annulent,  en  effet,  comme  t,.  puni'  /       /„  1. 

Ce  théorème  est  d'ailleurs  très  aisé  à  démontrer  directement.  Il 

suffil  de  vérifier  que  si,  dans  les  équations  1  B),  on  remplace  xi 

t  ^7i  à?\  ,     .  .        .  ,        .    ,     ,  ,    . . 

par  çj —  t  — -  el  yi  Par7W  ~  l  -y  on  obtienl  des  idenl  ites  |  en  negli- 

^e.int   e2),  en  vertu  des  équations  1   \     el  (6)*'*  :  la  première  équa- 
tion   (I)i.    par   exemple,    devient    identique    à    l'équation    (6)él 
il  1  fférenl  iée  par  rapport  à  y,,  i  '    . 

II.  Une  remarque  s'impose  ici.  Dans  la  quadrature  (9)  nous 
avons  pris  comme  limite  inférieure  d'intégration  l'époque  t0  à 
partir  de  laquelle  nous  voulons  calculer  les  perturbations.  Eu 
d'antres  termes,  les  formules  (10)  donnent  le>  perturbations  des 
éléments  du  mouvemenl  troublé,  à  partir  des  éléments  du  mouve- 
ment non  trouble''  auquel  il  esl  osculateur  à  l'instanl  /„. 

Mais  nous  aurions  pu  prendre  comme  limite  inférieure  d'inté- 
gration un  autre  instant  quelconque  t  .  Plus  généralement  nous 
aurions  pu  prendre,  au  lieu  de  t,.  une  autre  intégrale  particulière 
quelconque  t',  de  l'équation  (6)*",  et  en  déduire  d'autres  valeurs 

0  \i  =  —  e— i,  0  w=  z—i 

pour  les  perturbations.  A  quoi  cela  aurait-il  correspondu  .' 
La  fonction  t,'  =o-'j  —  t,  satisfait  a  l'équation 

""1  •      V 


(  ')  H.  Vérone,  Sur  une  méthode  de  Calcul  des  perturbations  d'un  mouvement 
connu  (C.  R.  Acad.  Se.  20  novembre,  1916). 
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qui    n'esl    autre  que  l'équation  (6)*"  ^.i tis  second  membre.  Cela 
prom  e  que 


a(  =  const. 

esl  une  intégrale  première  du  mouvementnon  troublé  (A),  et  que 
li ;s  différences 

0    ;/=  o  ty—  ot]i=       s-— 

sonl  <!<•-•  perturbations  qui  correspondent  à  une  fonction  pertur- 
batrice identiquement  nulle;  autrement  dit  que  ç,-  +  o";,,  ï|,+  o"t,/ 
sonl  un  système  de  solutions  des  équations  (A)  infiniment  voisin 
du  système  ;,.  rtl  (  '  ). 

On  voit  donc  que  les  véritables  perturbations  (celles  dues  à  la 
fonction  perturbatrice  ef)  sont  bien  données  par  les  formules  i  io) 
el  que  S"?,-,  o"v),  correspondent  seulement  à  un  changement  infini- 
ment | ici  il  des  conditions  initiales  pour  le  mom  emenl  non  troublé. 

Nous  pouvons  encore  faire  une  dernière  remarque,  évidente 
(railleurs.  Si  la  fonction  perturbatrice  f  se  compose  d'une  somme 
de  plusieurs  termes,  la  fonction  t,  correspondante  se  composera 
d'un  nombre  égal  de  termes.  Il  en  sera  de  même  pour  o;,.  or,,.  On 
peut  donc  étudier  séparément  l'effet  perturbateur  de  chaque  terme 
de  la  fonct  ion  perl  urbatrice. 

(A  suivre.) 


(')  C'est  là   un   théorème   bien    connu  qui  s'énonce  ainsi  :  Si  a'|=  const..    est 
une  intégrale  première  des  équations  (A).  les  quantités 

da\  r»     _     ^ff'i 

constituent  un  système  de  solutions  des  équations  aux  vaHations  du  sys- 
tème (A).  (H.  Poincaré,  Les  méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste, 
t.    I.  p.  162.   —  I'.  Appell,  Traité,  de  Mécanique  rationnelle,  t.  II,  p,   \r>~-) 
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OCAGNE  (Maurice  d').  —   Cours   de  Géométrie   pure  et  appliquée  de 
l'Ecole  Polytechnique.  Tome  I  :  Transformations  géométriques.  Per- 
spective. Géométrie  infinitésimale .  Géométrie  réglée.  Géométrie  ciné- 
matique,  i  vol.  in-S  (25-l6)  <le  xiI-375  pages  avec  1 55  figures;  Paris, 
Gauthier-Villars  et  Cic,  191 7. 

M.  d'Ocagne  vient  de  publier  le  Tome  premier  du  Cours  de 
Géométrie  qu'il  professe  à  l'Ecole  Polytechnique  :  ce  volume,  si  on 
laisse  de  côté  les  pages  qui  ont  trait  a  la  perspective,  est  consacré 
à  la  théorie  pure;   un  second  volume  contiendra  les  applications. 

Le  mot  de  Géométrie  a  pris  de  nos  jours  une  extension  considé- 
rable :  on  parle  de  la  Géométrie  d'Euclide,  de  la  Géométrie  analy- 
tique de  Descartes,  de  la  Géométrie  projective  de  Poncelet,  de  la 
Géométrie  différentielle  que  Darboux  a  exposée  dans  les  quatre 
volumes  de  sa  Théorie  des  Surfaces;  il  y  a  une  Géométrie  du 
mouvement;  il  y  a  une  Géométrie  algébrique,  auxquelles  d'autres 
encore  pourraient  être  ajoutées,  puisqu'il  existe  même  une  Géo- 
métrie des  Nombres. 

Toutes  ces  Sciences  ont  pour  objet  commun  l'étude  des  êtres 
géométriques;  mais  les  unes,  dans  leur  développement,  s'appuient 
ouvertement  et  sans  cesse  sur  l'Analyse,  dont  souvent  elles  invo- 
quent les  résultats  les  plus  élevés;  les  autres,  employant  le  langage 
et  le  raisonnement  géométriques,  différent  entre  elles  par  leur 
point  de  départ  :  c'est  ainsi  que,  dans  les  travaux  récents  de  l'Ecole 
italienne  sur  les  courbes  et.  les  surfaces  algébriques,  on  ne  voit 
apparaître,  pour  ainsi  dire,  aucune  ligne  de  calcul  mathématique; 
les  déductions  y  sont  exclusivement  synthétiques;  mais,  à  la  base, 
on  trouve  les  propriétés  les  plus  profondes  des  intégrales  abéliennës 
ou  des  intégrales  de  M.  Picard. 

On  peut  caractériser  le  Livre  de  M.  d'(  >cagne  en  disant  qu'il  est 
une  application  du  calcul  infinitésimal  élémentaire,  mais  avec  un 
mode  de  raisonnement  purement  géométrique,  et  un  souci  cons- 
tant de  la  réalité  géométrique  :  j'entends  par  là  que  les  courbes 
et  les  surfaces  y  sont  traitées,  non  comme  des  êtres  de  raison,  à 

Bull,  des  Sciences  matliém.,  2e  série,  t.  XLI.  (Décembre  1917)  2r\ 
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propos  desquels  on  développe  une  suite  rigoureuse  de  déductions 
abstraites,  mais  comme  des  êtres  que  l'œil  doit  voir,  en  même 
temps  que  l'intelligence  1rs  étudie. 

\.>u-  suivrons,  pour  analyser  le  livre  l'ordre  même  des  Chapitres 
el  des  divisions. 

I.  Transformations  géométriques.  —  En  quarante  pages, 
L'auteur  résume,  avec  méthode  et  clarté,  les  principes  essentiels  de 
la  théorie  des  transformations.  Il  insiste,  naturellement,  sur  l'ho- 
mographie générale  et  ses  cas  particuliers,  dans  le  plan  et  dans 
l'espace;  il  s'étend  également  sur  l'inversion,  dont  l'importance 
grandil  sens  cesse  et  qu'on  rencontre  aujourd'hui  dans  les  questions 
les  plus  diverses,  de  la  Physique  à  l'Arithmétique  supérieure.  Il 
n'oublie  pas  le-  transformations dualis tiques  et  donne  enfin  des 
notions  intéressantes  sur  les  groupes  de  transformations,  en 
étudiant,  en  particulier,  le  groupe  des  inversions. 

\  m  une  théorie  générale,  et  la  même  observation  porte  sur  tout 
le  livre,  n'est  exposée  sans  que  M.  d'Ocagne  ne  l'éclairé  par  des 
exemples  .t  des  applications  qui  en  soulignent  l'importance  ou 
l'utilité. 

II.  Perspective.  — 11  est  d'abord  question  de  la  perspective 
conique,  avec  l'exposé  de  la  méthode  usuelle,  des  Constructions 
directes,  des  Problèmes  d'ombres  :  partout  l'auteur,  loin  de  se 
bornera  de-  recettes  techniques,  tait  intervenir  la  Géométrie  en 
utilisant  les  propriétés  des  figures  à  représenter;  on  peut  citer,  à 
ce  point  de  vue,  la  minière  élégante  et  personnelle  dont  il  obtient 
le  contour  apparent  d'une  sphère. 

Le  Problème  de  la  restitution  perspective  est  traité  en  quelques 
pages,  qui  exposent,  sans  aucun  oubli  essentiel,  tous  les  procédés 
employés  aujourd'hui  dans  la  pratique;  on  sait  l'importance  que 
ceux-ci  oui  acquise  récemment,  puisqu'ils  permettent  d'établir  le 
plan  rigoureux  d'une  région  d'après  des  photographies  prises  en 
aéronef. 

La  lin  du  Chapitre  concerne  les  perspectives  cavalière  et  iso- 
métrique. 

III.  Géométrie   infinitésimale.    —    Ce   Chapitre  est   le   plus 
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étendu,  le  plus  important  du  livre.  M.  d'Ocagne  \  établit  celles 
des  propriétés  des  courbes  el  des  surfaces  où  interviennent  les 
infiniment  | >«* t i t ^  des  deux  premiers  ordres;  mai-,  surtout,  il  )  fait 
connaître  la  méthode  géométrique  infinitésimale  el  met  en  évi- 
dence l'extrême  variété  de  ses  applications. 

Tout  repose  sur  1 1-<  m  s  formules  fondamentales  (variation  de 
grandeur  A'an  arc  d'un  segment,  d'un  angle)  établies  avec  une 
rigoureuse  simplicité;  le-  applical  ions,  choisies  avec  adresse,  déve- 
loppées avec  élégance,  rendent  singulièrement  attrayante  la  lecture 
de  cette  partie  du  volume. 

Y  côté  des  résultats  classiques  qui  concernent  les  courbes  planes 
et  les  courbes  gauches,  courbure,  développées,  développantes, 
indicatrice  sphérique,  torsion,  formules  de  Frenet;  à  côté  de 
l'étude  générale  i\f>  sur/aces  développables,  de  la  surface  polaire 
et  de  la  rectifiante  d'une  courbe  gauche,  non-  signalerons  particu- 
lièrement les  pages  consacrée-  a  la  Théorie  des  surfaces. 

On  v  remarquera  une  excellente  démonstration  du  Théorème  de 
Malus  sur  les  rayons  réfractés  et  une  démonstration,  également 
excellente,  de  celui  de  Dupin  sur  les  lignes  de  courbure  dans  un 
système  triple  orthogonal  :  celle-ci  repose  sur  la  notion  de  torsion 
géodésique,  due  à  Joseph   Bertrand. 

Il  tant  signaler  aussi  les  paragraphes  qui  concernent  les  lignes 
géodésiques  et  que  couronne  la  théorie  des  géodésiques  de  l'el- 
lipsoïde, avec  leur  détermination  -impie  et.  élégante  et  le  tracé-  si 
remarquable  des  ligne-  de  courbure,  considérées  comme  des  ellipses 
géodésiques. 

\  ient  enfin  l'étude  spéciale  des  surfaces  gauches,  suivie 
d'applications  à  un  conoïde  droit   et  au  cylindroïde  de  Plûcker. 

L'art  de  la  composition  ne  saurait  être  trop  loué  dans  toute  cette 
partie  du  livre  :  l'auteur  était  lié  par  un  programme  imposé,  plus 
soucieux  de  résultats  que  d'ordre  logique:  il  s'agissait  donc  pour 
lui  de  mettre  debout  une  théorie  cohérente  qui  pût  servir  d'ossature 
au  Chapitre,  et  à  laquelle  pussent  se  rattacher  naturellement  les 
application-,  partie  essentielle  du  programme  prescrit  :  il  y  a 
réussi  avec  v\i\  extrême  bonheur  et  l'unité  du  Chapitre  est 
complète. 

I\.  Géométrie  réglée.   —  11   s'agit  de  la  théorie  géométrique 
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<!«■-  complexes  <i  des  congruences  linéaires  :  <>n  sait  que  le 
complexe  linéaire  joue  un  rôle  important  eu  Mécanique  et  en 
Statique  graphique;  M.  d'Ocagne  étudie  ses  propriétés  princi- 
pales, son  mode  de  génération,  la  polarité  qui  s'y  lie,  toutes 
notion--  importantes  el  utiles,  qui  ne  figurent  guèredans  les  livres 
d'enseignemenl  français,  soit  d'Analyse,  soit  de  Géométrie. 

\  .  ( géométrie  cinématique.  —  C'est,  la  théorie  géométrique  du 
mouvement,  dans  le  plan  el  dans  l'espace. 

Dans  h'  plan,  railleur  parle  du  centre  instantané,  détermine  le 
mouvement  le  plus  général  par  le  nullement  d'une  courbe  sur  une 
autre,  et  en  déduit  des  constructions  géométriques  pour  les  centres 
de  courbure  de  certaines  lignes  définies  par  le  mouvement  lui- 
même;  il  applique  ces  résultats  aux  épicycloïdes. 

Dans  l'espace,  après  le  mouvement  autour  d'un  point  fixe,  on 
étudie  le  mouvement  le  plus  général,  d'abord  avec  un  degré  de 
liberté,  en  faisant  intervenir  la  théorie  du  complexe  linéaire,  puis 
avec  deux  degrés  :  c'est  l'occasion,  en  particulier,  d'exposer  le 
théorème  de  Schônemann-Mannjieim,  avec  ses  principales  con- 
séquences, el  aussi  une  liés  belle  proposition  de  Ribaucour,  sur 
un  cas  singulier  de  mouvement  à  deux  paramètres. 

Chaque  théorie  est,  comme  d'ordinaire,  suivie  d'exemples  el 
d'applications;  d,-s  applications  plus  étendues  terminent  le 
Chapitre.  Elles  se  rapportent  aux  liélicoïdes,  aux  surfaces  apsi- 
dales  et  à  la  surface  de  l'onde,  dont  les  propriétés  utilisées  en 
Physique  sont  établies  avec  beaucoup  d'élégance. 

VI.  Dans  un  Appendice  du  plus  haut  intérêt,  sont  traitées 
diverses  questions  de  complément  ;  signalons  principalement  les 

•suivantes  : 

i"  Transformations  birationnelles  >■/  quadratiques  dans  le 
plan  ; 

■>"  Représentation  des  surfaces  sur  le  plan;  cas  des  qua- 
driques  el  des  cubiques;  les  ••>.-  droites  de  la  surface  cubique; 

3°   Théorie  des  adjointes  infinitésimales  el  applications; 

4°  Attraction  newtonienne  d'une  couche  ellipsoïdale. 

En  résumé,  Jle  Livre  de  M.  d'Ocagne  renferme,  dans  un  petit 
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nombre  de  pages,  des  théories  importantes  que  tous  les  étudiants 
en  mathématiques,  i<ui>  1rs  ingénieurs,  doivenl  posséder  el  savoir 
utiliser.  Ils  en  retireront  un  double  profit. 

Eu  premier  lien,  ils  \  apprendront,  sous  un  guide  habile,  le 
maniement  des  principales  méthodes  gométriques  : 

La  méthode  de  tranformation,  d'abord,  qui  ramène,  automa- 
i  iq  ne  nie  u  t.  pour  ainsi  dire,  une  proposition  à  une  autre  déjà  connue 
ou  pins  facile  à  établ ir. 

La  méthode  infinitésimale,  ensuite,  dans  laquelle,  en  faisant 
subir  à  certains  éléments  d'une  figure  des  variations  infiniment 
petites,  on  évalue  les  variations  des  autres  éléments,  pour  re- 
monter ensuite  <lc-  différentielles  aux  fonctions  elles-mêmes. 

La  méthode  cinématique,  enfin  :  on  \  imprime  à  la  figure, 
dans  le  plan  un  dans  l'espace,  un  déplacement,  auquel  on  applique 
les  théorèmes  généraux  sur  le  mouvement,  ce  qui  permet  souvent 
de  découvrir  des  propriétés  de  la  figure  elle-même. 

En  second  lien,  le  lecteur  trouvera,  dans  le  Livre  de  M.  d'O- 
cagne,  avec  un  grand  nombre  d'exemples  poussés  jusqu'au  bout, 
des  notions  intéressantes  qu'il  chercherait  souvent  en  vain  dans 
les  Ouvrages  didactiques  et  qu'il  ne  rencontrerait  que  dans  le* 
Traités  spéciaux  ou  dans  les  Mémoires  originaux.  A  ce  point  de 
vue,  on  peut  citer  particulièrement  Yhomologie  axiale  de  l'es- 
pace, le  groupe  des  inversions,  les  pinceaux  de  droites,  la  tor- 
sion géodésiciue,  la  géométrie  des  géodésiques,  sur  une  surface 
quelconque  et  sur  l'ellipsoïde;  les  complexes  et  congruen'ces 
linéaires;  la  représentation  sur  le  plan  des  surfaces  cubiques,  et 
ces  paragraphes  ne  sont  pas  moins  utiles  à  l'analyste  qu'au  géo- 
mètre. 

L'excellent  choix,  l'élégante  exposition  des  questions  traitées 
ne  pourront  que  développer,  chez  les  jeunes  gens,  l'esprit  géomé- 
trique, tandis  que  le  soin  constant  qu'a  l'auteur,  de  rattacher 
toute  théorie  particulière  à  une  théorie  plus  générale,  dévelop- 
pera leur  curiosité.  Ils  auront  à  apprendre,  même  dans  les  para- 
graphes où  M.  d'Ocagne  démontre  géométriquement  des  résultats 
qu'ils  connaissent  par  l'Analyse  :  qu'on  jette  seulement  les  yeux. 
pour  s'en  convaincre,  sur  les  démonstrations  des  théorèmes  de 
Malus  et  Dupin,  sur  celles  qui  concernent  les  géodésiques  ou  les 
courbes  gauches  en  général. 
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La  tâche  de  l'étudiant  enfin  sera  facilitée  par  une  rédaction 
nette,  méthodique  et,  j'insiste  là-dessus,  toujours  concise  :  les  ma- 
thématiciens qui  ont  eu  à  écrire  une  démonstration  géométrique 
savent  combien  il  est  difficile  de  s'y  arrêter  au  point  précis  <>ù 
l'évidence  apparaît,  et  au  delà  duquel  toute  explication  devient 
superflue  et  rebute  le  lecteur  ;  or,  ce  point  précis,  une  longue  habi- 
tude de  renseignement  de  la  Géométrie  a  appris  à  M.  d'Ocagnc 
à  le  discerner  exactement,  et  c'est  un  des  mérites  de  son  Livre 
que  tant  de  concision,  toujours  unie  à  tant  de  clarté. 

Souhaitons  que  la  lecture  d'un  Ouvrage  aussi  riche  d'idées, 
aussi  clair,  aussi  attrayant,  puisse  réveiller  dans  la  patrie  de  Pon- 
celet,  de  Charles  el  de  Darboux,  le  goût  des  méthodes  géomé- 
triques. G.  HtJMBERT. 


MELANGES 


SUR  LES  ÉQUATIONS   GÉNÉRALES   DE  LA  MÉCANIQUE  ANALYTIQUE: 

Par  M.   H.  VERGNE 

(suite  et  fin  ). 


III.  —  Le  problème  inverse  de  la  mécanique  céleste. 

12.  La  méthode  qui  vienl  d'être  exposée  pour  le  calcul  des  per- 
turbations ne  diffère  pas  essentiellement  de  la  méthode  classique 
de  la  variation  des  constantes.  Seulement,  ici,  au  lieu  de  cal- 
cules les  variai  ions  des  constantes  d'intégration  C,  nous  calculons 
directement  les  variations  des  variables  çj,  i\t  elles-mêmes,  au 
moyen  des  formules  (10),  que  je  récris 


(10)  8£1  =  _g»  Stî/  = 


!  .1  fond  ion  u-,  <  ;,  :  rli  :  t)  sal  isfait,  rappelons-le.  à  l'équation  |  6  /" 
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que  je  récris  également 

{    }  àt     •  2d\dli    Or„         Or,,-  ô\t  )  "       /U"    '«"  'j' 


Ces  formules  ne  sont  pas  seulemenl  très  simples  au  point  de  vue 
formel,   mais  elles   paraissent   aussi   susceptibles  d'être    utilisées 

effectivement    eu    Mécanique    céleste.    Elles    donnent    lu    solution 

générale  de  ce  problème:  Connaissant  la  fonction  perturbatrice 
qui  trouble  un  mouvement  connu,  en  déduire  les  perturbations. 
Appliquées  au  problème  des  trois  corps,  ou  à  l'étude  du  mouve- 
ment d'une  planète  autour  de  son  centre  de  gravité,  elles  condui- 
raient sans  doute  aux  mêmes  calculs,  ou  à  peu  près,  (pie  les 
méthodes  usuelles. 

Mais,  en  outre,  ces  mêmes  formules  permettent  aussi  d'aborder 
assez  simplement  le  problème  inverse,   que  nous  allons  étudier 
dans  ce  paragraphe  :  Ayant  observé  les  perturbations  d' un  mou 
vement  connu,  en  déduire  la  fonction  perturbatrice  qui  les 
produit  (problème  de  Le  \  errier  i. 

Io\   Nous  examinerons  successivement  plusieurs  cas  : 

Premier  cas.  —  Ni  la  l'onction  caractéristique  lie;  /,,■)  du 
mouvement  non  troublé,  ni  la  fonction  perturbatrice /(£,-;  Ai)  ne 
dépendent  explicitement  du  temps. 

11  se  trouve  qu'alors  la  fonction  a-,  (H,;  ru  ;  1 1,   intégrale  de  (6)*'-\ 

est  telle  que  —  est  une   intégrale  première  du  mouvement  non 

troublé;  en  effet  (6)b£s  différentiée  par  rapport  à  t  nous  donne 
l'équation 


,  F 


qui  prouve  que  — —  reste  constant  dans  le  mouvement  non  trouble; 

par  suite,  dans  le  mouvement  troublé,  sa  variation  est  de  l'ordre 
de  z.  c'est-à-dire  très  petite.  L'équation  (6)*"  s'écrit  donc 

.      'V^  /^Ti  <^F        dai  dF\ 
—  J  —  7    \  s — ; 77"     ■+-  const., 
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ou  encore,  en  tenant  compte  <le  (10)  et  de  (A), 


eu)  -«/=2 


Ain>i.  à  une  constante  additive  près,  la  quantité 

r[ui  es  I  fournie  par  l'observation,  donne  à  chaque  instant  la  valeur 
numérique  de  la  fonction  perturbatrice  ('). 

Je  suppose,  par  exemple,  que  le  mouvement  étudié  soit  celui 
d'une  planète  P,  attirée  par  un  centre  fixe  (Soleil);  le  mouvement 
non  l rouillé  est  képlérien.  L'observation  y  décèle  des  perturba- 
lions  o;,,  o/-,/,  et  l'on  admet  que  ces  perturbations  sont  dues  à  la 
présence  d'une  masse  perturbatrice  m,  que  l'on  suppose  fixe  elle 
aussi  (afin  que  j\  comme  F,  ne  dépende  pas  explicitement  du 
temps).  L'expression  (12)  fournira  à  chaque  instant  la  valeur  du 

potentiel  perturbateur  tf  =  —,  où  r  désigne  la  distance  mP.  On 

pourra  donc  déterminer    l'emplacement  de  l'astre    perturbateur, 

el  sa  masse  m. 

Deuxième  cas.  — La  fonction  caractéristique  F(  ç,;  t,,-)  du  mou- 
vement non  troublé  ne  dépend  pas  explicitement  du  temps,  mais 
la  fonction  perturbatrice /Y ç,;  r1( ;  t)  en  dépend. 

vlors,  —  n  est  plus,  comme  tout  a  I  heure,  une  intégrale  pre- 

(')    Cette  formule  (m  est  d'ailleurs  évidente.  Il  suffit,  en  effet,  d'écrire  l'inté- 
grale des  forces  vives 

F(Ç,.;  ïi£)  =  const. 

pour  le  mouvement  non  troublé,  et  aussi 

F('£, -t-  Si;,-;  ■»);+  Stj,.)  ■+■  t  /(£,■  +  SÇ;;  t\.- \-  ôt,,)  =  const. 

pour  le  mouvement  trouble.  Retranchant  membre  à  membre  ces  deux  équations 
des  forces  vives,   il  vient  en  négligeante2  : 

2(^+f^  +  e^;^)  =  COnsL' 

i 

équation  identique  à  (11),  d'après  les  équations  (A)  elles-mêmes. 
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ruière  du  mouvemenl    non    troublé;   mais,  en  différentiant  tou- 
jours (6)*'*  par  rapporl  à  /,  nous  obtenons 

àt\  dt  J         \  ôt  '  dt' 


ce  qui  nous  montre  que,  dans  le  mouvemenl  non  troublé,  la  dérivée 

totale  de  ~  est  égale  à  —  -r->  par  suite  nue  la  variation  de  -Centre 

ôt  àt     l  l  dt 


deux  époques   /0  (>l   f  (>s'  égale  à  —  /     -f  dt  (  '  )  ;  cette   variation 

est  la  même,  à  des  termes  près  de  l'ordre  de  s,  dans  |(>  mouvement 
I  rouble. 

L'équation  (n)  se  trouve  alors  remplacée  par  la  suivante  : 


(,3)      -./-"/'g*^  (»*§-*£) 


où  le  i  du  second  membre  est  toujours  donné  par  l'observation. 
(le  n'est  donc  plus  la  valeur  numérique  de  la  fonction  pertur- 
batrice f  elle-même    que    fournit    l'observation,    mais    celle    de 

Je  suppose,  par  exemple,  que  le  mouvement  étudié  soit  celui 
d'une  planète  P  (Uranus  ou  Neptune)  attirée  par  un  centre  fixe 
(Soleil).  Le  mouvement  non  troublé  est  képlérien,  et  ce  mouve- 
ment képlérien  est  caractérisé  par  six  variables  canoniques  £n  ç_>. 

)f  r' 

(')  Il  est  bien  entendu  que,  dans  l'expression  —  placée  sous  le  signe  /     >  on 

dt  J  ta 

remplacera  les?,-,  '<",,  par  leurs  valeurs  en  fonction  du  temps  t  (valeurs  non  troublées). 

On  peut  être  surpris  à    première  vue  de  nous  voir  différentier   l'équation   (6)!uf 

à 
pour  l'intégrer  ensuite.  Mais  on   remarquera  que  la   différentiation  —  est   faite 

partiellement  par  rapport  à  la  lettre  t,  [en  laissant  les  £,-,  r,,  fixes,  tandis  que 
l'intégration  est  faite  totalement  en  faisant  varier  aussi  les  £.,   r,,. 

(:)  Il  n'est  d'ailleurs  pas  étonnant  que  l'observation  des  perturbations  ne  nous 
fournisse  pas  la  valeur  même  de/.  En  effet,  ces  perturbations  ne  dépendent  que 

des    valeurs    des]  dérivées  -£-,  -^-,    qui   figurent  dans   les    équations  canoniques 

troublées  (B),  et  pas  du  tout  de  la  valeur  de  la  dérivée  —,  qui   ne  figure  nulle 
n         Y  Ot       l 

part. 


354  PREMIÈRE  PARTIE. 

isi  1i  Yri'  vi.t-  L'observation  y  décèle  des  perturbations  o;,,  . . ..  orl3. 
el  L'on  admet  que  ces  perturbations  sont  dues  à  l'action  d'une 
masse  perturbatrice  inconnue  />?  (planète  transneptunienne)  que 
l'on  suppose  décrire,  elle  aussi,  autour  du  Soleil  fixe,  une  orbite 
képlérienne dont  les  >ix  éléments  x(,  a2.  a.,  'i,.  32,  3:,  sont  à  déter- 
miner i  rien  n'exige  que  ces  six  éléments  at,  ...,  3:i  soient  cano- 
niques; pour  simplifier  nous  les  supposerons  constants  dans  le 
mouvement  képlérien). 

On  commencera  par  exprimer  la  fonction  perturbatrice  —  en 

fonction  de  ;,.  ;2.  ;:i.  r1(  rl2.  rl3.  a,.  a2.  a3,  3,.  3...  3;>.  ce  (jue  l'on 
sait  faire,  soil 

—  =  /»/(;i,   £2,  U,   *)li   *)2,   131    «1,    *2,    '■>■■:,   Pi)    /2.    p3Î   O? 

on  prendra  sa  dérivée  partielle  m  —  en  regardant  ç, .  ç2.  ~:i«  *li  <  '^i*  la 
comme  des  constantes;  puis  on  calculera  ///  /   —  dt  en  regardant 

maintenant  ;,,  ç2.  ç:i.  r,,,  7,2.ti3  comme  les  fonctions  du  temps  que 
donne  le  mouvement   képlérien.  En  procédant  ainsi,  l'expression 

—  m  t  —  m  I    — 
J  J    dt 


dt 


devient  une  fonction  de  a,,  a2,  ?-3,  3,,  32,  33  et  de  /,  que  l'on  sait 
exprimer,  soit  //ri  (a,,  a2,  a3,  31?  32,  33,  /  |. 
A  loi-,  l'équation  (i3)  s'écrit 


m  i|/|  a,,  a,,  a,,  i,,  32,  33,  t)  =^  (H^  —  ô?'  -Jf  )  +  const., 

i 

où  la  somme  -  du  second  membre  est  fournie  à  chaque  instant 
par  les  observations.  Gomme  il  va  sept  inconnues  aj,a2,  a3,  3,. 
32.  33,  m,  et  en  outre  la  constante  du  second  membre  qui  en  cons- 
i  it  ne  une  huitième,  il  faudra  (théoriquement)  observer  les  pertur- 
bations à  buit  époques  différentes  pour  déterminer  les  six  éléments 
-/,,  a2.  a3,  3,.  3_j  33.  de  l'orbite  képlérienne  de  la  planète  trou- 
blante, et  sa  masse  m.  Rien  n'empêchera,  bien  entendu,  de  se 
servir  d'un  plus  grand  nombre  d'observations,  qui  fourniront  des 
équations  surabondantes  que  l'on  traitera  par  la  méthode  des 
moindres  carrés. 
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Troisième  cas.  —  La  fonction  caractéristique  F(ç,-;  "i,;  /)  du 
problème  non  troublé  el  la  fonction  perturbatrice/^-;  r(,  :  t) 
dépendent  toutes  deux  explicitement  du  temps. 

Le  mouvement  non  troublé  sérail  par  exemple  celui  (lune 
petite  planète  soumise  à  L'attraction  centrale  d'un  Soleil  fixe  et 
aussi  à  l'attraction  d'une  grosse  planète  (Jupiter)  décrivant  autour 
du  Soleil  fixe  nue  circonférence  (problème  restreinl  «le  11.  Poin- 
caré).  Et  les  perturbations  seraienl  dues  à  L'action  d'une  autre 
planète  (telle  que  Mars  on  Su! urne,  si  ces  planètes  étaienl  à 
découvrir). 

Comme  autre  exemple,  on  peut  prendre  pour  mouvement  non 
troublé  le  mouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre  en  tenant 
compte  de  l'action  du  Soleil,  autour  duquel  on  supposerait  que  la 
Terre  décrit  une  circonférence  (problème  restreint).  Et  l'on  essaie- 
rait d'expliquer  les  écarts  entre  la  théorie  et  les  observations  par 
les  perturbations  dues  à  un  astre  inconnu  (masse  intra-mercurielle 
de  M.  de  Saint-Blancat) . 

Dans  ce  cas,  nous  aurons,  toujours  en  difïerentiant  l'équa- 
tion (6)bis  par  rapport  à  la  lettre  t  : 

3?("£)  +  (ï' F)  =-^-(71'^)' 

ce  qui  montre  que  la  dérivée  l<>l<ile  de  — -  est  égale  comme  tout 
11  dt  D 

à  l'heure  à ~-  diminuée  du  terme 

ot 

(       oF\       v-      d*F         *>     r)2F 

i 

i'  t       o  dF  ,  i, 

ce  terme,  que  Ion  peut  appeler  o  — >   représente    l  augmentation 

doF  ■•  -,      f  ■  »     ».i«     •*         .| 

e  —  quand  les  ç(,  ru  augmentent  respectivement  de  oç,-,  oru  :  il  est 

connu  en  fonction  du   temps  puisque  les  perturbations  o;,.  or,,  le 
sont  par  les  observations. 

On  sera  donc  ramené,  comme  dans  le  cas  précédent,  à  connaître 
en  fonction  du  temps  les  valeurs  numériques  de 


/-O- 
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d'où  l'on  déduira,  exactement  de  la  même  manière,  les  valeurs  des 
paramètres  a,.  a2,  a3,  [3|,  t3j?  ,33.  dont  dépend  le  mouvement 
képlérien  de  la  planète  perturbatrice,  et  la  masse  m  de  cette 
planète. 

La  seule  dilïerence  est  que  l'équation  (i3)  e^l  remplacée  par  la 
suivante  : 

('«-/-jT'^-S^t-^-jf'»^"-- 

où  le  second  membre  est  connu  en  fonction  du  temps  par  l'obser- 
vation ('). 

On  voit  donc  que,  dans  tous  les  cas,  l'observation  permet  de 
déterminer  la  fonction  perturbatrice,  ou,  pour  mieux  dire,  les 
paramètres  constants  dont  on  suppose  à  l'avance  que  celte  fonction 
perturbatrice  dépend. 


IV.  —  Cas  général  de  la  Mécanique  analytique. 

14.  Nous  allons  maintenant  revenir  au  problème  général  de  la 
Mécanique  analytique,  c'est-à-dire  à  la  transformation  l'un  dans 
l'autre  de  deux  systèmes  canoniques  quelconques. 

I  i  Nous  remarquerons  encore  que  celte  formule  (i4)  est.  comme  la  formule  (n), 
très  facile  à  obtenir  directement.  Nous  n'avons  plus,  cette  fois-ci,  les  équations 
des  forces  vives;  mais,  nous  avons,  à  la  place,  les  deux  suivantes  :  pour  le  mou- 
vement non  troublé 

£ -£)'"«<' v:«>  =  - 

et  pour  le  mouvement  troublé 

\li  ~  5ï)[F(Ç«'+8^";  T"'+&1^  0  +  «/(5i+85/;  '.,  -^„;  O]  =  *■ 

Retranchant  membre  à  membre,  il  vient,  en  négligeant  s-, 

(» -5)  <"«"/>  =  - 

équation  qui  peut  s'écrire 

4f       et  —  d SF  _ ? Èï. 

E  dt  +  '  dt  ~~    dt         °  ôt 
et  qui,  intégrée  entre  t{  et  /.  n'est  autre  que  l'équation  (i4)- 
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Nous  ne  changerons  pas  pour  cela   lc>  notations  :  nous  repre 
iniiis  nos  deux  systèmes  d'équations  canoniques  (A)  el  (B)  consi- 
dérés  au  11"  7;  seulement,  maintenant,  la  fonction  perturbatrice  ef 
n'est  plus  supposée  très  petite ,  le  paramètres  peul  acquérir  des 
\  aleurs  notables,  par  exemple  la  valeur  i . 

Nous  ne  changeons  pas  non  plus  la  méthode,  nous  conservons 
les  formules  de  transformation  (5),  la  fonction  a*  satisfaisant  tou- 
jours  à  l'équation  de  Jacobi  (()). 

Développanl  cette  fonction  s-(;r,:  r„;  t)  suivant  les  puissance 
de  e,  nous  avons  vu  au  n° 7  comment  les  coefficients  successifs  t,. 
a2,  ...,  <t/s,  ...  pouvaient  se  calculer  chacun  par  une  quadrature. 
Nous  allons  montrer  que  le  coej fficient  nu  'le  e*  dans  ce  dévelop- 
pement contient  (  t     -  t0  /'  en  facteur.  La  série 

sera  donc  convergente,  même  si  t  est  grand,  pourvu  que  (t —  t0) 
soit  assez  petit .  El  alors  le  problème  sera  entièrement  résolu,  au 
moins  pour  les  petites  valeurs  du  temps,  parles  formules  de  trans- 
formation (5),  ainsi  qu'il  a  été  annoncé  au  n°  9. 

Tout  d'abord  on  voit  sur  la  formule  (9)  que  t(  contient  (t  —  t0) 
en  facteur  puisqu'il  s'annule  pour  t  =  t0. 

Ensuite,  le  calcul  de  ?■>  s'effectue  exactement  comme  celui 
de  a-,,  par  une  formule  analogue  à  (9),    en  mettant  le  signe   de 

quadrature    /     par-devant  le  second  membre  de  l'équation  (6)fer 

exprimé  au  moyen  des  constantes  d'intégration  C.  Or  on  vérifie 
immédiatement  que  ce  second  membre  de  (6)ter  est  lui-même  ^\c 
l'ordre  de  (t  — t0).  Doue  t2  est  de  l'ordre  de  \t —  t0)~. 

De  proche  en  proche,  on  vérifiera  sans  peine  que  le  second 
membre  de  l'équation  (fyquaCer  qui  donne  rrk  est  de  l'ordre  de 
(t —  £o)*~'«  Donc  07.,  qui  s'obtient  en  plaçant  le  signe  de  quadra- 
ture /  par-devant  ce  second  membre,  est  de  l'ordre  de  (  t  —  t0)*, 
comme  nous  voulions  l'établir. 

15.  Nous  terminerons  par  une  remarque  sur  un  cas  très  parti- 
culier en  apparence,  mais  en  réalité  très  général  :  nous  allons 
supposer  que   la  fonction  caractéristique   F   du   système   (A)   est 
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identique  me  ni  nulle,  si  bien  que  les  :,.  rj  seronl  des  constantes. 
I ..-  -\  stème  I  B  i  devenu 

dt  àyt  '  dt  an 

esl  alors  un  système  quelconque  d'équations  canoniques  (en  y 
faisant  croître  i  jusqu'à  i)  dont  les  formules  (5)  donneront  les 
intégrales  générales,  Les  :,.  r,  jouant  le  rôle  de  constantes  d'inté- 
gration.   L'équation    (6)  à    laquelle    doil    satisfaire    la    fonction 

7tx,:  r„  :  /  |  est  devenue 

On  voil  toute  l'analogie,  presque  l'identité,  de  cette  remarque 
avec  ce  théorème  classique  de  Jacobi  :  Si  Ion  possède  une  inté- 
grale complète  7{x,:  r,,:  t\  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

'  ot         J  \       dxi      J 

contenant  n  constantes  arbitraires  r,,.  ri2.  ....  r,,,.  on  sait  écrire 
immédiatement  les  intégrales  générales  des  équations  (B)' .  La 
seule  différence  est  que  les  v,,  figurent  explicitement  dans  l'équa- 
tion i  i  Ji  et  pas  dans   l'équation  (16). 

La  méthode  exposée  permet  de  développer  <x  suivant  les  puis- 
sances des.  Eu  taisant,  dans  cettesérie,  e  =  i ,  elle  convergera 
pour  les  petites  valeurs  du  temps,  ainsi  qu'il  a  été  dit  au  n°  14  : 
nous  observerons,  d'ailleurs,  que  cela  est  tout  à  fait  évident  dans 
le  cas  où  la  fonction  caractéristique  y  du  système  (B)' ne  dépend 
pas  explicitement  du   temps,  puisqu'alors  l'équation  (i5)  s'écrit 


t'it)        J  \  "        ÙXi) 


•  i  son  intégrale  ~  peut  être  développée  suivant  les  puissances  de 
la  variable  :  /.  ou,  si  l'on  préfère,  de  la  variable  e {t  —  /<>)• 

\u  p  nui  de  vue  formel,  et  pour  les  pentes  valeurs  du  temps. 
ii  résolution  du  système  d'équations  canoniques  (B)  esl  ainsi 
complète. 
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SUR  LES  SOMMES  ABÉLIENNES  DE  VOLUMES  CYCLIDO-CONIQUES  ; 
I'ai;    M.     \.   BU11L. 


I.  .1  étudie  brièvement,  dans  ce  qui  suit,  la  somme  des  volumes 
coniques  Limités,  dans  un  cône  quelconque,  par  les  quatre  cloisons 
que  ce  cône  détermine  dans  une  cyclide  quelconque. 

D  après  la  formule  de  Stokes  ou,  plus  exactement,  d'après  sa 
loniic  particul ière 

dx    dy     dz 

r  r  fd¥        àG        àli\, 


àG 
ày 


dz  ] 


(%x 


%y 


V  :\  d~=    l 


où  F,  (i,  II  sont  homogènes  d'ordre  —  2,  la  somme  abélienne  en 
question  est  exprimable  soit  comme  intégrale  de  surface,  soil 
comme  intégrale  de  ligne.  Dans  de  tels  cas,  c'est  l'intégrale  de- 
ligne  qui  s'impose  en  fin  de  compte  car,  pour  définir  le  cône,  on 
ne  doit  se  donner  que  le  sommet  et  le  contour  S  sur  lequel  s'ap- 
puient les  génératrices.  Les  volumes  attachés  à  une  surface  pou- 
vant être  considérés  comme  des  intégrales  de  surface,  la  loi-mule 
précédente  a  un  rôle  tout  indiqué.  On  y  retrouve  alors  une 
expression 


dx 


àG        d\\ 

dy         dz 


ayant  une  forme  rationnelle  connue,  pour  laquelle  il  s'agit  notam- 
ment de  décider  si  F,  G,  H  seront  rationnels  aussi.  C'est  une 
recherche  difficile  en  général  et  qui  joue  un  rôle  capital  dans  la 
Théorie  des  Jonctions  algébriques  de  deux  variables  de 
M.  Emile  Picard  (t.  II.  p.  {7N  et passim). 

Mais  ici,  il  se  trouve  que  la  chose  est  très  simple  et  c'est  ce  que 
j'ai  voulu  noter. 

Les  belles  recherches  de  M.  G.  Humbert,  sur  les  applications 
du  théorème  d'Abel  à  la  Géométrie,  permettent  de  prévoir  qu'il  y 
a  bien  aussi  quelques  remarques  géométriques  intéressantes  à 
faire  quant   au  sujet  précédent  ;  j'utilise  notamment  le  Mémoire 


(6o 
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Sur  quelques  i>r>>i>ri<:i<:s  des  aires  sphériques  (Journal  de  Ma- 
thématiques, 1 888  i. 

(  )u,iiii  à  ceux  de  mes  propres  travaux  auxquels  je  fais  allusion, 
encore  qu'il  ne  soit  point  indispensable  «le  s'y  reporter,  ce  sont 
surtout  les  Mémoires  relatifs  à  la  formule  de  Stok.es  publiés,  dans 
les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  à  partir 
de  1910. 


2.   Considérons  la  surface  algébrique  d'équation 

I    I  )  ■?/#!  H"    Çf>«l    -1  -H...- .  "    'fi  +    ?0  =    °- 

Soit  un  contour  fermé  quelconque  ï.  tout  à  fait   indépendant 

de  la  surface  (1  .  servanl  de  directrice  à  un  cône  0-.  Ce  cône  dé- 
termine, sur  (1),  m  cloisons;  entre  chaque  cloison  et  le  sommetO 
du  cône,  on  conçoit  un  volume  conique  ~,  et,  pour  la  somme  des 
///  volumes  ainsi  définis,  on  a 


<«) 


2WK- 


T«»  1'"     / 


rfff. 


L'intégrale  double  esl  prise  sur  nue  cloison  ~  établie  de  façon 
quelconque  sur  le  contour  S;  celle  cloison  n'a  donc  aucune  rela- 
tion avec  la  surface  (1).  En  l'élément  d<s  de  n  on  considère  une 
normale  de  cosinus  directeurs  oc,  (3,  y. 

Si  l'on  pose 


(3) 


A  = 


:j?; 


9/zi-i  Q/«— 2 


?'" 


on  a  là  une  expression  homogène  d'ordre  —  3.  Si  on  lui  donne  la 
forme 


1  i) 


dF       ai  : 


o\l 


dx 


ày 


avec  F,  G,  Il  homogènes  d'ordre  -  -  2,  la  tonne  particulière, 
indiquée  pour  la  formule  de  Stokes,  permet  d'écrire  (2)  sous  la 
forme  remarquablement  symétrique 


(5) 


2-JC 


dx     d y     ds 


F       G       II  [ 
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De  plus,  I" .  <■.  If.  d'après  i  [)  el  d'après  La  rationalité  de  A,  >ont, 
en  général,  des  expressions  rationnelles  augmentées  d'un  terme 
logarithmique.  Telle  est  la  forme  du  théorème  d'Abel  particu- 
lière à  la  question  :  elle  porte  à  étudier  les  surfaces  plus  particu- 
lièremenl  simples  el  remarquables  pi  mu-  lesquelles  i  5  )  s'exprimera 
sans  termes  logarithmiques.  Nous  allons  voir  que  les  cyclides 
les  plus  générales  sont  <!<•  telles  surfaces. 

15.  Par  définition,  une  cyclide  esl  une  surface  quartique  qui 
passe  deux  lois  par  le  cercle  imaginaire  de  l'infini  (1).  De  ce  fait, 
on  peut  lui  attribuer  immédiatement  l'équation 


:n  laqiicl le 


r*  -+-  i  A,  /•-  -f-  ;ju  -+-  jjt i  -+-  u0  =  o 

r2—  xï  _^  yt  _j_  Z2 


el  où  À|.  'j-2-   J-t-  ;j-o  S(,nt  des  polynômes  homogènes  dont  le  degré 
est  indiqué  par  l'indice. 

L'origine  O  est  alors  un  point  tout  à  fait  quelconque  par  rap- 
port à  la  cyclide.  Ce  rôle  quelconque  ne  sera  pas  altéré  par  une 
rotation  du  trièdre  des  coordonnées  qui  permettra  de  ramener  u2  à 

la  forme 

2KP,=  2K(Ax*-l-By*--hCz*) 

et,    pour  équation  de   la   cyclide,   non-,   pourrons  écrire  définiti- 
vement 

i  6  )  /•'*  -2P,r2-'2  KF,  —  4  m5  Q,  -+-  n  <  =  o 

en  posant 

Pi  =  /;./;  +  ky  -+-  /  z,         Qi  =  ax  H-  hy  -t-  cz. 

Les  coefficients   K,   m   sont  superflus   mais  destinés  à   rendre 

(')  Les  deux  exposés  fondamenlaux  concernant  les  cyclides  sont  vraisembla- 
ment  l'Ouvrage  de  Gaston  Darboux  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de 
surfaces  algébriques  (1872;  réimpression  1896.  \.  Hermann)  et  le  Mémoire  pu- 
rement géométrique  Sur  les  surfaces  cyclides  de  M.  G.  Humbert  {Journal  de 
l'École  Polytechnique,  i885). 

Un  excellent  et  récent  Ouvrage  de  M.  C.-M.  Jessop,  de  Cambridge,  intitulé 
Quartic  Surfaces  with  singular  points,  contient  un  Chapitre  sur  les  cyclides  où 
sont  habilement  résumés  les  résultats  les  plus  importants  dus  aux  deux  géo- 
mètres précédents.  J'ai  écrit,  pour  le  présent  Bulletin  (  p.  i/p  ).  une  analyse  de  ce 
nouvel  Ouvrage. 

Bull,  des  Sciences  mathe'm.,  2'  série,  t.  XLI.  (Décembre  1917.)  25 
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l'équation  (6)  homogène  par  rapporl  à  toutes  les  lettres  (jui  v 
figurent;  cela  permettra  d'exprimer  les  volumes  qu'il  s'agit  d'étu- 
dier comme  quantités  homogènes  du  troisième  ordre  par  rapport 
aux  longueurs. 

Ceci  posé,  on  écril  immédiatement 


- 


P?       tfKP,Pï        i/»?<», 


Remarquons  que 

P,  P,        A  h  .v  h-  B k  y  -±  C  Iz        i  /  oY       dG 


(xi-h  y-^r-  Z*)1 


2  \àx    '    dy 


en  posant 


(8) 


F  = T^r- — i —, 

/.   (G  — B)s2-4-(A—  Bi.rî 


G  = 


(a72-|-j2-H^2JS 


H_  /  (A  —  C)a-8-t-(B  —  «:i,r- 

"    2  (a^I-J-j,! -+-**)! 


Dès    lors,   le    second    membre   de  (2)  est    la   somme  des  trois 

expressions 

8    C   r  {  hx  -f-  k  y  -+-  J*  I3 


l  9  ) 


ï/jC 


_     i  .r-  -+-  J'î-H  -s-  )3 


(*x-'6y-':z)<h. 


{ IO  J  '  /     /         ,  ^«.4-  ■»«-■-  -2>2       l  «*  H"  P.T  +  Y3)  *> 


(II) 


4m2/X 


.?"-♦-*»)" 


—  (ar-r-  3_x  -f-  y  3  )  «<*• 


^î+/2+;-2)2 


susceptibles  d'interprétations  géométriques  remarquables,  et,  en 
outre,  d'une  quatrième  intégrale  de  surface  d'une  forme  plus  par- 
ticulière à  la  question.  Cette  quatrième  intégrale,  d'après  la  forme 
de  la  formule  de  Stokes  déjà  invoquée,  peul  se  remplacer  immé- 
diatement par  l'intégrale  de  ligne 


(12) 


\L 


dx     dy    dz 


F       G       H 
en  laquelle,  bien  entendu,  F,  (i.  II  sont  les  expressions  1  8  1. 
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i.  Etudions  maintenant  les  interprétations  géométriques,  en 
effel    très    remarquables,  qui    se    peuvenl   donner  des    intégrales 

doubles  (()),  (10),  (l  l). 

Soii  d'abord  la  sphère  passant  par  l'origine 

(S,)  ^2-t-  jk2+32—  i(hx  +  ky-^lz)  =  o. 

Le  cône  OS  y  détermine  un  seul  volume  sphéro-conique  r,  qui 
peut  être  évalué  par  la  formule  (2);  ce  volume  a  alors  exactement 
l'expression  (9). 

Rappelons  en  outre  que,  si  l'on  considère  une  sphère  de  centre 
(«,  &,  c)  et  de  rayon  R,  le  cône  OS  y  découpe  deux  cloisons 
d'aires  To  et  7,,  la  différence  de  ces  aires  étant 

/on  ,  r.  r  r  ax  -+-  by  -+-  cz        a 

(i3)       g8-ffl  =  4RjJff(a?2+/+g2)2(«^+Pr-i-ïz)^. 

Donc,  si  Ton  considère  la  sphère 
(S,)  (*  —  ay-h(y  —  by+-(z  —  cy=  m* 

et  si,  pour  cette  sphère,  la  différence  (i3)  est  o2,  on  voil  immédia- 
tement que  l'expression (1 1)  est  mo.2. 
Si  enfin  on  considère  la  sphère 

(S.)  (— Tr)  -^--k)  +(*-XJ   b=k" 

et  si,  pour  cette  sphère,  la  différence  (i3)  est  83,  l'expression  (10), 
au  signe  près,  est  Ko:i. 

En  résumé,  l'expression  (2),  c'est-à-dire  la  somme  abélienne 
des  volumes  coniques  déterminés,  par  le  cône  OS,  dans  la 
cyclide  (6),  est  exprimée  par 


(i4)    :i+»io,-Ko3+K   /    — 


dx  x  h  [(B  —  A)jk2+(G  —  A)*»] 
dy  y  k  [(C-B).3*-t-(A-B)tf*] 
dz      z     l     [(A  —  G)a?2+(B  —  G)j2] 


Grâce  aux  précautions  prises,  ce  résultat  est  manifestement  homo- 
gène et  du  troisième  ordre  par  rapport  aux  longueurs. 

O.   11  est  maintenant  visible  que  l'expression  (1  \)  peut  être  con- 
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sidérée  comme  une  somme  d'intégrales  de  ligne  ne  contenant  sous 
les  signes  d'intégration  que  des  tractions  rationnelles  eux,  y.  z. 

Des  applications  immédiates  de  la  formule  de  Stokes  trans- 
forment les  différences  d'aires  sphériques,  telles  que  (i3),  en  de 
telles  intégrales  de  I  ium*  :  c'est  ce  résultat  qui  a  été  obtenu  direc- 
tement par  M  .  G.  Humbert . 

Il  v  a  quelque  chose  de  complètement  analogue  pour  le  volume 
sphéro-conique  -,.  comme  je  l'ai  montré  dans  mon  Quatrième 
\I(:moire. 

Enfin  les  travaux  de  \1 .  G.  Humbert  et  les  miens  ont  fait  con- 
naître un  certain  nombre  d'intégrales,  telles  que  le  second  membre 
de  (5),  qui,  pour  exprimer  certains  êtres  géométriques,  contien- 
tient  des  fonctions  rationnelles  F.  G,  II  de  constitutions  diverses. 
Il  convient  d'y  adjoindre  l'intégrale  explicitement  écrite  en  (i  4) 
qui.  ajoutée  à  de-  termes  déjà  étudiés  eu  d'autres  questions, 
exprime  une  -munie  abélienne  de  volumes  evelido-coniques. 
voilà  pour  le  poinl  de  vue  analytique. 

(>.  Au  point  de  vue  géométrique,  la  décomposition  (i4)  peut 
suggérei  (\<">  rapprochements  également  intéressants.  Ainsi  la 
cyclide  (f>)  est  le  lieu  de  la  cyclique 

(i5)  /-—  2P,  =  */..         X/'î-h  aKPj—  4  m-Qi—  n*  =  o, 

variable  avec  le  paramètre  À.  Or  toutes  ces  cycliques  sont  tracées 
sur  des  sphères  concentriques  à  i  S,),  la  sphère  (S,)  étant  celle 
dans  laquelle  le  cône  02  détermine  t,. 

<  )n  peut  aussi  se  proposer  d'étudier  les  cas  où  disparaît  l'inté- 
grale explicitement  écrite  dans  {\  \). 

Gela  arrive  notamment  pour  //.  / .  /  nuls,  ce  qui  fait  disparaître 
aussi  (9)  et  (10).  La  cyclide  esl  alors  rapportée  à  son  centre,  au 
sens  général  de  ce  mot.  La  somme  abélienne  (2)  s'exprime  alors 
uniquement  par  une  différence  d'aires  sphériques,  cas  spécia- 
lemenl  étudié  dan-  mon  Cinquième  Mémoire  et  dans  une  Xotedes 
Comptes  rendus  <  19  mars  1917). 

L»é  cas  \  I!  (]  réduit  la  somme  (i4)«àses  trois  premiers 
termes.  Alors  la  seconde  équation  (1 5)  représente  une  sphère,  tout 
comme  la  première.  Il  s'agit  alors  d'une  cyclide  dégénérée  pour 
laquelle  I  une  des  générations  possibles,  comme  surface  cerclée, 
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c>!  immédiatement  en  évidence.  Mais  il  est  justemenl  remarquable 
qu'une  cyclide  puisse  dégénérer  de  manière  à  contenir  des  sommes 
abéliennes  de  volumes  coniques  exprimables  par  des  volumes  el 
des  aires  sphéro-coniques. 

7.  Entre  l'époque  de  la  rédaction  de  cette  l\ole  et  celle  de  la 
correction  des  épreuves,  les  Principes  de  Géométrie  analytique 
de  Gaston  Darboux  ont  été  publiés,  précédés  «railleurs  de  fort  peu 
par  la  mort  de  leur  illustre  auteur.  Que  la  disparition  du  Maître 
permette,  au  moins,  de  dire  toute  l'admiration  soulevée  par  sa 
dernière  publication  didactique;  il  y  a  là  un  livre  prodigieux, 
absolument  incomparable  parmi  ceux  de  titre  aussi  modeste.  Il 
reprend  l'étude  des  cyclides,  reproduit  toul  ce  que  contenait 
l'Ouvrage  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  sur- 
faces algébriques  et  y  ajoute  encore. 

Ce  m'est  une  bonne  fortune  que  d'être  revenu  à  l'étude  des  cy- 
clides peu  avant  le  moment  où  Gaston  Darboux  allait  réattirer 
l'attention  sur  elles.  Il  se  pourrait  que  ces  surfaces,  qui  ont  déjà 
si  brillamment  illustré  certaines  théories,  telles  celle  de  l'inver- 
sion et  celle  des  coordonnées  pentasphériques,  puissent  illustrer 
encore  la  théorie  des  intégrales  attachées  aux  surfaces  algébriques  ; 
ce  qui  précède  est  une  minime  contribution  en  ce  sens.  Il  me 
faudra  vraisemblablement  y  revenir,  ne  serait-ce  que  pour  profiter 
de  la  symétrie  particulièrement  remarquable  présentée  par  la  cy- 
clide de  Dupin. 
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Young  (W.-H.).  —  On  régions  and  sets  of  régions  (i-35). 

Une  région  est  une  partie  du  plan  qui  peut  être  recouverte  par  des  triangles 
empiétant  les  uns  sur  les  autres  ou  qui  peut  être  engendrée  par  un  triangle 
mobile  et  de  forme  variable. 

Tout  point  intérieur  au  moins  à  un  triangle  est  dit  intérieur  à  la  région. 

Tout  point  extérieur  à  tous  les  triangles  est  dit  extérieur. 

Tout  point  qui  n'est  ni  intérieur  ni  extérieur  est  dit  point  de  coupure  (edge 
point). 

Si  l'on  ne  tient  compte  que  des  points  intérieurs  à  une  région,  on  peut  tou- 
jours la  supposer  engendrée  par  une  suite  dénombrable  de  triangles;  mais  en 
opérant  ainsi  on  peut  laisser  des  points  de  coupure,  qui  deviennent  des  points 
extérieurs. 

Les  points  extérieurs  se  divisent  en  points  extérieurs  ordinaires  et  points 
extérieurs  limites.  Ces  derniers  sont  définis  par  la  propriété  que,  en  décrivant 
autour  de  l'un  d'eux  comme  centre  un  cercle  quelconque,  il  y  aura  dans  ce 
cercle  des  points  intérieurs  à  la  région.  Si  tous  ces  points  font  partie  de  la 
région,  celle-ci  est  dite  close.  Les  points  extérieurs  limites  et  les  points  de  cou- 


(l)  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  t.  XXXIV,  1910,  p.  yo. 
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pure    onl  compri     sous  la  dénomination  commune  de  points  frontière,  et  leur 
■  n  •  mble  forme  ce  qu'on  appelle  la  frontière  de  la  région. 

Tout  point  frontière  qui  a  la  propriété  que,  dans  tout  cercle  ayant  ce  point 
comme  centre  il  5  a,  outre  ce  point  lui-même,  à  la  fois  des  points  intérieurs 
et  des  points  extérieurs,  sera  nommé  un  point  de  bordure  (rinij,  et  leur 
ensemble  sera  nommé  la  bordure  de  la  région.  Ces  points  forment  un  ensemble 
parfait  de  points  qui  n'est  fiente  nulle  p;irt. 

Supposons  qu'une  région  close  puisse  être  placée  tout  entière  entre  deux 
droites  perpendiculaires  à  une  même  direction  L)  et  de  distance  e,  la  limite 
inférieure  de  e  est  dite  largeur  (spann)  de  la  région,  dans  la  direction  D.  La 
limite  supérieure  des  largeurs  de  la  région,  dans  toutes  les  directions,  est  dite 
1,1  largeur  de  la  région.  I  ne  région  finie  est  une  région  qui  a  une  largeur 
finie. 

Une  série  de  points,  dense  nulle  part,  et  telle  que.  étant  donnée  une  quantité 
quelconque  <■■  si  l'on  décril  de  chacun  de  ces  points  comme  centre  un  cercle 
de  rayon  inférieur  ou  égal  à  e,  ces  cercles  engendrent  une  région  dont  la  lar- 
geur dans  aucune  direction  ne  décroît  indéfiniment  lorsque  e  décroit,  est  dite 
n  n  arc  de  courbe,  ou  simplement  une  courbe. 

Dans  ce  -eus.  ni  un  point,  ni  un  segment  de  droite  ne  sont  des  courbes,  mais 
une  ligne  polygonale  en  est  une.  La  courbe  de  Péano,  qui  remplit  un  carré, 
n'est   pas  non  [dus  une  courbe,  de  ce  point  de  vue. 

On  appelle  courbe  fermée  une  courbe  telle  qu'étant  donnés  deux  quel- 
conques de  ses  points  P  et  Q,  la  courbe  peut  être  divisée  en  deux  arcs  de  courbe 
tels  que,  avec  P  et  0,  ils  constituent  la  courbe  tout  entière,  tels  de  plus  que  P 
et  Q  soient  des  points  limites  de  chaque  arc,  et  qu'aucun  point  d'un  des  arcs 
ne  soit  un  point  limite  de  l'autre. 

Lorsque  la  bordure  d'une  légion  unie  est  un  arc  de  courbe,  et  que  la  frontière 
de  celte  région  ne  se  compose  que  de  points  de  bordure,  la  région  est  dite 
simplement  connexe.  La  courbe  bordure  n'est  pas  nécessairement  une  courbe 
fermée.  Ce  n'est  pas  non  plus  nécessairement  une  courbe  de  Jordan  (courbe 
dont  les  points  sont  en  relation  biunivoque  avec  <eu\  d'un  segment  de  droite). 

Si  une  suite  dénombrable  de  régions  M,,  R2,  ...,  U  ,  ...  est  telle  que  cha- 
cune soit  à  l'intérieur  de  la  précédente,  si  les  largeurs  de  Rn  dans  deux  direc- 
tions  ne  décroissent  pas  indéfiniment,  si  de  plus  les  points  communs  à  tes 
régions  forment  un  ensemble  qui  n'es!  dense  nulle  part,  ces  points  communs 
forment  un  arc  de  courbe. 

Pour  plus  de  simplicité  l'auteur  s'est  borné  à  la  considération  de  l'espace  à 
deux  dimensions,  mais  beaucoup  de  ses  résultats  s'étendent  sans  difficulté  à 
celui  à  n  dimensions. 

Glaisher  (,/.-JJ  .).  -     The  arithmelical   fonctions  P(m),Q(m), 
n  ,„  i  (36-48). 

L'auteur,  dans  un  article  précédent  ('),  a  défini  quatre  fonctions  arithmé- 
tiques :  >.(//)>,  P(m),  0;m),  U(rn),  et  il  a  démontré  que  la  fonction  \(m) 
Satisfait  a   la    relal  ion 

>.  (  m ,  m.,  )  =  A  (  ///,  1  /,  (  m.  ) 


Voir  Bull,  des  Se.  math.,  t.  XXXIV,  1910,  p.  38. 
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lorsque  m,  et  in„  sont  deux  entiers  premiers  entre  eux.  On  suit  l'importance 
d'une  telle  relation  pour  une  fonction  arithmétique.  Dans  <e  nouvel  article, 
railleur  démontre  la  même  propriété  pour  les  fonctions  I'("0  et  il{m).  Quant 
à  la  fonction  Q(/h),  il  démontre  qu'elle  jouit  de  la  même  propriété  lorsque  //<, 
el  m.,  ne  sont  pas  tous  les  deux  =  3  (mod/f).  Si  ce  dernier  cas  se  présente,  la 
relation  précédente  est  remplacée  par 

Q(m1m3)  =  -3Q(/n1)Q(m3). 

L'auteur  s'appuie  sur  la  propriété  suivante  : 
Soit 

\rn  —  a-  ■+-  p2  +  •■-  -K  S2, 

4  W    =    [A"  +   V-  -+-  p2  -f-    7  ' 

(a,  jï,  ...,  5  entiers  impairs,  /?;  et  w  premiers  entre  eux). 

Soit 

i  i 

a  =  (-i)î  a,  .    .,         7'  =  (-  i)2  7. 

En  posant 

V  —  -  (  —  a';j.'  +  |3'v'+  v'p'    -  8V  ), 

B         -  (      ■;[>.'  +-  8'  v'-f-  a';,'   -  V  -'  ), 

C  =  -(      8'u.'  —  y'v'+  p'p'-)-a'<T'), 

D=-(      p'ji'+o'v'— S'p'-j-T'c'), 
on  a 

',(A-+P.î+G:+  D-)  =  (<x2+p2+r2+82)  (u.2-h  v2-+-  p2  +  s2), 

de  sorte  qu'à  tout  couple  de  décompositions  de  \m  et  ^w  en  sommes  de  quatre 
carrés  impairs,  correspond  pour  ^mw  une  telle  décomposition. 

Cette  propriété  est  facile  à  démontrer;  mais  l'auteur  s'appuie  aussi  sur  la 
réciproque,  à  savoir  que  toute  décomposition  de  f\mw  en  quatre  carrés  impairs 
s'obtient  ainsi.  Cette  réciproque,  il  n'a  pu  la  démontrer;  il  l'a  vérifiée  sur  des 
exemples  particuliers. 

Hardy  [G. -If,).  —  On  Kummer's  séries  for  logT(a)    (49-53). 

Démonstration  nouvelle  de  la  formule  de  Kuinmer  : 

logT(a  )  =  (i  —  a)logT  +  ( a)  C log  sin  a~ 

(o<a<  i). 


i  %i  si  n  2  ma  %  log  2  m 


La  démonstration  s'appuie  sur  le  développement  en  série  de  Kourier  de  la 
fonction  Ç(s,  a,  w)  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  5  autres  que  des  nombres 
entiers  positifs  et  pour  toutes  les  valeurs  de  a  et  w  dont  la  partie  réelle  est 
positive  par  l'équation 


r,  x        r(i—  s)    /"«—(—h)-» 

Ç  (  5,  a ,  IV  )  = /    -£ : 

2 1:       J        1  —  e~MU 
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où  le  contour  d'intégration  pari  du  point  à  l'infini  sur  l'axe  des  x  >■  o  [mur  3 
revenir,  après  avoir  entoure  l'origine,  niais  aucun  autre  zéro  de  1—  e— "'"; 
d'ailleurs  ( — u)s~ '  est  défini  comme  étant  égal  à  e  * -■'  l«ïl— "),  log( — «)  étant 
réel  pour  (/  réel  el  négatif  et  rendu  uniforme  pour  une  coupure  le  long  de  l'axe 
des  x>o.  C'est  une  généralisation  de  la  fonction  I(s)  de  Riemann. 

Ce   développement   en    série    obtenu,    on    passe    à    la   fonction    logr(a,  w) 
définie  par  la  formule 

1       r(fl>"')  d  -  ,  X 

log — -  =  -r  -  (  s,  a,  (v  )s=0. 


On  obtient  ainsi  une  formule  un  peu  plus  générale  que  celle  de  Kummer  : 
logr  (a.  „■,  =  (  -  -  ,)  log  (  -  j  +  (  -  -  -  j  C   -  -  log  (  ,  ...  -  j 
—  log^ 


^--t-  -(•<=!<■) 


On  retrouve  la  formule  de  Kummer  en  faisant  a  =  i. 


Hardy  (G. -H.).  —  On  double  Fourier  séries  and  especiallv  tliose 
wliich  represenl  the  double  zeta-function  with  real  and  incom- 
mensurable parameters  (53-^g). 

La  méthode  du  Mémoire   précédent  par  laquelle  on  a    développé  en  série  de 
Fourier  la  fonction    Ç (s,  a,  w),  s'applique    aux   fonctions   «   d'ordre  supérieur. 

Soit 

r  .                    ,       r(i  —  s)    f    er—(  —  uy  ldu 
Ç. (s,  a,  w.,  (v,)  =   /   — -, 

le  contour  d'intégration  et  la  valeur  à  prendre  pour  ( — a)5-1  étant  définis 
comme  précédemment.  On  suppose  de  plus  — -  réel  et  irrationnel,  et  l'on  se  pro- 
pose de  développer  cette  fonction  en  série  double  de  Fourier 

■^     «A  -"' h  — 

x  y. ciive  (°n  a  p°sc  a  — a  +  p)" 


Le  calcul  des  coefficients  c  est  aisé.  Reste  à  prouver  que  la  série  obtenue 
représente  bien  la  fonction  Ç,.  Pour  cela,  l'auteur  établit  plusieurs  théorèmes 
généraux  relatifs  aux  séries  doubles  de  Fourier.  Il  étend  aux  fonctions  de  plu- 
sieurs variables  les  méthodes  et  les  résultats  de  Jordan  relatifs  aux  fonctions 
d'une  variable  à  variation  bornée;  en  particulier,  il  montre  que  ces  fonctions 
sont  développables  en  séries  de  Fourier  doubles  de  la  forme  indiquée  plus 
haut  et  il  applique  ces  résultats  à  la  fonction  Ç2. 

L'auteur  donne  une  autre  expression  de   ',,   toujours  dans    le  cas    de  — -  réel 


REVUE  m*: S  PUBLICATIONS. 
el  irrationnel,  à  savoir 


Ç,  (s,  a,  iv,,  (V,)  =  Iim  l"(  i  —  s) 


iv,  _î»2ïi'\         h», 


la  sommation  s'étendant  aux  valeurs  des  entiers  ni,  n  autres  que  zéro  et  tels 
que 


2  m  ~  \        \ini-.  \ 

et      soient  plus  petits  que  H. 

»l       I  I      lV2       I 


C'est  une  modification  d'une  autre  formule  donnée  par  l'auteur  dans  les  Cam- 

bridge   Philosophical  Transactions  (vol.  XX,  part  I)   et    s'appliquant  au  cas 

*v. 
où  —  n'est  pas  réel.   L'auteur   compare   celte    formule   à    celle   donnée   par  le 
tv2  r 

développement  de  Fourier. 

Miller  i  G.-  /.  )•  —  Groups  of  subtraction  and  division  (80-87). 

Etude  des  groupes   engendrés    parles  deux   substitutions    n\yj — «|    ou    st 

et  n    —  ou  s„  :  /.,  y,  étant  des  constantes. 
I  n  "       '    '  - 

Chacune  de  ces  deux  substitutions  étant  d'exposant  2,  la  recherche  de  ces 
groupes  revient  à  la  recherche  de  l'exposant  de  s,*.,,  c'est-à-dire  de  l'entier  /. , 
s'il  existe,  tel  que  (s1s:.)k=  1. 

Lorsque  /,=  o,  A'  =  2  ;  lorsque  y.,  = /,,  /,-  =  3;  lorsque  yj  =  2  y,,  h  =  \  ; 
lorsque  y;  =  3  y,,  k  =  6. 

En  supposant  y,  et  /.,  rationnels,  ce  sont  les  seuls  cas  où  /."  existe.  En  sup- 
posant y,  et  /„  irrationnels,  il  y  a  une  infinité  d'autres  cas. 

M"  Grâce  Chisholm  Young.  —  On  ihe  form  of  a  certain  Jordan 
curve  (87-91). 

Construction  d'une  courbe  de  Jordan,  à  contenu  positif.  Cette  courbe  se 
compose  de  segments  de  droite  et  chaque  segment,  une  fois  placé,  n'est  plus 
dérangé  dans  les  constructions  ultérieures,  ce  qui  dislingue  cette  construction 
d'autres  données  antérieurement.  La  courbe  est  à  l'intérieur  d'un  carré  de 
coté  1,  et  son  contenu  peut  être  un  nombre  pris  arbitrairement  entre  o  et  1. 

Elliot  (E ,-B.  |.  —  On  absolute  orthogonal  covariants  and  their 
sources  (  Ç)i-io5). 

Tout  gradient  (fonction  entière  homogène  des  coefficients)  est  la  source  d'un 
covariant  absolu  orthogonal  pour  une  forme  binaire  (a0,  a,,  . . .,  a  )  (x.  y  )f 
ou  la  somme  de  deux  sources.  Un  covariant  absolu  orthogonal  est  une  expres- 
sion qui  reste  invariable  pour  toute  transformation 

x  =  X  cos6  —  Y  sin  8,        y  =  X  sinô  -+-  Y  cos6, 
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et  qui  reste  invariable  ou  est  multipliée  par  — i  pour  les  transformations 
x  =  X  cosO  4-  Y  sio9,        y  =  X  sin6  —  Y  cos6. 

De  plus,  ip  —  m  (i  =  degré  du  gradient,  m  degré  le  plus  petit  possible  du  co- 
variant)  est  pair.  La  démonstration  repose  sur  un  théorème  de  M.  Berry,  à 
savoir  que  ce  covariant  a  un  annulateur  de  l'une  des  deux  formes: 

[A'+m2]  [A»+(in-a)«] [A»+a»]A, 

[A*+i»M [A'-M2], 

suivant  que  m  est  pair  ou  impair.  A  étant  l'opérateur: 


da, 


<)a, 


Pa„ 


da. 


I'  <in 


\ indication  au  cas  m  =  ip.  Isolation  des  sources  de  différents  degrés  m, 
m  ■+■  2,  ...;  m  —  a, \pplication  au  théorème  d'algèbre  suivant  : 

«  Soit  (i  le  gradient  le  plus  général  de  degré  i  ;  si  l'on  écrit  que  A2G  et  G  sont 
identiques  à  un  facteur  numérique  près  — 8,  on  obtient  des  équations  linéaires 
homogènes  par  rapport  aux  coefficients  de  G.  En  écrivant  qu'elles  sont  compa- 
tibles pour    les   valeurs   non    toutes   nulles  de  ces  coefficients,  on   obtient  une 

i  .  (j»  +  i)!,    ,    , 

équation  de  degré  - —    .        de  la  torme 


c.,,+ 


»  Cette  équation  en  8  admet  les  racines  (ip)2.  {ip  —  '■'■)■,  ...,  wij  (/»0=o 
ou  i,  suivant  que  ip  est  pair  ou  impair).  Elle  les  admet  toutes  et  n'en  admet 
pas  d'autres.  » 


liasse t    |    / 

121  i . 


•//.). —  On  trinodal  and  quadrinodal  quinties  (106- 


Si  l'on  écrit  l'équation  générale  d'une  quintique  trinodale  rapportée  au 
triangle  qui  a  les  trois  nœuds  (points  doubles)  comme  sommets,  puis  si  l'on 
transforme  cette  équation  en  remplaçant  chaque  coordonnée  par  son  inverse, 
on  obtient  l'équation  d'une  quartique  sans  nœud,  circonscrite  au  triangle  de 
référence. 

Donc  toute  propriété  d'une  telle  quartique  en  donne  une  pour  la  quintique 
primitive.  Suivent  quelques  exemples,  en  particulier  des  propriétés  des  quin- 
tiques  trinodalcs  dans  lesquelles  les  tangentes  aux  nœuds  sont  toutes  doubles. 

Ces  six  tangentes  sont  tangentes  à  une  même  conique.  Si  l'on  joint  deux 
nœuds,  la  droite  ainsi  obtenue  coupe  la  quintique  en  un  cinquième  point  :  les 
l  roi- points  ainsi  obtenus  sont  en  ligne  droite;  par  ces  points  passent  des  tan- 
gentes doubles  à  la  quintique,  etc. 

Pour  les  quintiques  quadrinodales,  l'auteur  établit  différentes  formes  d'équa- 
tions  générales,  par   exemple   S'j  u  ■+■  SU>  -+-  Sj  iv  =  o,  où    S,,  S2,  S3  sont   trois 
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coniques  passant  par  les  quatre  nœuds,  et  u,  v,  w  trois  lignes  droites.  Résultats 
particuliers  pour  les  quintiques  quadricuspidales. 

Toujours  par  la  transformation  qui  remplace  chaque  coordonnée  par  son  in- 
verse,  on  en  déduit  des  propriétés  des  quartiques  uninodales  et   unicuspidales 

relativement  à  un  triangle  de  Poncelet  (à  la  fois  inscrit  cl  circonscrit). 

Cunningham  i  Allait  \.        Ilaupl-exponents  of  2,  with  a  table  for 
ail  primes  ^  10000  (i 22-1 45). 

Le  haupt-exponeitl,  c'est-à-dire  l'exposant  principal,  ou  plus  simplement, 
connue  on  dit  en  France,  l'exposant  d'un  entier  a  par  rapport  à  un  module  N. 
c'est  le  plus  petit  entier  \  tel  que  a- ~  1  (  mod  N).  Cet  exposant  est  toujours 
un  diviseur  de  o  (  N  ). 

Cette  définition  suppose  a  et  N  premiers  entre  eux. 

L'article  de  M.  Cunningham  donne  des  procédés  pour  calculer  simplement  cet 
exposant  lorsque  a  =  2,  et  que  les  facteurs  premiers  de  N  appartiennent  à  cer- 
taines formes  linéaires.  Ce  calcul  repose  sur  des  théorèmes  dont  nous  citons 
quelques-uns  comme  exemples.  D'ailleurs,  certains  de  ces  théorèmes  ont  été 
trouvés  par  induction  et  n'ont  pas  été  démontrés  (//  désigne  un  nomhre  pre- 
mier, les  congruences  sont  mod/)). 

Si  p  —  8n  ±  i,  alors  2    2     =  1 . 

/'-' 
Si  p  =  Srrs  ±  3,  alors  2    -    =  —  1. 

Si  p  =  8n-+-  1 ,    ce     qui    entraine    p  —  (  \  a  ±  1  )-  4-  16  p2  =  (  !\  y  ±  1  )-  -+-  8  o2 

/'-■ 
(  3,  Y  de  même  parité)  et  si  3,  y  sont  impairs,  alors  2    '•     =— 1  ;    si    3,  y  sont 

/'-' 
pairs,  alors  2     '•     =  1 . 

/'-'  3  /'-' 

De  plus,  dans  ce  dernier  cas,  où  >    *    =ci.si  a  -+-  -  est  impair,  alors  >    8    =  —  1; 

si  st+  -  est  pair,  alors  2     s  :    1   (non  démontré). 

Règle  du  même  genre  pour   2    t«    ;  règles  particulières   lorsque   p  =  X<+Y' 

ou  /?=  i(  V  -:-  Y1). 

/'-■ 
Si  /)  =  (in  +  1,  ce  qui  entraine  p  =  A2+3B-,  alors  si  B  =  3  3  dbi,  on  a  2     ;i         1 

et  si  B  =  3  3,  on  a  2    3    =  1 . 

Règles  analogues  mais  plus  compliquées  pour  2     ■>      lorsque  p  =iotn-hi  et 

aussi  pour  2    »     ( n  premier  >5)    lorsque   p  =  m-  H-  1.   Ces  dernières  règles 
conduisent  d'ailleurs  souvent  à  des  calculs  impraticables 

'— '  ,  \"+ V  1  X"+Y"       , 

Règles  pour    2    "    .dans  le  cas  ou  p=  — —  ou  —  — r; r— >  etc. 

01  ^X  +  YnX-f-i 

Comme   application  soit  p  =  1777,  d'après   les  règles  précédentes   2    8      si 

— — -  P  — l  ■  P  ~    ' 

et  2    's    s  —  1,  donc  \  est  un   diviseur   de  - — r—  ou   222,  mais   non   de — — 

'  8  i*» 
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ou  m;  d'autre  part.  2     '     =i,  donc  %  est  un  diviseur  de  — = —  ou  592;  on  en 

conclut  que    ;  =  2   ou  -\.   On  voit  immédiatement   que    \    n'est    pas    égal  à  2, 
donc  <•  =  "]!\. 
L'article  se  termine  par  la  Table  mentionnée  dans  le  titre. 

Hardy  [G. -II.).  —  On  the  function  Pp(#)  (146-172). 
Il  s'agit  de  la  fonction  définie  pour  p>i  par  la  formule 


p.f->-IÎ(,+â 


L'auteur  démontre   que    cette    fonction    est    représentée    asymptotiquement 

par(') 

1        A 

(2ir)     2p(  —  x)    2asin  Lit(— ^)PJ  e  P  s=i    i 

Cette  formule  est  valable  dans  un  certain  domaine,  comprenant  en  particulier 
l'axe  des  x  réels  négatifs. 

Lorsque  p<i,  la  fonction  V  (x)  existe  encore,  elle  est  alors  donnée  par  le 
produit  infini 


où  /■  est  le  plus  grand  entier  contenu  dans  -• 

0 

On  a  pour  ces  valeurs  de  p,  sauf  pour  celles  qui  sont  inverses  d'un  entier,  la 

valeur  asymptotique  de  Pr(x) 

1 
•  I  11  7t  - 

(—  2tzx)     ^2  sin  |.it(  —  x)?\  e  p 

La  formule  donnée  pour  p  >  1  s'applique  aussi  pour  p  complexe  à  partie  réelle 
plus  grande  que  1,  dans  un  certain  domaine  limité  par  des  courbes  de  forme 
spirale. 

On  peut  se  demander  comment  se  comporte  la  fonction  P  (x)  lorsque  x  croit 
indéfiniment,  niais  en  dehors  du  domaine  précité.  Le  cas  de  p  réel  a  déjà  été 
étudié  par  M.  Wiman.  M.  Hardy  montre  que  le  cas  de  p  complexe  est  analogue,. 
le  iule  joué  par  l'axe  des  x  étant  joué  ici  par  une  certaine  spirale. 

Le  Mémoire  donne  ensuite  la  démonstration  du  théorème  suivant  : 

«  Si  p  >  2,  les  racines  suffisamment  grandes  de  l'équation 

Pç(x)  —  a„x"-+- . . .  -+-  an 
sont  données  approximativement  par  la  formule  —  A?(A  =  1,  2,  ...)  si  p  >  2  et 


(')   Voir  l'erratum  de  la  page  J78  du  Volume  analysé. 
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par  la  formule 

(i  sin  *Yeïp7t'  I  (  •,,-  )?-  iY/j  +  i)  p»  (  -/'-  >?  '  log  (2/>)] 

si  i  <  ?  <  2.  » 

Suivent  quelques  résultats  relatifs  au  cas  où  p<.i, 

Le  Mémoire  se  termine  par  une  formule  asymptotique  relative  a   la  fonction 

Q(*)  =  XI(I+  §)        (<7>1)- 

On   a 

—  x  \        log  q        ) 

H  restant  fini. 

Glaisher  (J.-W.-L.).  —  On  séries  for  -  and  —  (  173-198). 

Ces  séries  sont  tirées  de  formules  relatives  à  des  fonctions  elliptiques  dans  le 
cas  où  ces  fonctions  dégénèrent.  L'auteur  trouve  ainsi  trente  et  une  séries,  dont 

par  exemple 

2         1  i2  .-.3- 


2M        2V.-.0' 


K^y-^à)-11!^)' 


Basset  (A.-B.). —  On  quinquenodal  and  sexnodal  quinlies  (199- 
2i4). 

Dans  l'article  précédemment  analysé,  l'auteur  avait  discuté  les  quintiques  à 
3  ou  4  points  doubles;  dans  celui-ci,  il  s'occupe  des  quintiques  à  5  et  6  points 
doubles.  Il  donne  leurs  équations  sous  différentes  formes.  Par  exemple,  l'équa- 
tion d'une  quintique  à  ô  points  doubles 

S:W  +  SXU  4-aPY«2=  °; 

a,  p,  y  sont  les  cotés  du  triangle  formé  par  trois  des  points  doubles;  1  une 
conique  passant  par  ces  trois  points,  arbitraire  d'ailleurs;  U  est  une  droite  pas- 
sant par  les  deux  autres  points  doubles;  S  une  conique  passant  par  les  cinq  points 
doubles;  W  est  une  droite  arbitraire.  L'auteur  cherche  les  conditions  pour  que 
quelques-uns  de  ces  points  doubles  soient  des  points  de  rebroussement.  Mêmes 
questions  pour  les  quintiques  à  6  points  doubles.  Il  montre  qu'une  quintique 
binodotricuspidale  peut  s'obtenir  en  partant  d'une  parabole,  en  effectuant  une 
inversion,  puis  une  projection,  puis  la  transformation 

«  P  Y 

Il  démontre  qu'il  existe  une  conique  passant  par  les  quatre  points  de  rebrous- 
sement et  tangente  à  la  quintique  en  ses  points  d'inflexion. 
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Parmi  les  quintiques  à  <>  points  doubles,  on  peut  remarquer  les  quintiques 
ayant  un  point  quadruple.  Discussion  des  différentes  formes  que  peuvent  pré- 
senter ces  courbes.  Propriété  des  quintiques  tritacnodales  (trois  points  doubles 

avec  inllcxions  ). 

Burnside  <  Il  .  i.  —  On  simply  transitive  groups  of  prime  degree 

(2  I  5-221  ). 

Toul  groupe  de  permutations  transitif  île  degré  premier  est  ou  bien  double- 
ment transitif,  ou  bien  métacyclique.  Nouvelle  démonstration  de  ce  théorème 
s'appuyant  sur  la  propriété  arithmétique  suivante  :  «  Soit  le  polynôme 

\,rr  4-  Al.r3£+  A,a;*s-t-  . . .  +  Ar_,a;a'"  '  ; 

/■  est  un  diviseur  de  p —  1  {p  premier),  x  est  une  racine  primitive  de  la  con- 
gruence  ar=i  (mod/;).  les  A  sont  des  coefficients.  Si  ce  polynôme  est  tel 
«[n'en  y  remplaçant  x  successivement  par  les  p  racines  pièmes  f]e  l'unité,  les 
résultats  obtenus  soient  ces  p  racines  /^èmes;  alors  r  —  1  des  A  sont  nuls,  et 
le  /-ième  est  une  racine  /j'ème  de  l'unité.  » 

Elliot  (E .-13.).  —  On  secpiences  ç,,  ç2,  ...  such  lliat  th<:  conver- 
gence or  divergency  ofS  (';„//«)  is  decided  by  l lia L  ofSu,,  (222- 
226). 

Démonstration  des  cinq  lliéorèmes  suivants,  dont  le  deuxième  et  le  troisième 
sont  dus  à  M.  Hadamard, 

I.    Si 


est  convergente  et  que  lim;n>=  0,  alors  les  deux  séries    Sw,  et  Sm„;„  sont  ou 

n  =  « 

bien  toutes  les  deux  convergentes,  ou  bien  toutes  les  deux  divergentes  mais  non 
vers  l'infini,  ou  bien  toutes  les  deux  divergentes  vers  l'infini.  (Une  série  diver- 
gente vers  l'inlini  est  une  série  où  S„  croît  indéfiniment.) 

Réciproquement,  pour  que  ces  circonstances  se  présentent  quels  que  soient 
les  un,  il  est  nécessaire  que,  les  %  satisfassent  aux  conditions  imposées  plus 
haut . 

2.   Si 


est  convergente,  alors    si    -itn  est    convergente.  ~Kn\n  l'est    aussi.  Réciproque- 
ment, comme  dans  I . 

:;.  si 


esl    convergente,   alors  si    S«B  est  divergente,  Z\nun  l'est  aussi.    Réciproque- 
ment. . . . 

i.    Si 
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est   convergente   ei   que  lim  ;  -    o.  alors  si    X//„  ne  diverge   pas  vers   l'infini, 

-:,//„  est  convergente.  Réciproquement. .. . 

5.  s. 

\t_  I       M «_  I    ,    i  j_        j_\ 

est  convergente  et  si  :„  croit  indéGniment  avec  n,  alors  si  S«B  est  divergente, 
-;„»„  est  divergente  à  l'infini.  Réciproquement.... 

Mille]-  i  G. -A.  ).  —  A.  new  chapter  in  irigonomelry  (226-23  j  1. 

Application  de  quelques  propriétés  du  groupe  engendré  par  deux  opérateurs 
d'ordre  2  (en  général  non  permutables)  aux  formules  de  trigonométrie. 

Glaislier   1  J.-ll  .-L. ).    —    On    the    expansion  of   f    k"F(<o)d/i 

«  n 

and    /    k"E(<&)d/x,  F(<ï>)  and  E(4>)  being  ihe  legendrian  elliptic 
intégrais  (235-2-6). 

Les  séries  obtenues  procèdent  suivant  les  puissances  de  «I»,  lang-<l>,  sin<l>  cl 

suivant  les  multiples  de  '!>.  Les  théorèmes  fondamentaux    d'où    ces  développe- 
ments sont  tirés  sont  les  suivants  : 

/V     F(^)dA-=(1J^,î)(1)a7yr)-/LD\-f-(J"-'JÎ]    f^-cl*. 

J0  '-.)-...(2«)2  J  SIU'l. 


«-HFW*  =  (D'+  ^Z^nZ?  Unn  «-  ;  «■ 


rf'1 
égalités  symboliques  dans  lesquelles  Dh  veut  dire-; — r- 
J  n  1  ^(|,/i 

L'auteur  déduit  de  ses  formules  certaines  séries  pour  le  calcul  de  —  d'ailleurs 

déjà  données  flans  un  article   précédent,   et  aussi   la    valeur  de  certaines  inté- 
grales définies. 


Bateman  <  //.  ).  —  A  type  of  hyperelliptic  curve  and  llie  transfor- 
mations connected  with  il  (277-286). 

Il  s'agit  d'une  courbe  d'ordre  n  ayant  un  point  multiple  O  d'ordre  // — 2,  de 
la  transformation  qui  fait  correspondre  à  tout  point  M  le  point  situé  sur  OM 
et  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport  aux  deux  points  simples  d'intersec- 
tion de  OM  avec  la  courbe,  et  des  courbes  qui  se  transforment  en  elles-mêmes 
par  celte  transformation.  Ces  courbes  passent  par  les  points  de  contact  des 
tangentes  menées  de  O  à  la  première  courbe.  Extension  île  quelques-uns  de  ces 
résultats  aux  surfaces. 
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Miller  (G. -A .). —  Groups  generated  hy  opéra  tors  which   Irans- 
form  each  other  inlo  tlieir  pokers  (286-288). 

Si  une  série  d'opérateurs  est  telle  que  chacun  d'eux  transforme  chacun  des 
autres  en  son  inverse  ou  en  son  cube,  ces  opérateurs  engendrent  le  groupe 
hamiltonien  d'ordre  2",  sauf  lorsque  tous  les  opérateurs  sont  d'ordre  2.  Dans  ce 
■  as,  ils  engendrent  le  groupe  abélien  d'ordre  1"  et  de  type  (1,  1,  ...). 

Si  un  groupe  non  abélien  est  engendré  par  deux  opérateurs  qui  se  trans- 
forment l'un  l'autre  respectivement  en  leurs  puissances  d'exposants  2.  fi,  le 
groupe  est  complètement  défini  par  oc  et  [3  chaque  fois  que  l'un  des  nombres 
a  —  1,  £  —  1  est  un  nombre  premier  et  l'autre  une  puissance  de  ce  nombre  pre- 
mier, et  cela  a  lieu  seulement  dans  ce  cas. 

Toute  série  d'opérateurs  tels  que  chacun  transforme  n'importé  quel  autre  en 
une  puissance  de  ce  dernier,  engendre  un  groupe  abélien  ou  un  groupe  méta- 
abélien. 


Bames  (E.-W.).   —    The    asymptotic    expansion  of   ihe    lune- 
lion    (ii./.  9)  =    7    — 7-1   and    llie   singularities   of 

—  r(n  +  i)  (  11  -+-  0  j 

71  =  0 

^(^Q)=2^ë(289-3i3). 

n  =  0 
Le  développement  asymptotique  de  la  fonction  ('■  est 

(1  — 8)...(«  — 0) 


G  (x,  0)  =  l'(fJ)(—  .rr'J+e*y 


formule  valahle  si  l'argument  de  x  est  >o  cl  <  2z. 

La  série  du  second  membre  est  divergente.  Sa  somme  est  entendue  à  la  façon 
ordinaire;  elle  est  égale  à 

(i-0)...(«     -fi)        .!,(.*) 


2 


h(x)  ,  .  ..,,_. 

ou        ,  , ,    tend  vers  zéro  lorsque  x  croit  indéfiniment. 

Des  deux  termes  de  la  formule,  c'est  le  premier  qui  domine  lorsque  l'argument 

de  x  est  >  ->  c'est  le  second   dans  le    cas  contraire.    Dans  ce    second   cas,  la 

formule,  obtenue  en  supprimant  le  premier  terme  s'applique  encore  si  l'argu- 
ment x  est  nul. 
Les  zéros  de  la  fonction  sont  donnés  par  la  formule 

—  2/titi  —  (6  —  i)logn       logr(0)-!-(i-     8)  log2T:-t-  ¥—— '—   +e„, 
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n  étant  un  grand  entier  positif  on  négatif,  et  zn  tendant  vers  zéro  lorsque  n  croit 
in  défi  ni  ment. 

La  fonction  g  (.T.  0)  définie  pour  |  ./■  |  <  1   par 

—  n  4-  0 

/î  =  0 

est  liée  à  la  précédente  par  la  formule 

g(x,Q)  =  —.   |  G(xz,  6)log(  —  z)e~zdz; 

D  est  un  contour  qui  entoure  une  demi-droite  issue  de  l'origine  et  située  au- 
dessus  de  Ox.  Le  développement  précédent  de  G  donne  alors  pour  g  les  résul- 
tats suivants  :  la  fonction  g  n'a  pas  d'autre  singularité  que  x  =  1,  et  l'on  a 

g{x,  8)  =  —  x  ôiog(i  — .r)-t-<I>(.r), 

<t>(x)  étant  une  fonction  régulière  dansles  environs  de  x  =  1.  On  a  d'ailleurs, 
pour  R  (x)  >  -1 

yi  (1  —  x)n  (6— i)...(8  —  n)  /i 


<]>(x)  =  C.X   e-t-  >    l -rr1-     - r- -(-+...+•-): 

G  étant  une  constante  =  'j'(i)  —  <H®)'  en  posant 

6  —  n  (  n  -+-  8  ) 


On  a  aussi,  pour  |  log.r  |  <  21  et  arg  (1  —  x)  <  -, 

>.,    1(6) 
»  =  1 


g(x,  8)  =  —  af9log(i  —  .r)  +  Cz-°-f-  a;  6log,r  —  aT0  V  "  '""'  ,x — -  C  loga;)", 
les  S„  étant  les  polynômes  de  Bernoulli. 


Basset  (A.-B:).  —  Cumpound  singularises  of  curves  (3i3-328). 

Généralisations  au  moyen  de  la  théorie  de  la  transformation  birationnelle  de 
certains  résultats  obtenus  clans  un  Mémoire  précédent  ('). 

La  transformation  employée  est  la  suivante  :  soit  C  une  conique  et  A  un 
point;  à  tout  point  P  du  plan  on  fait  correspondre  l'intersection  P'  de  AP  et 
de  la  polaire  de  P.  L'expression  analytique  de  cette  transformation  peut  être 
mise  sous  la  forme 

•j.y.  -.   pv'  =  "/'• 

Etant  données  les  singularités  d'une  courbe,  on  peut  en   déduire  les  singula- 


1  '  1   Voir  ce  Bulletin,   t.  XXXIV..  p.  98. 
Iiull.  des  Sciences  mathém.,   <:  série,  1.  \LI.  (Février  1917.)  !!.■ 
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rites  de  la  courbe  transformée,  d'où    une    méthode   de   transformation  des  pro- 
priétés des  singularités. 
L'auteur  énonce,  sans  le  démontrer  en  général,  le  théorème  suivant  : 

«  Soient  B  et  C  les  points  de  contact  des  tangentes  à  C  issues  de  A.  Soient 
deux  courbes  ayant  chacune  une  certaine  singularité  en  un  point  C  de  BC. 
Supposons  que  ces  courbes  ne  coupent  pas  BC  en  d'autres  points  que  C,  B 
et  G.  Supposons  que  la  singularité  de  la  première  courbe  soit  dans  une  certaine 
relation  avec  la  droite  BC,  et  celle  de  la  seconde  courbe  dans  la  même  relation 
avec  la  droite  AC.  Alors,  lorsque  les  courbes  sont  transformées,  les  deux  sin- 
gularités en  A  sont  réciproques  l'une  de  l'autre.  » 

Glaisher  (J.-W.-L.).  —  On  the  intégral    /     k"  Kdk  (329-349). 

«-'0 

L'auteur  donne  des  développements  en  série  de  cette  intégrale,  laquelle  n'est 
d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  de  l'intégrale  /  k"  V  (  «I> )  dk  considérée  dans 
un  précédent  travail. 

Miller  (G. -A.).  —  On  the  commutators  of  a  group  of  order  pm 

(349-35?.). 

Dans  le  théorème  suivant,  p  désigne  un  nombre  premier. 

«  Tout  commutateur  d'un  groupe  d'ordre  p"1  transforme  en  lui-même  tout, 
sous-groupe  d'ordre  />m-?.  » 

Dans  les  théorèmes  suivants/?  est  supposé  différent  de  1. 

«  Si  l'ordre  d'un  groupe  est/?2"',  il  ne  peut  avoir  de  sous-groupe  cyclique 
commutateur  d'ordre  pm.  Si  un  groupe  d'ordre  p'"  contient  un  sous-groupe 
cyclique  commutateur  d'ordre  p°-,  alors  m>2s  +  i.  Si  m  =  2  a  H-  2,  il  y  a  un 
et  un  seul  tel  groupe.  » 

Lorsque  p  =  2,  on  am>a  +  i,etsim  =  a+2  avec  a  >  1,  il  va  trois  et 
trois  seulement  tels  groupes.  Si  a  =  1  il  y  a  deux  et  deux  seulement  tels 
groupes,  le  groupe  qualernion  et  le  groupe  octique. 

Stephenson  (Andrew).  —  On  a  class  of  forced  oscillations  (353- 
36o). 

Il  y  a  des  cas  dans  lesquels  une  oscillation  est  amplifiée  nu  maintenue  par 
une  influence  périodique,  d'une  période  égale  à  la  moitié  de  celle  de  l'oscilla- 
tion. Cet  effet  a  été  observé  expérimentalement. 

L'objet  de  l'auteur  est  de  démontrer  qu'un  effet  semblable  peut  se  produire 

lorsque  le  rapport  de  la  seconde  période  à  la  première,  au  lieu  d'être  égal  à  -> 

■>     1     2 
est  égal  approximativement  à  t,  -,  ->  -.  ■>  ■•••  Il  ne  semble  pas  que   ces  effets 

aient  été  déjà  observés.  La    méthode    employée    par  l'auteur  est.    celle    de   Hill, 
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déjà  employée  par  Rayleigh  dans  le  cas  du  rapport  égal  à  -,  mais   poussée  à  un 
ordre  d'approximation  plus  élevé. 

Hardy  ( G  .-IL).  —  On  certain  double  intégrais  (36o-3(><)  ). 
Il  s'agit  des  intégrales  du  tvpe  . 

/        /     f  {ex  -+-  by)  ^  (a' x  ■+■  b' y)  dx  dy, 
•  0     ^0 

a   b,  a',  b'  étant  des  constantes  réelles  ou  complexes. 

En    faisant   certaines    hypothèses  sur  /,  es,  a,  b,  a',  b' ,   Fauteur  obtient   une 
expression  de  ces  intégrales.  Comme  application. 

CL  \ 

R  (s)  >  o,  R(a  )  >  o,  R(6)  >  0,  —  non  réel,  ab' —  ba' ^  o  )  • 

On  a  aussi 

f      f     e-x-h-  (  ax  +  by)*~*  dx  dy  =  V  (  S  ~*~  ' } 

(  a.  b,  s  réels  et  >  o)  ; 

f       f     %s0  {ax  +  by)(a,x-hb'y)*-1  dx  dy 
JSB[;(«-«)x]r 


(s) 


ab'  —  ba' 


m -m 


[a,  6,  a',  b'  réels  et  positifs,  R  (s)  <  1,  ab' —  ba'  j=.  o],  et  des  formules  analogues 
lorsque  a,  b  ne  sont  pas  positifs. 

Hardy  ( B.-G.).  —  On  the  intégral  function 
*«,a,p(a?)  =  Y 


(369-378). 

a  et  p  sont  supposés  réels  (hypothèses  simplificatives  mais  non  essentielles), 
a  n'est  égal  ni  à  un  entier  négatif,  ni  à  zéro. 

Si  l'on  suppose  o  <  a  <  2,  on  a  la  formule  asymptotique 


1  P  a     «    ' 

*.,«.p(*)  =  (!+.««)  1/  — -*  ae 


SECOND L    l'A  HUE. 

(c  =  2,718,  ..-,îx  tend  uniformément  vers  zéro  quand  x  croit  indéfiniment). 
Cette  formule  est  vraie  daDS  un  domaine  D  formé  des  points  x  =  reA  pour  les- 
quels 

/•  -  R„. oit:  -+-  S  S.  6  S.  —  olt  —  S, 

■  -      -  2 

où  R0  est  grand  et  5  petit. 

Dawson  (H. -G.).  —  On  a  method   used  for  the  réduction  of  a 
ternary  quinlic  lo  llie  sum  of  seven  fifth  powers  (3^9-384). 

Si   une   forme    quintique    est    une  somme  de  sept  puissances  cinquièmes  de 
formes  linéaires 


y  _  (  lr  x  -+■  rnry  -+-  nr  «)5, 


r  =  \ 

11  1  •  1  1  1      •  1)        ô      à    . 

elle  est  annulée  par  les  operateurs  obtenus  en  substituant  — -,  — ,  —    ax,y,z 
^  r  Ox    dy    Oz  J 

dans  l'équation  de  toute  cubique  passant  par  les  sept  points  lr,  mr,  nr.  L'objet 

du  Mémoire  est  d'assurer,  par  l'emploi  de  cubiques  appropriées,  à    trouver  ces 

sept  points,  par  conséquent  les  sept  formes  linéaires. 

L'auteur  applique  sa  méthode  à  la  forme 

rz l  -1-  zx'  -+-  xyA  -t- y'1  zz ■+■  z"- x* -f-  x-yz ; 
les  résultats  sont  trop  compliqués  pour  trouver  place  ici. 

E.   Gahejv. 


JOURNAL  FUJI  DIE.  REINE  UND  ANGEWANDTE  MATHEMATIK  (»). 

T.  CXLIV,  1914. 

Il  or  n  (J .  ).  —  Les  intégrales  de  Laplace   solutions  d'équations 
différentielles  non  linéaires  (167-1891. 

L'équation  différentielle  linéaire  d'ordre- n  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions linéaires  de  x  est,  d'après  Laplace,  vérifiée  par  une  intégrale  définie 


y=fv{z)e™  riz. 


où  v(Z)  satisfait  à  une  équation  différentielle  linéaire  du  premier  ordre  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  de  z  de  degré  n.  La  méthode  de 
Laplace    s'applique   encore    aux    équations   différentielles    linéaires    d'ordre  n. 

I  '  1  Voir  Bull.  îles  Se.  math.,  t.  XL.,,  p.  19-40. 
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lorsque  les  coefficients  sonl  .1rs  fonctions  entières  de  x  de  1  legré  //:  la  trans- 
formée en  v(z)  es!  alors  d'ordre  />.  les  coefficient^  étant  de  degré  n.  Plus 
généralement  enfin,  la  méthode  s'appliquerait  aux  ('((nations  différentielles 
linéaires  dont  les  coefficients  seraient  des  séries  entières  :  la  transformée  en  v{z) 
serait  une  équation  intégrale  linéaire  du  type  de  Volterra. 

Dans  cet  article,  l'auteur  applique  la  méthode  de  Laplace  a   l'équation  diffé- 
rentielle non  linéaire  du  premier  ordre 

.,'     -g-    -,-y  =/(./■.  ^ 

ou  /.  est  un  entier  positif  et  J'(x,y)  est  développable  en  série  entière  conver- 
gente au  voisinage  de  x  =  o,  y  =  o  : 

f(x,y)  =  -Zk-^xxyV: 

Pour    /.  =1.  on  <.|>iicni   une   équation    intégrale   non   linéaire  pour    /.        1   un 
systè  m-  d'équations  intégrales  non  linéaires  du  type  de  Volterra. 

I .  L'auteur  pose 

.00  ' 

y  =  l      w(t)  e     ■  dl. 

■  0 

l'intégration  se  faisant  le  long  de  la  demi-droite  d'arguments  u>( —  iz  <  w       - 
On  a 


à  condition  qu'on  ail 


lim  e    x   !       {t  —  t  )"'•' _i  w(t)  dx  =  o         (V  =  i,  2, 
-  =   /       /  w(«)  e    ■'  cit. 


X  . 


On  a  ensuite 

dx 
Enfin,  on  a  l'expression  de  x'yv-  en  remarquant  que  y^  est  de  la  forme 

y.'—  f      (vv-(t)e    ■' •  dt. 

où    <vtt(<)  est  une  puissance  symbolique   résultant  de    la   loi    de  multiplicatioi 
composition)  symbolique  définie  par  la  formule 

wlwi(t)=  I     tv,  (t)  w„{t  —  -    d-.. 
•-  0 

D'après  cela,  l'équation  différentielle  donnée,  pour  />  =1.  devient 


r 


\\  e     v<lt  =  0 

R.2. 
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avec 


U.=  2  U,  =  1 

les  fonctions  Qa(t)  sont  des  fonctions  entières 

'/.  =  i 
Si  l'équation  intégrale  W  =  <>  admet  pour  sol  ut  ir.n  une  série  entière 


cette  série  entière  est  unique  :  ses  coefficients  sont,  en  effet,  déterminés  par  la 
condition  que  la  série 


r  =  £C<.*" 


satisfasse  (formellement)  u  l'équati lifférentielle  donnée. 

L'auteur  démontre  l'existence  d'une  solution    de    l'équation   intégrale,  soit  à 
l'intérieur  du  cerclr 

\  t\^\  —  b         (o  <e<i), 

soit  à  l'intérieur  du  secteur 

|arg^||--8         (o       8       - 

par  la    méthode    des   fonctions    majorantes,  qui    le    ramène   à   la    résolution    de 
l'équation  intégrale  transformée  de  l'équation 

v  =  1  A-^.t-' ■y.'-        ('/.  =  i.  a  =  o;  a  -t-  u 

Il  obtient  ainsi  une  solution  représentée  à  l'intérieur  du    cercle   |/|<i.  par 
une  série  entière  convergente:  dans  le  secteur  larg?|<- — 0,  on  a 

w(l)  |  -   Iw'l'l. 

K  et  u  étant  des  constantes  positives.  L'intégrale  de  Laplace  est  alors  solution 
de  l'équation  différentielle  donnée  dans  le  cercle  cR  (  —  )  >  -■ 

2.  Dans  le  cas  À>i,  l'auteur  suppose,  ce  qui  ne  restreint  en  rien  la  généra- 
lité, que  l'équation  est  vérifiée  formellement  par  une  série  entière 

s=Vc„   -. 

n  =  k 

Il  considère  alors  A  solutions  particulières  tio,  y. r,_,.la  solution  tj    étant 
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/.- 


En  supposant  x  dans  le  secteur 


2  m  - 

;n-r         ■ 


ÎTt 


3  -  3  - 

77       àT*x      -' 


pose 

A— 1 


X  =  x\        Yp(X)  =  J^Zie         k      T'..A<'    '■      '■'  (/>=o,  i,  ...,*- 1). 

m  =  0 

Les  fonctions  Y  (X)  satisfont  à  un   système  d'équations  différentielles  de   la 

forme 

^X2-^+Y/,=  atYp_1+aîY/)_5  +  ...+  apYa+SA^!Aii...X *Y*YÇ«... 

(p  —   0,   1,   .  .  . .  /, '  —  i  i.  i  >.  —  t,    ;j.0  —  ;j.!  =  .  .  .  —  ii  :    /,         fj.0         ;j.j  — .  .  .^  2). 

Ce  système  donne  naissance  à  un  système  d'équations   intégrales   non    linéaires 
ilu  type  de  Vol  terra,  que    l'auteur   traite  comme  relui   obtenu  pour   /.=i.  La 

solution  tv  (t)   est   régulière,  s<>it   dans    le    cercle     t\       — .  soit   dans  le   sec- 
leur  —  r.  <  arg£  <  ~.  On  a  alors 

y„=  V  a;/'  /       w  («)  e    a kdi        ( m  =  o,  i /.  —  i   , 

•^      •   o 
/'  =  « 

où  l'intégrale  est  étendue   à    la  demi-droite    d'argumenl    w;    la    variable    .r   est 

supposée  appartenir  à  la  portion  d'un  cercle  Si.  I  —  )  >  s  intérieure   au  secteur 

\  x  / 

-  _  Il  ?2jl 

; —   <  AVSX  <    ; —  • 


L'intégrale   t\m(x)    est   représentée  asj'mploliquemenl  dans   le  secteur  pré 
cèdent  par  la  série  entière  qui  vérifie  formellement  l'équation  différentielle. 

Cou  faut   (R-)-   —   Sur  les  théorèmes  d'existence    de    la   théorie 
du  potentiel  et  de  la  théorie  des  fonctions  (190-21  1  1. 

L'idée  si  suggestive  de  liiemann,  connue  sous  le  nom  de  principe  de 
Dirichlet,  peut,  comme  Hilbert  l'a  montré,  servir  de  point  de  départ  à  une 
démonstration  rigoureuse  du  théorème  fondamental  d'existence  des  fonctions 
potentielles;  cependant,  les  travaux  de  Hilbert  et  ceux  qui  s'y  rattachent  ne 
s'appliquent  pas  directement  à  des  problèmes  analogues,  tels  que  l'existence  de 
fonctions  sur  une  surface  de  liiemann  donnée,  des  intégrales  abéliennes,  des 
variables   uniformisantes   du    type    de    Schottky,  de   fonctions  a  itomorphes  de 
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groupe  donné.  L'auteur  se  propose  île  donner  un  procédé  de  démonstration 
simple  s'appliquant  immédiatement  à  tous  les  problèmes  précédents.  Il  suppose 
simplement  connue  la  résolution  du  problème  de  Dirichlet  dans  le  cas  du  cercle 
et  du  rectangle,  .hum  «jin-  l'existence  d'une  fonction  potentielle  régulière  dans 
un  rectangle,  prenant  sur  deux  côtés  parallèles  de  ce  rectangle  des  valeurs 
données  continues,  et  admettant  sur  les  deux  autres  côtés  une  dérivée  normale 
nulle. 

I.  Remarques  préliminaires.  —  Soient  Q,,  il.,,  .  .  .  une  infinité  de  domaines 
dont  chacun  est  limité  par  un  nombre  lini  de  courbes  situées  à  distance  finie 
et  formées  chacune  d'un  nombre  lini  d'arcs  de  courbe  analytiques;  soit 

fi  -  .  lim  Qn 

II  =    se 

le  domaine  formé  de  tous  les  points  appartenant  aux  domaines  iï„.  L'auteur 
appelle  intégrale  d'une  fonction',  étendue  aux  domaines  il.  la  limite,  quand  elle 

existe,  de  l'intégrale  de  cette  fonction   étendue  au  domaine  il,,. 
L'auteur  pose  de  plus 

Dt']=/^[(£),+ (£)>*■ 

Il  démontre  les  deux  lemmes  suivants  : 

Lemme  1.  —  Soit  ï>  [x,  y)  une  fonction  continué  dans  le  domaine  il, 
admettant  dans  ce  domaine  une  dérivée  continue,  sauf  le  long  d'un  nombie 
fini  d'arcs  de  courbe,  et  admettant  dans  il  l'intégrale  D  [<p].  Soit  une  bande. 
définie  par  les  inégalités  xl)  =  x  =  xl,  et  traversant  le  domaine  il.  Alors  il 
existe  une  valeur  x'  comprise  entre  xu  et  x{  telle  que  l'intégrale 


LM)'  (£)> 


étendue  à  la  portion  de  la  droite  x  —  x'  qui  se  trouve  dons  a.  existe  et  soit 

I  »  |  •  ] 
/dus  petite  que ! —  • 

.C,  Xf) 

LEMME  II.  —  Soient  pt(x,  y  /,  p2{x,  y  ),  ...  une  infinité  de  fonctions 
potentielles  régulières  dans  le  rectangle  H  limite  par  dis  parallèles  eux 
axes,  et  telles  que  l'intégrale  de  Dirichlet  D[p„]  étendue  à  H  tende  vers  zéro 
pour  n  infini;  si  les  valeurs  de  p„  en  un  jioint  I*  intérieur  à  \\  ont  une 
limite  c,  les  fonctions  p„  convergent  d<ms  tout  le  rectangle  R  vers  c,  et  cela 
uniformément  à  l'intérieur  de  tout  domaine  intérieur  à  R. 

vi  une  fonction  potentielle  u  est  régulière  à  l'intérieur  et  su;-  le  contour  d'an 
rectangle  lî.  son  intégrale  de  Dirichlet  L>  \u\  c-i  inférieure  à  l'intégrale  de 
Dirichlet  de  toute  autre  fonction  continue  ainsi  que  ses  dérivées  du  premier 
ordre  dans  le  rectangle  et  prenant  sur  le  contour  les  mêmes  valeurs  que  u. 
Cette  conclusion  n'est  plus  valable  si  u  n'est  pas  régulière  sur  le  contour. 
Cependant,  l'auteur  démontre  le  lemme  important  suivant  : 

Lemme  111.  —  Si  ••?  est  une  fonction  continue  a  l'intérieur  et  sur  le  contour 
d'un  rectangle  lî,  admettant  à  l'intérieur  de    I!    des  dérivées  du  premier 
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ordre  continues,  avec  une  intégrale  de  Dirichlet  D[-|  /////V,  tu  fonction 
potentielle  u,  régulière  dans  R,  qui  //rend  sur  le  contour  les  mêmes  valeurs 
que  cp,  admet  aussi  une  intégrale  de  Dirichlet  D  [u]  et  l'on  a 

D[«]:   D[<p]. 

L'hypothèse  l'aile  sur  les  dérivées  de  cp  peut  cesser  d'être  vraie  pour  un 
nombre  liai  de  parallèles  aux  côtés  du  rectangle. 

11.  Le  problème  avec  valeurs  aux  limites  de  la  théorie  potentielle.  — 
Soit  fi  un  domaine  qu'on  peut  supposer  tout  d'abord  limité  par  une  courbe 
de  Jordan.  Soit  f(x,  y)  une  fonction  continue  à  l'intérieur  et  sur  le  contour 
de  fi,  admettant  dans  Q.  des  dérivées  des  deux  premiers  ordres  continues  (sauf 
sur  un  nombre  fini  de  parallèles  aux  axes)  et  admettant  une  intégrale  de 
Dirichlet  D  [/]  dans  fi.  On  peut  se  proposer  le  problème  suivant  : 

Parmi  toutes  les  fonctions  continues  dans  fi  et  admettant  dans  fi  des 
dérivées  des  deux  premiers  ordres  continues  (sauf  sur  un  nombre  fini  de 
parallèles  aux  axes), prenant  de  plus  sur  le  contour  de  fi  les  mêmes  valeurs 
que  la  fonction  f.  trouver  celle  pour  laquelle  l'intégrale  de  Dirichlet  D[w] 
est  minima. 

L'intégrale  de  Dirichlet  de  toutes  les  fonctions  considérées  a  évidemmentune 
borne  inférieure  positive  d,  et  l'on  peut  trouver  une  suite  infinie  de  fonctions 
»,,  sp,,  ...  satisfaisant  aux  conditions  données  et  telles  que  l'on  ait 

lim  D[œ„]  =  d. 


n~  c 


Les  lemmes  précédemment  énoncés  montrent  que  l'on  a 
lim  D[  ©,(  —  cpm]  =  o. 


Cela  ne  suffit  pas  pour  affirmer  la  convergence  de  la  suite  <p„.  Pour  lever  cette 
difficulté  fondamentale  dans  la  théorie,  l'auteur  procède  de  la  manière  suivante. 
Il  décompose  fi  en  une  infinité  dénombrable  de  rectangles  R,,  R.,  R3,  ...  de 
côtés  parallèles  aux  axes  et  de  périmètre  tendant  vers  zéro,  de  manière  qu'à 
l'intérieur  de  fi  ne  se  trouve  aucun  point  lin  i te  de  l'ensemble  des  sommets  des 
rectaugles.  Il  désigne  alors  par  uh  la  fonction  qui,  à  l'intérieur  de  chaque  rec- 
tangle Rp,  est  une  fonction  potentielle  régulière  prenant  sur  le  contour  de  R, 
les  mêmes  valeurs  que  cpfc.  La  suiie  des  fonctions  uv  u.,,  u3,  ...  satisfait  aux 
conditions  imposées  par  l'énoncé  du  problème,  et  l'on  a 

lim  D[a„]  =  d. 

n  —  ao 

Cette  suite  est  convergente  et  sa  limite  u  est  une  fonction  potentielle  à  l'in- 
térieur de  9.  :  «m   a  de  plus 

D  [u]-d 

et  enfin,  lorsque  le  point  (x,  y),  intérieur  à  fi,  tend  vers  un  point  Q  du  contour 
de  fi,  la  fonction  u(x,  y)  tend  vers  la  valeur  de  la  fonction  donnée /en  0. 
Le  problème  proposé  est  ainsi  résolu. 
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Le  résultat  précédent  peut  se  généraliser  à  d'autres  domaines  :  il  suffit  que 
l'intégrale  de  Dirirlilet  !>[/]  exi?!e  et  que  tou  cercle,  de  rayon  aussi  petit 
qu'on  veut,  ayant  pour  centre  un  (joint  de  la  frontière  de  û,  contienne  d'autt es 
points  de  la  frontière.  Ou  peut  même  se  passer  de  l'hypothèse  de  l'existence  de 
l'intégrale  D  [  /"]. 

III.  Application    de   la    méthode   à    d'autres   théorèmes   d  'existence.    — 

La  méthode  précédente  s'applique  à  d'autres  théorèmes  d'existence  en  changeant 

convenablement  l'énoncé  du  problème  du  calcul  des  variations.  Si.  par  exemple, 

il  s'agit  il'-  l'existence    de   L'intégrale    de   deuxième    c~pçce  sur  une  surface  de 

Hiemann,  la    partie  réelle  u  de  cette  intégrale  devenant  infinie  en    un    point    P 

de  la  surface  de  Riemann  (se  =  o,  y  =  o)  qui  ne  soit  pas  un  point  de  ramifica- 

ros  a  .  ,         ,      ,  • .  ^      , .     ■ 

lion,  comme  — ^-,  on    peut    procéder    de    la    manière    suivante.    On  décrit  un 

cercle    K    de    rayon    suffisamment  petit  a  autour  du    point    P,  on   définit   une 

r  <■  •  ...    i  .  COSO  /'  COS  S  . 

fonction  '!•   discontinue,  coïncidant  dans  K  arec  *l  =  -  H L>  et  îden- 

/■  a- 

tiquement    nulle    en    dehors    de    K.    Le    problème    de    calcul    des    variations    à 

résoudre  consiste  alors  à  chercher,  parmi  toutes  les  fonctions -f  continues  ainsi 

que  leurs  dérivés  des   deux  premiers    ordres   sur  la    surface   de  Hiemann,  pour 

lesquelles  a    \-  <î»  est  continue  partout,  sauf  en  P,  et  qui  s'annulent  en  un  point  A 

donné  de  la  surface,  celle  pour  laquelle  l'intégrale  de  Dirichlet  est  minima. 

Ce  problème  se  résout  d'une  manière  tout  à  fait  analogue  au  précédent. 

IV.  Sur  la  correspondance  des  points  des  contours  dans  la  représentation 
conforme.  —  On  sait  que  lorsqu'on  fait  la  représentation  conforme  sur  un 
cercle  d'un  domaine  limité  par  une  courbe  de  Jordan,  il  existe  une  correspon- 
dance univoque  et  continue  entre  les  points  des  deux  contours.  Ce  théorème  a 
été  étendu  par  Cara théodory  au  domaine  .simplement  connexe  le  plus  général, 
en  remplaçant  les  points  du  contour  par  certains  points  de  la  frontière  (  Pri- 
menden  )  formant  un  ensemble  parfait. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  directe  de  deux  lemmes  établis  par  l'au- 
teur : 

Lemme  a.  —  Soit  f(z)  =  u  -H  iv  une  fonction  analytique  de  la  variable 
complexe  z  =  x-hiy,  définie  dans  le  voisinage  d'un  segment  rectiligne  S 
du  plan  des  z.  et  réalisant  la  représentation  conforme  de  ce  voisinage  su/- 

un  domaine  d'aire  finie;  soient   dr  /dus   C,,  C une   infinité  d'arcs  de 

courbe  analytiques  ne  se  coupant  pas  et  tendant  uniformément  vers  un 
segment  AI!  de  S.  Si  I  s  râleurs  de  f  :  tendent  sur  C„  vers  une  constante  c. 
f{z)  est  identique  à  cette  constante. 

Lemme  b.  —  Soit  u  (x,  y  j  une  fonction  potentielle  régulière  dans  un 
domaine  B  du  plan  des  xy ;  soit  P  un  point  qu'on  peut  atteindre  sur  la 
frontière  de  B,  et  soient  C,  et  C;  deux  courbes  analytiques  terminées  en  P 
et  ne  contenant,  en  dehors  de  P,  que  des  point*  intérieurs  à  B.  Si  u  tend 
vers  des  limites  quand  (x,  y)  tend  vers  P  sur  C,  et  sur  C.,,  et  si  ces  limites 
sont  différentes,  l'intégrale  de  Dirichlet  D  [u]  étendue  à  B  est  infinie. 

Si  13  est  limité  par  une  courbe  de  Jordan,  ces'lemmes  montrent  qu'à  tout 
point  de  cette  courbe  de  Jordan  correspond  un  point  et  un  seul  du  contour  du 
cercle  sur  lequel  se  fait  la  représentation  conforme  de  S    (en   réalité,    c'est  sur 
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nu  demi-plan  que  se  fait  cette  représentation).  Si  B  est  un  domaine  simple- 
ment connexe  quelconque,  les  points  de  la  frontière  de  I!  qui  interviennent  sont 
les  points  limites  des  ensembles  des  points  de  B  qui  correspondent  à  une  suite 
quelconque  de  points  du  cercle  tendant  vers  un  point  de  sa  périphérie,  (le  sont 
les  "    Primenden  »  de  Carathéodory. 

llellinger  (  k'rnst)  et  Toeplitz  (  Otto).  —  La  théorie  des  fonc- 
tions continues  et  la  théorie  des  formes  quadratiques  d'une  infinité 

de  variables  (  2 1  s>.-o.38). 

On  a  remarqué,  bien  avant  le  développement  systématique  de  la  théorie  des 
formes  quadratiques  d'une  inlinité  de  variables,  que  la  théorie  des  fractions 
continues  était  liée  d'une  manière  très  étroite  à  une  classe  particulière  de  ces 
formes  quadratiques,  à  savoir  les  formes  J  : 

J(x)     -  alx\    -    u  ,x\  -f-. .  . —  ib{xxX^ —  :<h..r._.i^      ... 

:2J  '"''''  "   'VW^       (^-^  o)- 
'/' 

Dans  le  cas  d'un  nombre  fini  de  variables,  la  transformation  orthogonale  qui 
change  la  forme  en  une  somme  de  carrés  est  fournie  facilement  par  les  déno- 
minateurs des  réduites  de  la  fraction  continue 


bi 


a,  —  X  - 


il  en  est  de  même,  en  un  certain  sens,  dans  le  cas  d'une  infinité  de  variables. 
Le  présent  article  ne  touche  qu'incidemment  à  celte  relation  entre  les  formes  J 
et  la  théorie  des  fractions  continues  :  son  but  est  proprement  de  rechercher  la 
signification  des  formes  J  dans  la  théorie  générale  des  formes  quadratiques  bor- 
nées à  une  infinité  de  variables.  Toute  forme  bornée  J  possède  en  effet  un 
spectre  continu  simple  et  des  nombres  fondamentaux  simples.  Les  auteurs 
démontrent  réciproquement  que  toute  forme  bornée  à  spectre  continu  simple 
et  à  nombres  fondamentaux  simples  (pouvant  être  à  l'intérieur  du  spectre 
continu  )  peut  être  transformée  orthogonalement  en  une  forme  J.  Les  formes  J 
apparaissent  ainsi  comme  des  éléments  simples  dans  la  théorie  générale  des 
formes  quadratiques.  De  plus,  chaque  forme  J  admet  une  représentation  nor- 
male, qui  dépend  essentiellement  d'une  fonction  non  décroissante  p(u.)  dont 
les  discontinuités  fournissent  les  nombres  fondamentaux  de  la  forme,  le  spectre 
continu  étant  formé  des  nombres  au  voisinage  desquels  la  fonction  n'est  pas 
constante.  Avec  la  fonction  p(u.)  interviennent  une  série  de  polynômes  iden- 
tiques aux  dénominateurs  des  réduites  de  la  fraction  continue  écrite  plus  haut 
et  qui  ont  fait  d'ailleurs  l'objet  des  recherches  de  P.  TchebychefT,  K.  Heine  et 
G.  Darboux. 

1.  Le  spectre  d'une  forme  J.  —  Les  coefficients  y.     (a)  de  la  forme  K  (X;  x) 
inverse  de  la  forme  i  (x)  —  \\L(x),  où 

K  (x)  =  x] -+-  x\  -\-. . . , 


. 
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sont  donné-,  par  un  système  d'une  infinité  d'équations  linéaires.  On  trouve  sans 
difficulté 

---,.,,-,      ;  -.  -,  -   ■  ;.        r    ,, ,. 

où  -„ ; /.  '  e~t  un  polynôme  entier  de  degré  a  —  i,  où  -g  (a)  est  le  poly- 
nome  ~  (  X)  construit  en  remplaçant  les  coefficients  at.  b.  par  ai+v  6,-+iî  où  c 
est  une  constante  et  «(a)  une  fonction  encore  inconnue.  Cette  fonction  peut 
se  déterminer  par  la  condition  que  ■/.,,(/,)  est  la  limite,  pour  n  infini,  du  coef- 
ficient •/.(1")(^)  ^e  la  forme  inverse  de  J(">(ar) — \Y,(x).  J(">(.r)  se  déduisant 
de  i(x)  en  ne  conservant  que  les  variables  xt,  x,: xn.  On  trouve  ainsi 


c5  u  •  >. 


b\ 


b\ 


et  cette  fraction  continue  est  sûrement  convergente  pour  toutes    les    valeurs    a 
situées  en  dehors  du  spectre  continu  de  la  forme  J. 
La  forme  J  peut  être  mise  sous  la  forme 

I  [x  •  "-  lu  c/-'  (J  :  X  »    \  '     \  :   '    ■ 

où  lintégrale  est  étendue  au  spectre  continu.  Les  fonctions  c(u.;  #)  et  e(Xa;ar) 
peuvent  être  obtenues  au  moyen  de  la  forme  K  (  a;  x).  On  a  en  effet 

li  m      /       Si  \-~-  K  (  a'    -  /a"  :  i"  j     dX'  =  -  (  /■  :  x  i  >      c  (  >.a  :  x  ). 

L'auteur  pose 

v'/.      =  1  i  ni    —    /        cR-l-r—  X.,  (X'       /a        (/'/.'—  Uni     /        ,i{     __(/("/,—/>,,,/>,  . 
r  =  «f:.',„         I'"  J  oJm         l<-  I 

Les  valeurs  obtenues  plus  haut  pour  les  coefficients  %     (a)  donnent  alors 
>,<"/.  '  f      ic,(V)i:,(V)rfp(V)        (XV*.). 

>a< 

Les    nombres    fondamentaux    Xa   sont  alors  les  points   de   discontinuité  de  la 
fonction  p(X),  et  si  oo  est  le  saut  de  cette  fonction  pour  Aa.  on  a 


d  01 


" 


!  -I 


Si  maintenant  on  considère  la  fonction  continue  non  décroissante 
p*(X')  =  p(>  V     3a        (XV  XJ, 


on  obtient 


d'où 
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»M(V)  =  f    itF(V)*,(V)rfp*(V); 

'X'l         ^  J 


29 


7  I  A   ;   X  » 


f 


dp*(V) 

avec 

t;(V)=  r  *f(V)<fp*(V). 

«^  /M 

Les  valeurs  trouvées  pour  c_(\;  a;)  et  »(V;  .r)  montrent  que  les  nombres 
fondamentaux  sont  simples,  ainsi  que  le  spectre  continu.  On  a  enfin  faci- 
lement 

"  U  '  =  /  VP~T'  JO>)=  fVï  r.},  (  |x  )  x,  (u.)  ,r;>.r,;  dp  (  u.  ), 

/'■'/' 

les  intégrales  étant  étendues  au  spectre  de  la  forme  J. 

Les  polynômes  ti  (  a)  forment  un  système  orthogonal  par  rapport  à  la  fonc- 
tion p(A)  prise  comme  base;  on  a  en  effet 


A 


(A)  ~  „(>.)  dp(  A,    = 


\i     si  p  =  g, 

\o     si  p  ^  q. 


2.  Formes  à  spectre  continu  simple.  — Les  auteurs  partent  maintenant,  réci- 
proquement, d'une  forme  réelle  bornée  K  à  spectre  continu  simple  et  supposent 
d'abord  que  cette  forme  n'a  pas  de  speclre  ponctuel,  soit 


K(x)  =  f: 


d^  p,-(V 


] 


do(i; 


=  Zk    xx. 


dYpJV 


=P 


(/" 


rfp(À) 

A  la  fonction  continue  non  décroissante  p(  A)  on  peut  associer  une  suite  de 
polynômes  it,  (À),  -.(a),  ...,  tt(à)  étant  de  degré  p  —  1,  formant  une  suite 
orthogonale  par  rapport  à  la  fonction  p(>>)  prise  comme  base.  Les  auteurs  consi- 
dèrent alors  la  transformation  orthogonale 

&„=  7    o„„x„, 


j      ii7(A)rfpp(X)         (m     /.,,<M). 


Par  cette  transformation,  les  coefficients  k      de  la  nouvelle  forme  K  sont 

k„=J\r.F('k)ic1Ck)d9(\), 
Bull,  des  Sciences  matliem .,  2'  seri»-,    t.  XLI.  (Mars  1917-)  R.; 
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les  intégrales  étant  étendues  au   spectre  rie    la    forme.   Ces  formules   montrent 
que  les  seul-  coefficients  k      non  nuls  sont 

kpp=f^^paydPck)  =  ap,     kP}P+1=f-kTcpa)  *p+la)  d  9a)  =-  bp, 


et  l'on  a 


àv^o. 


<U\    voil    donc   que   toute  /onction   quadratique  bornée  à  spectre  continu 
simple   peut   être   transformée   orthogonalement  en    une  forme  .1. 

3.   Formes  à  spectre  ponctuel  et  spectre  continu  simples.  —Soit  maintenant 
une  forme 

La  fonction  p*(X)  est  une  fonction  continue  non  décroissante.  On  ramené  ce 
cas  «ni  précédent  de  la  manière  suivante  :  on  fait  correspondre  aux  nombres 
fondamentaux  ).K  une  suite  île  nombres  positifs  ôa  assujettis  à  la  seule  condition 

(|ue  la  série    7   8a  soit  convergente,  et  l'on  pose 

P(*)  =  p*(*)+  y  sa    a*\). 

Si  l'on  pose  alors 

?P ( ^ )  =  P; ( a )  +  £   Lr \K      ( ^ * K ), 

lAa<X) 

on  a 

p£pPa)*P 

L  </o 


K(x) = / A 


■/ 


dp(x) 


Les  polynômes  ir „(^)  se  déterminent  alors  comme  précédemment  ainsi  que 
la  transformation  orthogonale  qui  transforme  K(a?)  en  une  forme  J.  Celte 
forme  I  es)  bien  déterminée  quand  on  se  donne  le  nombre  ôa;  mais  comme  ces 
nombres  sont  arbitraires,  à  la  restriction  près  indiquée  plus  haut,  on  voit  que  la 
transformation  orthogonale  de  la  forme  K  en  une  forme  J  est  possible  d'une 
infinité  de  manières. 

E.  Gaktajv. 
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I  t>(  II.N/l.    I  [SU  III     E    MAI  IM  \l  K  III.  I, 

Tomo  VIII,  1899. 

Niccoletti  (O.).  |IM</|  Sur  lu  transformation  des  équations 
linéaires  du  deuxième  ordre  a  deux  variables  indépendantes 
1  1  - 1  [3,  une  page  d  errata  1. 

Les  problèmes  traités  par  l'auteur  son)  les  suivant 

/■  tant    'Irma,  >' 

(1)  a  (z)  =  az  -+-  26s  -f-  et  -+■  2  c//<  +  2  eç  -+- /a  =  o 

«ne  équation  linéaire  homogène  du  deuxième  ordre  : 

a.  Déterminer  toutes  les  fonctions  0  formées  linéairement  et  homogéné- 
ment  avec  z  <t  ses  dérivées,  qui,  pour  toute  fonction  z  satisfaisant  a  l'équa- 
tion donnée,  satisfont  à  une  équation  analogue. 

La  fonction  G  est  une  transformée  différentielle  de  ;  (d'ordre  m  si  ellecon- 
tient  les  dérivées  de  z  jusqu'à  l'ordre  m). 

b.  Déterminer  toutes  les  fonctions  ;  dont  le  différentiel  est  donné  par  une 
expression  linéaire  homogène  de  z  et  de  ses  dérivées  et  qui,  pour  toute  fonc 
lion    z  satisfaisant   à   l'équation    donnée,    satisfont   à   une   équation    ana- 
logue. 

La  fonction  tp  est  une  transformée  intégrale  (d'ordre  m)  de  z. 

La  bibliographie  qui  précède  le  travail  comprend,  pour  ce  qui  regarde  les 
transformations  différentielles,  en  dehors  de  la  transformation  de  Laplace,  les 
travaux  suivants  : 

Lewy,  Sur  quelques  équations  linéaires,  etc.  (Journal  de  l  École  Poly- 
technique. LYIe  cahier.  1886,  p.  63). 

Darboux,  Leçons,  etc.,  vol.  II. 

Liouville  (Rogei    .  Sur  les  formes    intégrables,  etc.   (Journal   de   I  I 
Polytechnique,  LVI°  cahier,  1886,  p.  32). 

Pour  les  transformations  intégrales  on  ne  connaissait,  à  l'époque  du  travai 
présent,  que  le  théorème  de  .Moutard  et  le--  résultats  énonces  dans  l'introduc- 
tion de  son  Mémoire,  perdu  en  1871;  quelques  formules  de  M.  Darboux  dans  ses 
Leçons  et  un  théorème  'le  Liouville  (dans  le  travail  cité  ci-dessus)  retrouvé 
ensuite  par  M.  Burgatti  [Sulle  equazioni  lineari,  ecc.  (Annali  di  Matem., 
série  II.  t.  XXIII,  i8g5  )]  pour  le  type  elliptique. 

L'auteur  réunit  ces  résultats  et  y  en  ajoute  de  nouveaux.  Il  commence  par  des 
notions  générales  sur  les  composantes  d'une  équation  du  deuxième  ordre,  sur 
l'équation  adjoint^,  sur  l'intégrale  générale,  et  démontre  le  théorème  suivant  : 
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Lu     nombre   p    de    fonctions    s,,    z z     des   variables    indépendantes 

xt,  x vn  sont  liées  par  un  système   de  relations  finies  et  différentielles. 

Si  ce  système  est  tel  qu'en  considérant  ave  ces  relations  toutes  celles  qu'on 
en  déduit  en  dilïérentiant  autant  Je  fois  que  l'on  veut,  on  obtient,  à  partir  d'un 
mtrtin  moment,  autant  de  dérivées  à  calculer  que  de  nouvelles  relations  indé- 
pendantes, on  dit  que  ce  système  de  relations  esl  un  système  complet. 

Le  théorème  consiste  en  ce  que  les  fonctions   z,,  s ,  z    satisfaisant  à   un 

système  complet,  -obtiennent  par  un  système  d'équations  aux  différentielles 
-,  pour  lequel  les  conditions  d'intégrabilité  ir>nt  satisfaites  par  suite  des 
relations  données. 

Vprès  cela  commence  l'étude  des  transformations  diflérentielles  du  premier 
ordre,  en  déduisant  du  théorème  précédent  les  conditions  nécessaires  pour  que 


(2) 


.'/'  —  ■'./ 


satisfasse   a   une   équation   analogue   à  celle  satisfaite   par   c.  c'est-à-dire  que 
l'on  ait 


\        --  |, I  -         i  I    _  | 


Vf)  =  o. 


On  prouve  que  le  système  formé  pai 


(i) 

(2)  8     =  <xz       -  }/<-  -,y. 

OX  "  r  " 

d8        dix 

dy       dy  ày  dyj  * 


(3) 

(4) 


|   ï  H 


âx 


où  l'on  regarde  8   comme  donnée  et   -  comme  inconnue,  et  en  supposant  que 
le  déterminant 

a    ib    c 

D 


soit  différent  de  zéro,  est  un  système  complet.  On  en  déduit  que  z.  p.  q  peuvent 
-'obtenir  du  système  aux  différentielles  totales 

dz  —  p  da  --  g  dy, 
dp  —  r  dx  ~  s  dy. 
dq  =  s  dx  —  t  dy. 

où  r    s.  t  =ont  obtenues  en  résolvant  (i),  (3)  et  (4).  On  aura 

(5)  «  =  Z +«,«,-+• 

tant  des  solutions  particulières  rie  (n.  et  d'une  manière  analogue 

(6)  p=P—a.p1—a  p. 


- 


*:'1.- 
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el  en  substituant  les  valeurs  (5),  (6),  (7)  dans  l'expression 

xz  -+-  ''■./>  —  y  g, 

les  coefficients  de  a,,  a,  doivent  -annuler,  c'est-à-dire  que  6  doit  s'annulei 
identiquement  pour  3  =  zx  et  z=  «2.  La  condition  esl  ;i n --i  suffisante,  comme 
l'auteur  le  prouve  tout  de  suit'-,  el  l'on  a  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  l'expression 

6  =  1;+;//       -;  q 

satisfasse  à  une  équation  linéaire  homogène  de  deuxième  ordre  dans  l'hypo- 
thèse que  le  déterminant  D  soit  différent  de  zéro,  est  que  6  s'annule  pour  deux 

~"luii'iu~  particulièi  es  de 

9.{z)  =  o 

et  re>tc  déterminée  par  ces  conditions. 

Le  cas  exceptionnel  L)  =  0  peut  avoir  lieu  seulement  pour  les  équations  du 
type  hyperbolique  et  parabolique.  Une  méthode  analogue  h  celle  qui  a  été 
employée  précédemment  conduit  au  résultat  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'expression 


8  =  az  - 


?P 


satisfasse  à  une  équation  analogue  à  l'équation  Q  =  o  satisfaite  par  z,  est,  pour 
le  cas  hyperbolique,  que  l'équation  en  6  soit  une  des  transformées  de  Laplace 
de  l'équation  en  z,  ou  bien  que  h  s'annule  pour  une  solution  particulière  de 
cette  équation  ;  et,  pour  le  cas  parabolique,  que  6  s'annule  pour  une  solution 
particulière  de  la  même  équation. 
Pour  les  transformations  différentielles  d'ordre  /// 

h  =  Sa,-,  s,-,         (o  <  i  ■+-  /  _//i  1. 
où 

~-k  ~  cjx'  dyk 

l'auteur  obtient  par    la    même  méthode  des   conditions  analogues  qui   sont  les 
suivantes  : 

Si  le  déterminant 


ib 


est  différent  de  zéro,  la  condition  est  que  6  s'annule  pour  >  m  solutions  parti- 
culières de  l'équation  donnée  en  z.  et  par  ces  conditions  elle  soit  déterminée. 
L'équation  en  b  est  alors  de  même  classe  que  celle  en  z  et  se  réduit  à  la  forme 
normale  avec  le  même  changement  de  variables. 

L'hypothèse  I>  =0  ne  peut  correspondre  qu'aux  types   hyperbolique  et    para- 
bolique. Pour  le  premier  de  ces  deux  types,  on  a  alors  le  théorème  de  Darboux, 
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c'est  ,i-ilni    que  la  condition  pour  qu'une  expression 

m.«)  =  a:  +  j|  3,,,-t-  a2;.„H-. . . 

-4-  am  ;   z         .  p    s  ,         i ■  //     '  m  ) 

à  une  équation  linéaire  homogène  du  deuxième  ordre  est  qu'elle 
s'annule  pour  m-\-n  solutions  particulières  do  l'équation  en  z;  seulement] 
lorsque  // =  o,  elle  peut  se  déduire  par  [transformations  de 'Laplace  d'une 
expression  analogue  (m  —  i,  o)  qui  s'annule  pour  m  —  i  solutions  particulières 
de  la  l'ièmc  transformée  de  Laplace  de  l'équation  donnée. 

Pour  le  type  parabolique  de  forme  normale,  la  condition  est  que  l'on  ail 

0  =  <xz  -+-  a,  z01  -(-...-+-  x,„  z0ra-t-  p  s„  -4-  p2  »„-+- . . .  -+-  ,'i.(1  ;,_,„_, 
ou  bien 

<>  =  i:  +  a,  *M+... -»-«„,   ,*.,„,_,+ Pi*w-+-  ?,*„+...  H-  ?„,  ;,,,„.,, 

et  qu'elle  s'annule  dans  le  premier  cas  pour  2/n,  et  dans  le  second  pour 
2m  — i  solutions  particulières  de  l'équation  donnée.  L'équation  en  û  est  aussi 
du  type  parabolique  el  de  forme  normale.  C'est  le  cm-  de  la  transformation 
singulière  trouvée  par  l'auteur. 

Pour  les  calculs  relatifs  à  toutes  ces  transformations,  l'auteur  donne  une 
méthode  remarquable  fondée  sur  l'observation  suivante  : 

Soient 

HA      -t-6\.+  ,      +('A;i;       =   0, 

aVh+  b\'h+l  +  cXh+9  =  o, 
a  1"  -+-  b  ~k"k+  x    \-c  Xj[ .  .,  —  o 

trois  successions  récurrentes,  ayant  même  échelle  de  relation;  comme  a,b,c 
sont  proportionnels  aux  mineurs 

''h-  1  ^"k+ï    ~  ''>■      ■'■'■      1 

on  aura 


.+V'/,rl 


>..    .  '/.,. —  X.V, 


et  le  rapport  de  deux  de  ces  déterminants  ne  change  pas  en  augmentant  d'une 
unité  chaque  indice  ou  en  faisant  une  permutation  cyclique  des  indices;  et  une 
telle  propriété  a  lieu  aussi  pour  les  fonctions  linéaires  homogènes  de  ces  déter- 
minants. Cette  propriété  s'applique  aux  déterminants  formés  avec  des  solutions 
pai  ticulières  el  leur-  dérivées. 

z    étant   une    solution  de   Si(z)  -  o,    il    j   a   entre  trois  dérivées   successives 
la  relation 

az 

On  forme  des  déterminants  dont  la  première  ligne  contient  1rs  -ululions  parti- 
culières, les  lignes  deuxième  et   troisième   leurs  dérivées   premières,  les   lignes 
:me  et  quatrième   deux   dérivées   secondes,  el    ainsi  de  suite,  l'avant-der- 
nière el  la  dernière  deux  dérivées  de  l'ordri    m.    Mors  le  quotient   de  deux    de 
terminants  correspondant  à  deux  systèmes  de  solutions,  mais  contenant 
rivées  de  même  ordre,  est  indépendant  du   choix    des  dérivées  qu'ils  con- 
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tiennent,  et  trois  quelconques  de  ces  déterminants,  qui  n<-  diffèrent  que  pai 
deux  lignes  on  figurent  cycliquement  deux  de  trois  dérivées   consécutives,  ont 

des  valeurs  proportionnelles  à  a,  ib,  c. 

Les  transformations  différentielles  ont  entre  elles  des  relations.  Toute  trans 
formation  du  premier  ordre  d'une  équation  du  type  hyperbolique  peul  s'obtenir 

par  composition  d'une  des  deux  transformations  de  Laplace  el  d' le  celles  de 

Lewy  ;  et  toute  transformation  du  premier  ordre  d'une  équation  du  type  para 
bolique  par  composition  de  deux  transformations  singulières.  Deux  transfor 
mations  du  premier  ordre  sont  toujours  permutables. 

Toute  transformation  (Tordre  supérieur  s'obtient  en   composant  des  transfor 
malions  du  premier  ordre.   Deux  transformations  d'ordre  quelconque  sont    per- 
mutables et  la  transformation  composée  est  d'un   ordre  qui  ne  surpasse  pas  la 
somme  des  ordres. 

Si  d'une  équation 

a  (  z  )  =o 

on  passe,  par  une  transformation  différentielle  du  premier  ordre,  à  l'équation 

P(9)  =  o, 

on  passe  aussi,  par  une  transformation  du  premier  ordre,  de  l'équation 

Q(X)  =  o, 
adjointe  de  Q.,  à  l'équation 

*(u)  =  o, 
adjointe  de  P. 

Si  z  est  l'intégrale  générale  de  Q.  (  z  )  —  o,  toute  transformée  différentielle  Ô 
est  l'intégrale  générale  de  l'équation  transformée. 

Lorsqu'on  connaît  la  solution  principale  de  l'équation  primitive,  la  solution 
principale  de  toute  transformée  différentielle  se  trouve  par  des  quadratures. 
Dans  le  Chapitre  III,  l'auteur  étudie  les  transformations  intégrales. 

il  (  c  )  =  ar  -+-  2  bs  -+-  et  -+-  2  dp  -+-  2  eq  -+-  fz  =  o 

étant  l'équation  donnée,  et 

^,     %       d-(au)  à"2  (bu)        (P(cu)  à  (du)  0{eu)        , 

<t>  (  u  )   =  \-^-   +  2      ,V    ,     '     -1 ^-r-i   +  2  -i-r +  S  -i- -'    -+-fll   =  0 

Ox'  Ox  Oy  Oy2  Ox  Oy 


son  adjointe,  on  a 


llQ(z)  = h  -r-É  i 

Ox        ôy 


u  étant  une  solution  de  l'équation  adjointe,  et 

V  —  OLp   +  $q  -+-  yz, 

Q  =  <x  p  -+-  B'g  +  y'z, 

l  ni  0{au)        0(bu)        Qv 

\  a  =  au,  a  =  bu  —  v.        y  =  2  du — - > 

1  r  '                        ôx              iiv           dy 
(2)     < 

I     ,       ,  .,  ,                    d{bu)        à  (eu)        dv 

f  a  =  bu  -h  v,  B  =  eu,  y  =  2  eu -4 — > 

ox  Oy           Ox 

et  v  une   fonction  arbitraire.  Si  z  est  une  intégrale  de  Sl(z)  =  o,  il  existe  une 
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fonction  a  dont  !  -  sont 

- 

et    en  supposant  différent  de  zéro  le  détermiuant 

o  =  i;' — 2''î=:i>5 — Aw-         (  A  =  è2  —  «c), 
on  peut  déduire 

'--iKS-T--)-^-)]- 

0 

ce    qui    donne,  en    faisant    les   dérivations,  en  multipliant    par  —   et  en    tenant 
compte  des  relations  (1), 

b 


dx  dx  dy         dy1 

°r    S  I    à 
dx 

'■     8  f  à    (a. 


h  [_cte  \  8/        ô(K  \  8  /        8   \ 

u  [  dx  \  S  /       <n-  \  8  /    '    8  J 

8  I    1/    /gv  — gy'  ^_  /p'T  — Pr'\1 

u  j  (Ar  \         8         /    '    dy  \         6         /  J 


Donc,  si 


(2)  ^aï'-',ï\+l(P,ï-PrV0, 

v    y  da?  \         8        y         r/r  \  8         / 

la  fonction  s  satisfait  à  l'équation 

(  3  )  a  — s  +  2  b ! lr  • 

ii.c-  dy  dy 

o>  8  r_d_  /«\^_/P\t"| 

-'.r   //  I  "./'  '    8  mi       8  /         8  j 

t>v  u  |  <at     5  /        (.'_>•  v  5  /         5  J 

et  en  est  l'intégrale  générale,  et  la    fonction   —  est  une  solution  particulière  de 
l'équation  adjointe  de  (3).  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Connaissant     une    solution    de     <P{u)  —  o,    toute    solution   de    (2)    {gui 
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n'annule  pas  v-  ■■-  A»:  >  permet  de  construire  une  autre  équation  linéaire 
homogène  du  deuxième  ordre  de  même  classe  que  l'équation  donnée,  dont 
l'intégrale  générale  s'obtient  </<■  l'intégrale  de  celle  ci  par  une  quadrature. 
L'équation  (  >.)  est  l'équation  de  la  transformation  el  L'équation  (3)  l'équation 
transformée  de  (--{:-)  =  o  au  moyen  du  couple  //,  v. 

Le  eus  de  0  =  0  donne  lieu  aux  transformations  singulières  qui  ne  peuvenl 
avoir  lieu  que  dans  les   cas   hyperbolique  el    parabolique.  Pour  le  type   hyper 
bolique,   elles  ont   élé    trouvées  par   M.  Darboux;   l'auteur  trouve  aussi  celles 
relatives  au  t\  pe  parabolique. 

Pour  les  transformations  1  singulières  du  premier  ordre  il  suffil  de  con- 
naître l'intégrale  générale  de  l'équation  de  la  transformation  pour  avoir  toutes 
ces  transformations. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  fonction  .  satisfasse  à  une 
équation  linéaire  du  deuxième  ordre  (eu  supposant  le  déterminant  différent 
rie  zéro)  est  que  ses  dérivées  s'annulenl  pour  une  solution  particulière  de 
l'équation  donnée  en  z.  De  ce  théorème  on  déduil  la  formule  donnant  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (2),  qui  est 

v  =  j  I    [}.*,(«)  —  «2,(X)]  dx—  [A*,  (m)  —  wû,(  a)]  dy, 

a  étant  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  la  transformation. 

Comme  cas  particuliers,  on  obtient  les  résultats  de  Moutard,  de  Liouville  et 
de  Burgatti;  et  l'auteur  démontre  que,  si  l'on  connaît  m  intégrales  particulières 
de  L'équation  adjointe  de  Q.(z)  —  0,  la  même  chose  a  lieu  pour  toute  équation 
obtenue  par  des  transformations  de  Liouville.  Un  théorème  analogue  a  lieu 
pour  l'intégrale  générale  d'une  transformée  de  Liouville,  qui  peut  s'obtenir  par 
une  quadrature  de  l'intégrale  générale  de  l'équation  adjointe.  La  transformation 
de  Liouville  conduit  aussi  à  la.  construction  de  toutes  les  transformations  inté- 
grales du  premier  ordre. 

Les  transformations  singulières  sont  étudiées  à  pari.  Elles  n'ont  lieu  que  pour 
les  types  hyperbolique  et  parabolique,  et  elles  donnent  un  autre  moyen  d'inté- 
grer l'équation  de  la  transformation.  La  transformation  intégrale  du  premier 
ordre  de  Çl(z)  —  o  correspondant  à  la  solution  particulière  u  de  l'équation 
adjointe,  s'obtient  en  faisant,  sur  une  des  transformations  singulières  corres- 
pondantes, une  transformation  différentielle  singulière. 

Suit  l'étude  des  transformées  intégrales  d'ordre  supérieur.  Toute  transformée 
intégrale  c?  d'ordre  m,  non  singulière,  est  déterminée  par  une  solution  parti- 
culière u  de  l'équation  adjointe  et  par  <m—i  solutions  particulières  de  l'équa- 
tion en  z,  qui  doivent  annuler  les  deux  dérivées  de  sp. 

Une  transformation  intégrale  non  singulière  d'ordre  //;  s'obtient  en  compo- 
sant une  transformation  intégrale  non  singulière  du  premier  ordre  avec  une 
transformation  différentielle  non  singulière  d'ordre  m  —  1.  Crie  transformation 
intégrale  et  une  transformation  différentielle  sont  toujours  permutables. 

Une  transformation  intégrale  singulière  d'une  équation  du  type  hyperbolique 
s'obtient  en  composant  une  transformation  différentielle  (singulière  ou  non) 
avec  une  transformation  intégrale  singulière,  du  premier  ordre.  Pour  le  type 
parabolique,  les  transformations  composantes  d'une  transformation  singulière 
sont  une  transformation  non  singulière  et  une  singulière  du  premier  ordre. 

Pour  la  construction  de  1  équation  en  »,   l'auteur  donne  une  méthode  qui  fait 
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connaître  >  m  —  i  solutions  particulières  de  l'équation  adjointe  à  celle  satisfaite 
par  f.  Puis  il  démontre  que,  lorsque  3  est  l'intégrale  générale  de  l'équation 
primitive,  la  même  chose  a  lieu  pour  toute  transformée  intégrale  tp. 

Dans  le  Chapitre  IV  et  dernier,  il  fait  l'étude  des  transformations  inverses 
des  transformations  différentielles  et  intégrales,  et  trouve  une  relation  entre  les 
équations  adjointes  de  deux  transformées  différentielles  ou  intégrales  (Tordre 
quelconque. 

Bemporad  (A.).  —  |-'f-]    Sur  les  groupes  de  mouvements  el  de 
similitudes  clans  l'espace  de  3,  4  et  5  dimensions  ( î -83 ). 

L'auteur  se  propose  de  déterminer  les  types  de  groupes  continus  de  mouve- 
ments réels  de  l'espace  ordinaire,  de  l'espace  S  el  pour  certains  cas  relatifs  à 
l'espace  s  . 

Il  commence  par  déterminer  les  types  plus  généraux  de  rotations  à  un  para- 
mètre dans  des  espaces  S4m,  S4fn+2,  L2m+]  respectivement.  On  obtient  tous  les 
types  de  rotations  infinitésimales  réelles  de  S4m+2  en  faisant  prendre  à 
A,,  /'., A.,,,  dans  la  transformation 

v    v    /',\ ,  i-...  i  /' ...,\ ,        (v,    -r,-—-  -.'■,  ■£ 

tous  les  systèmes  de  valeurs 

Poui   l'espai  e  S    ,,  il  faut  prendre 

i  _  //,_  //  .2: .  .  .  _  him   ,2.  h 
dans  les  deux   transformations 


X,/=X12-r-A1X34-f- 


'2m-  I    *  ',m  ■  I. 


X2  /  =  X„—  A,  X34  +  ...-+-  *,„_,  X ,m  _1<4rn. 
Pour  l'espace  S2m+1,  on  doit  fane 

.2ftlP!^...i/(n.12o 
clans 

\  .,,-(-  A,X34-r-...-h  K-l^7n-l,tn' 

Le  mouvement   infinitésimal   le  plus  général   est,  dans  un   espace    pair,  une 
rotation  infinitésimale  et,  dans  un  espace  impair,  la  transformation 

/,(  \n-h  A,X34+  .. .  +  A,,..,*,,,-,  ,„)  +  k 


il  j  a  certaines  fonctions  invariantives  des  transformations  infinitésimales  qui 
servent  pour  la  détermination  des  types.  Les  résultats  que  l'auteur  obtient  sont 
appliqué-  à  l'espace  ordinaire,  dans  lequel  on  prend  pour  transformations  infi- 
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ni tési maies  génératrices  du  groupe  G    les  rotations 

x2f     zf     ,,f 

dx  dz 


\  f 


dj_  df 

')./■  '       r/.r 


i  l  u  d  e 


et  les  translations 


dx  dy  dz 


'IL,      'LL,      '11. 

i>x  dy  dz 


Les  types  sont  1rs  suivants  : 
a.  Quatre  1  3  pes  à  un  paramèl  re 


\   : 

\        a  —  ; 

3  02 


'IL. 

dx' 


III. 

IV.  X3  +  eX 

b.  Cini|  types  à  deux  paramètres  : 

I. 


II. 

III. 

IV. 


(X3,   \    i 


c.  Six  types  à  trois  paramètres  : 

I.  \      V.  \   ) 


II. 

III. 

IV. 

V. 
VI. 


\  . 


df   df 

dx  '    dy  ) '  ' 


^,  'IL.  dZ\. 

\àx     dy     dz , 
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(I .  Cinq   types  à  quatre  paramètres  : 

i  (\    'Jl.  'IL,  ôl\. 

dx  '    dy     dz)  ' 
II.  (X„  X,.   X,   X,): 

|\.X.^,'^V 
'    dx     «M 

iv.  (x      d/,  x4,&,  £). 

dz         '    dx      Or/' 

X  U   -rX      d-l,    °-L.    dl\ 

1  "  Ox     dy     dz)' 


puis  ie-   type? 


\         \      °-f       "L      °J  \ 
"  dx'   dy'    dz 

K     x     df     df     àf\ 


respectivement  à  cinq  el  six  paramètres,  et  enfin  le  groupe  total  même  G  des 
mouvements  et  similitudes. 

Dans  l'espace  S4,  le  groupe  total  des  mouvements  et  similitudes  est  à  onze 
paramètres,  et  clans  ce  cas  aussi  l'auteur  détermine  complètement  les  types 
divers. 

Pour  l'espace  S  .  la  recherche  comprend  seulement  les  groupes  à  un,  deux, 
trois  el   quatre  paramètres. 

Benedetti   (P.)-    —    [  L>  \  réf.    B  12]    Sur  la   théorie  des   formes 
hyperalgébriques  (i-i  i3).  , 

Ce  travail  se  rattache  à  ceux  de  M.  Segre  [Un  nuovo  campo  di  ricerche 
geometriehe  (Atti  délia  II.  Accad.  di  Torino,  t.  XXV.  p.  276,  43o  et  692,  et 
t.  XXVI,  p.  35)],  m. lis  ici  les  formes  hyperalgébriques  sont  considérées  à  un 
point  de  vue  plus  général. 

Une  forme  hyperalgébrique  est  l'expression 

<&{xn  x.,,   . . ..  xn;  xt.  xv  . . .,  xu), 

<P  étant  le  symbole  d'une  fonction  rationnelle  entière  et  xL  la  quantité  conju- 
guée de  X'.  On  suppose  que  l'expression  soil  homogène  par  rapport  aux  x  et 
aux  x  séparément.  Une  définition  analogue  a  lieu  pour  les  formes  byperalgé- 
briques  à  plusieurs  séries  de  variables. 

Soient    ,l,,.,I'., 'l>  „  nn   système   de   formes  et   A    les  coefficients  de  *,, 

B  ceux  de  '!*._ En  faisant  sur  les  variables  une  transformation  de  première 

espèce  (  ou  projectivité) 

xL  =  a,,  yx  -t-  any3  +  . . .  -t-  ain y„. 

mpagnée  de  la  transformation  conjuguée  pour  les  xt,  ou  bien  en  faisant  une 
transformation  de  deuxième  espèce  (ou  anliprojectivité) 

&i=  an  Vi  +  a, 2. }'■■-+-  ■••+  ai,,y,* 
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.utoiii|i.i^iil;c  aussi  île  >,i  conjuguée  pour  lésa;,,  il   peut  arrivei  que,  pour  une 
fonction  rationnelle 

Q(A,  Â;  B,  B;  . . .  ;  x,  x  ;  x\  HP;  ...), 
on  ini .  dans  le  premier  ras. 

0  (aik,  «,,,  I  D  (à,    \  ,  l>.  I;     ...    x,  x     i  .  x'  ;  . .  .  ) 
=  Il(  \\  "V:  B',  B"';   .  ..-,  r.v:  y',?',  ...)» 
et,  dans  le  second, 

0  (a,-t,  a,t)  Il  (  A,  A  ;  B,  13'  ;    . . .  ;  x,  x  ;  x' ,  x'  :   . .  .) 


=  Il(A\  A  ;  B,  B':   . . .;  y,  y;  y',  y';   ...). 

Alors  ou  dit,  dans  le  premier  ras,  que  n  est  une  fonction  invariantive 
de  première  espèce  et,  dans  le  second,  une  fonction  invariantive  de  deuxième 
espèce. 

A  l'élude  des  formes  hyperalgébriques  l'auteur  fait  précéder  un  Chapitre 
relatif  aux  formes  invariantives  des  formes  algébriques  par  rapport  aux  trans- 
formations de  première  et  de  seconde  espèce,  et  démontre  les  propositions  sui- 
vantes, qui  ont  lieu  aussi  pour  les  formes  hyperalgébriques  : 

Toute  fonction  invariantive  de  seconde  espèce  l'est  aussi  de  première  espèce. 

Toute  fonction  invariantive  de  première  espèce  l'est  aussi  de  seconde  espèce 
seulement  lorsqu'elle  coïncide  avec  la  fonction  à  coefficients  conjugués,  à  moins 
d'un  facteur  constant.  Cette  constante  est  de  module   i. 

Pour  les  formes  hyperalgébriques,  l'auteur  introduit  une  notation  analogue 
à  celle  d'Aronhold,  et  écrit 


pour  représenter  une  forme  (/>,  q)  de  degré  [>  en  x  et  q  en  x,  où  seulement 
les  produits  symboliques  de  p  facteurs  a  avec  q  lai  leurs  a0  sont  des  quantités 
effectives.  Plusieurs  propriétés  connues,  relatives  aux  formes  algébriques, 
s'étendent  aux  formes  hyperalgébriques.  Par  exemple,  la  fonction  6  {alh,  alk) 
est  le  produit  d'une  puissance  du  module  de  la  transformation  par  une  puis- 
sance de  son  conjugué. 


Les  opérations 

t>II    .  .         OU    t  . 

3ï;a,»+ as; A» -*-•■-•  ■ 

dn  —    i!L  v 

conservent  la  propriété  invariantive.  La  même  chose  a  lieu  pour  les  opérations 
polaires  appliquées  à  la  forme /=  a'J.  afj_  : 

1  (  àf  àf       Y'> 

p(p-i)...(p- r  +  i)\dx/'  àx/n) 

r  ,  i  i  àf  —  àf  -       ' 
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I  ii  invariant  d'un  système  de  formes  linéaires  peut  toujours  se  mettre  sous 
la  forme  d'une  somme  de  produits  de  facteurs  des  types  (mil),  (mn),  étant 
//i  i-t  n  r  ou  ■>' ,  el  h  ou  m  <-\  h  ,  deux  formes  quelconques  du  système.  De  là 
on  déduil  la  représentation  symbolique  d'un  invariant  d'un  système  de  formes 
liyperalgébriques  quelconques. 
Pour  un  i  ovariant,  on  a  la  forme 

£M(aô)fc(ôÂ)*«o-ao-  af,(xx')1'  (xx')'>  ■■■■ 

X  X' 

Pour  les  opérations  qu'on    appelle  des  composés  ( Scorrimenli,  Ueberschie- 
bungen  )  de  deux  formes 

on  a 

(f9)r    =  (  aby  aTr  &rr  «L  b'L  , 

r    —  {avbj    ax   b.,-a  .  _    6j      , 
.   ,     .     .        i     l\     t       T~\S     m— r  ,/>—r  —ii-s  ,'i-s 

(./?)/-..:=  I  ab  \:  {'ijij   ax      l>x     a0_    6g_    . 

Les  formes  hyperalgébriques  binaires  peuvent  s'interpréter  géométriquement 
-m  le  plan  en  faisant  correspondre  à  tout  couple  J',,.r.:  de  variables  le  point  x,y 

du    [ > I :i n    de  C.auss  qui  cori-cspond    à   z  =  — '  •  An  groupe   des  transformations 

xi 
linéaires  de  première  espèce  des  xl7  x^_  correspond  alors   le  groupe  des  affinités 
circulaires  directes.  A  une  transformation  linéaire  de  seconde  espèce  correspond 
une  affinité  circulaire  inverse. 
Une  forme  (i,  î) 

qui  peut  se  représenter  par 

axa-  —  br1-=  . . ., 
et  où  par  suite  il  est 

est  réelle.  Pour  une  telle   forme  le   système   complet  est  formé   par   la   forme 
elle-même  et  par  l'invariant 

L>=  iff)i,T=(ab){Zb), 

qui  est  aussi  une  forme  réelle. 
L'équal 

f  =  axa-=  an xtyt  -+-  alixlyî-i-  u2lx„)\  -+■  a„..x.:  y,  =  o, 

c'est-à-dire 

(«n7i+  a^y^)  xri-  (a^yl-h  a2iy2)  x2=  o, 
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équii  aut  aux  deux  équations 

-  i  i  y-. 

et  établit  une  antiprojeeth  ite  qui,  sous  l'hy potin  se  précédente  relative  au 
esl  une  anti-involution,  el  l'affinité  circulaire  inverse  correspondante  est  une 
transformation  par  rayoûs  vecteurs  réciproques,  parrapporl  à  un  cercle  réel  ou 
à  un  ccivlc  imaginaire  suivanl  que  l>  o.  Les  points  du  cercle  représentent  les 
points  unis  de  l'anti-involution  qui  constituent  ce  que  M.  Segre  appelle  une 
chaîne  simple  et  qui  correspondent  aux  racines  de  L'équation 

f  ~  "  "  . 
Pour  la  forme  (i,ï)  non  réelle 

/  =  a  c  a0_  =  bx  b„_  =  . .  . . 

X  X 

le  système  complet  est  formé  par  la  forme  elle-même  el  par 

8  =  (ab)  (a060),        p  =  (aeb)  axbe   .        50  =  (ab0)  (aj>) 


et  leurs  conjuguées. 
L'équation 


f  =  a,.  a„_  —  o 


établit  une  antiprojectivité  dont  les  éléments  unis  sont  les  racines  de  f=o, 
et  qui  permet  de  donner  l'interprétation  des  formes  invarianlives.  On  voit  aisé- 
ment que  8  =  o  exprime  que  l'antiprojeclivité  f  =  o  est  dégénérée;  que  p  =  o 

représente  les  éléments  unis  de  la  projectivité  /'/',  et  son  annulement  iden- 
tique exprime  que  /  est  réelle,  ou  peut  devenir  réelle  en  la  multipliant  par 
un  facteur  eonstant  (de  là  le  nom  de  réalisant  que  l'auteur  propose  pour  p); 
on  voit  aussi  que  80=  o  est  la  condition  pour  que  l'anliprojectivité  /'  =  o  soit 
cyclique  de  quatrième  ordre. 
Toutes  les  formes  (i,  ï)  représentées  par 

A  =    '>1  /  +  \f  =   \  axU0-  +  >-2  ",r  U-  ■ 

où  le  paramétre  X,  :  Xj  prend  toutes  les  valeurs  réelles  et  imaginaires,  consti- 
tuent un  faisceau  syzygétique,  que  l'auteur  considère  en  même  temps  que  le 
faisceau  d 'antiprojectivités 

/)■  -  X,  ax  a0    +  a,  a0    a~  =  o , 

X  I  1 

en  en  déduisant  que  l'équation  /=  o  n'a  pas  de  solution,  en  a  deux  ou  une 
seule,  suivant  que  les  deux  antiprojectivités  dégénérées  du  faisceau  sont  invo- 
luti\es  ou  ne  le  sont  pas,  ou  se  réduisent  à  une  seule,  c'est-à-dire  sui- 
vant que 

A 
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étant 

A  —  go  — c;. 

Ir    faisceau    syzygétique.,    regardé   comme   une  variété   rationnelle,  les 
anti-involutions  forment  une  chaîne  simple  t!.  Deux  antiprojectivités  inverses 
orrespondenl  dans  l'anti  involution  dont  la  chaini    R  esl  fondamentale;  elles 
sonl  harmoniquem<  ni  par  R. 

De  la  considération  du  faisceau  syzygétique  l'auteur  déduil  aussi  des  consé- 
quences  géométriques,  par  exemple,  que  pour  toute  antiprojectivité  du  faisceau 
il  \  en  a  une  autre  du  même  faisceau,  telle  q  le  le  produit  des  deux  est  une 
involution;  ces  deux  antiprojectivités  se  correspondent  dans  une  anti-invo- 
lution. 

^ près  cela,  l'auteur  construil  le  système  complet  pour  quatre  formes  (i,ï) 
réelles,  puis  pour  une  forme  (i,ï)  réelle  et  une  forme  algébrique  quadratique, 
et  «iii  —  i  poui  deux  (i,  r)  non  i  •  elles. 

Enfin  il  passe  aux  formes  ternaires  et  à  la  détermination  du  système  complet 
pour  une  forme  (i,  i)  refile,  pour  deux  de  ces  formes  et  pour  une  forme  (i,ï) 
non  i  éelles. 

Giacomini  (.1..  —  [  IM>  -  ]  Sur  la  correspondance  entre  la  géo- 
métrie conforme  de  S,  et  la  géométrie  projective  de  l'espace 
ordinaire  |  i  —33). 

La  variété  des  poiuts  sphères  de  v  esl  quadratique  et  appartient  à  l'espace 
linéaire  S  formé  par  les  bypersphères  de  S4.  Toutes  et  seulement  les  transfor- 
mations projectives  de  l'espai  S  en  lui-même  qui  transforment  en  elle-même 
la  quadrique  des  points,  sont  celles  du  groupe  conforme,  obtenu  en  ajoutant 
au  groupe  principal  de  la  géométrie  métrique  toutes  les  inversions.  On  en 
déduit  que  l'étude  de  l'espace  linéaire  de  quatre  dimensions,  pour  les  propriétés 
qui  ne  changent  pas  dans  le  groupe  conforme,  coïncide  avec  l'étude  d'une  qua- 
drique à  quatre  dimensions  appartenant  à  un  espace  linéaire  à  cinq  dimensions, 

p ■  les  propriétés  qui    ne  changent    pas   dans   le  groupe   des  transformations 

projer.tives  transformant  la  quadrique  en  elle-même.  L'étude  de  l'espace  linéaire 
,,  quatre  dimensions,  pour  les  propriétés  inv.ariantives  du  groupe  principal,  coin 
cide  avec  l'étude  d'une  quadrique  comme  ci-dessus,  mais  dont  un  des  points 
reste  G xe  pour  les  transformations  projectives  transformant  la  quadrique  en 
elle  même.  La  géométrie  de  S,  avant  pour  groupe  fondamental  le  groupe  con- 
forme coïncide  avec  la  géométrie  projective  de  l'espace  ordinaire  et  la  géométrie 
de  S, du  groupe  principal  avec  celle  de  l'espace  ordinaire  dont  le  groupe  fonda- 
mental esl  i  i  lui  di  •  transformations  projective-  laissant  fixe  une  droite  aria 
traire. 

Comme  exemple  des  applications,  rapportons  les  deux  propositions  sui- 
vantes : 

li. mi  données  -i\  hypersphères  deux  à  deux  orthogonales,  le  plan  qui  con- 
tient    trois   des    centres    esl   orthogonal   au   plan   qui   contient  les   trois  autres. 

|  tu. .ire  quelconques  des  centres  déten nt  un   tétraèdre;  chacun  des  quatre 

plans   qu'on    peut  conduire   par  les    sommets   perpendiculairement    aux    faces 
opposées,  passe  par  les  deux  autres  centres. 

Liant  donnes  six  complexes  linéaires  deux  à  deux  en  involution  et  une  droite 
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fixe  p,  si  y,,  y y,;  s"1"  les  six  droites  en  involution  avec  p  par  rapport  aux 

six  c plexes,  la  congruence  linéaire  qui  contieni  p  et  1 1  « »i ^  de  ces  droites  esl 

en  involution  avec  celle  qui    contieni   />  el    les    trois  autres    (c'est-à-dire   toul 

complexe  linéaire  qui  passe  par  I' :  de  ces  congruem  es  esl  en  involution  avec 

l'autre).  Chacune  des  quatre  congruences  linéaires  qu'on  oblienl  en  excluant 
deux  de  ces  droites  el  en  faisaal  passer  par  p  el  par  une  des  quatre  droites  la 
congruence  en  involution  av<  i  celle  qui  passe  par  />  el  par  les  trois  dernii  res 
riini  icnt  les  irois  droites  exclues 

Rapportons  .mi-~i  ce  qui  regarde  I. lion  d'angle.  Soient    P  un   poinl   de  S  . 

P'  el  i'  deux  points  infiniment  rapprochés  de  l\  i.  le  rapport  anharmonique 
de  PP',  l'I'  el  des  deux  rayons  de  longueur  nulle  s,,  s.  appartenant  au  même 
faisceau;  l'angle  de  PP',  PP"  e~t  alors 

-  log  a. 

•Si  par  un  poinl  T  de  S_  on  fait  passer  une  sphère  tangente  en  P  au  plan  PP  P 
les  quatre  plans  projetant  du  point  T  les  quatre  rayons  l'I'  .  PP  .  s„  sa  déter 
minent  sur  la  sphère  quatre  cercles  dont   le  rapport  anharmonique  esl    >.  el   ne 
dépend  par  conséquent  pas  du  poinl  T.  La  définition  d'angle  est  ainsi  invariante 
dans  le  groupe  conforme  et  l'on  |>eut  la  transporter  à  l'espace  réglé  de  la  manière 
suivante  : 

Soient  p  une  droite  el  p',  p  Jeux  droites  infiniment  rapprochées  de  celle-ci. 
Il  y  a  une  double  infinité  de  congruences  linéaires  [tassant  par  ]>,  p' ,  p"  qui  ont 
en  commun  une  quadrique  réglée  décomposée  en  deux  faisceaux  t„  -  conte- 
nant la  droite/).  Etant  t  une  droite  quelconque  de  l'espace,  il  y  a  une  de 
ces  congruences  linéaires  qui  passe  par  /.  el  dans  cette  congruence  il  y  a  un 
faisceau  de  séries  quadratiques  passant  par  p  et  par  t:  à  ce  faisceau  appar- 
tiennent la  quadrique  \pj>' t)  et  la  quadrique  {pp" t),  une  quadrique  dégénérée 
contenant  s,  et  une  contenant  s,2.  Le  rapport  anharmonique  a  de  ces  quatre 
quadriques,  qui  ne  dépend  pas  de  la  droite  t.  sert  à  définir  l'angle  des  deux 
directions  conduisant  de  p  à  p    et   a  p",  qui  esl  donné  par 

-  log  a. 

Autres  applications  regardant  les  lignes  de  courbure  et  les  variétés  anallag- 
matiques. 

S.  Ri  s  ni. 


RENDICONT1    DEL    CIRCOLO    MÀTEMATICO     M     PALERMO. 
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imaldi  i  t  .).  Types  de  potentiels  <jui.  divisés  par  une  fonc- 
tion fixe,  peinent  être  ramenés  à  dépendre  de  deux  seule- 
variables  (t-  î  i  i. 

(')  Voir  Bull,  des  Se.  math  ,  t.  XL ..  p.  i35-i45. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XLI.  (Avril   11)17.)  R-4 
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On  sait  que  M.  Levi  Civita  a  délerminé  tous  les  potentiels  de  l'espace  qu'on 
peut  ramener  à  des  fondions  de  deux  variables;  d'autre  pari.  Lord  Kelvin  a 
montré  < j u «^  toute  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  T,  change 
un  potentiel  en  un  nouveau  potentiel,  multiplié  par  une  fonction  qui  nedépend 
que  de  I  Le  rapprochement  de  ces  deux  faits  a  conduit  M.  Imaldi  à  se  poser 
le  problème  suivant,  qu'il  résout  dans  le  présent  Mémoire  :  déterminer  tous 
les  types  de  potentiels  tels  que  chacun  d'eux,  divisé  par  une  fonction  fixe,  w 

(la  même  pour  tous  les  potentiels  d'i tême  type),  puisse  être  ramené  à  une 

fonction  <le  deux  variables.  Son  travail  comprend  cinq  Parties. 

Dans  la  première,  l'auteur  démontre  que  le  groupe  continu,  formé  de  toutes 
les  transformations  qui  changent  en  elle-même  l'équation  de  Laplace  (à  un 
multiplicateur  près),  est  identique  au  groupe  conforme  de  l'espace,  ('•.  .Sa 
démonstration  repose  sur  les  méthodes  de  Lie  et  procède  à  la  manière  de 
M.  Levi  Civita. 

La  seconde  Partie  associe  la  recherche  de  la  fonction  w  à  la  détermination 
de  tous  les  groupes  g1  conformes,  à  un  paramètre,  contenus  dans  G;  l'ensemble 
de  tous  les  potentiels  jouissant  de  la  propriété  en  question  pour  un  même 
groupe  g  satisfaite  une  même  équation  aux  dérivées  partielles,  à  deux  variables 
indépendantes;  et,  si  deux  groupes  g  sont  équivalents  entre  eux.  une  trans- 
formation ponctuelle,  suivie  d'une  multiplication  change  l'un  dans  l'autre  les 
deux  types  de  potentiel. 

Tout  se  ramène  doue  à  la  formai  ion  des  groupes  g;  à  cet  effet,  l'auteur 
abandonne  les  méthodes  de  Lie,  comme  exigeant  des  calculs  trop  laborieux; 
il  procède  par  voie  géométrique,  en  s'appuyant  sur  une  remarque  de  Klein, 
d'après  laquelle  tout  groupe  conforme  de  l'espace  peul  s'obtenir  par  projection 
stéréographique  d'un  groupe  de  transformations  projeclives  ~  qui  font  revenir 
sur  elle-même  une  sphère  i:  appartenant  à  un  S,(.  Or,  s'il  existe  un  point 
double  P  de  a  extérieur  à  —  ou  siiué  sur  S,  g  sera  équivalent  à  un  groupe  de 
similitudes;  mais,  si  P  est  intérieur  à  S,  l'étude  de  la  section  de  ^  par  le  plan 
polaire  de  P  conduit  l'auteur  à  découvrir  un  groupe  G,  à  un  paramètre  8,  qui 
conserve  S;  puis,  au  moyen  de  coordonnées  pentasphériques,  il  revient  à 
I  espace  ordinaire  el  d te  les  équations  explicites  du  groupe  g  correspondant. 

Dans  un  quatrième  Chapitre,  M.  Amaldi   montre  que  ce  groupe  conserve  le 

faisceau   des  loris 


x"- -h  y"- -h  z"-h  i  —  \/x--hy'icosG1  =  o; 

les  trajectoires  du  groupe  seront   les  loxodromies  des  tores  définies  par  l'équa- 
tion 

,y       r,  ....„ a;2  +  y2+s!  — 1_ 


posons  encon 


z.,  =  arc  tans—       u  arc  tanj 


x--\    I 
langff,  = 


n,  et  ~ .  seronl  les  deux  nouvelles  variables  dont  dépendront  les  types  de  poten- 
tiels, divisés  au  préalable  par  la  fonction  lixe  \j  \ — sinff,sina\  ;  ces  potentiels 
pourront   s'appeler  potentiels  loxodromiques. 

Enfin,  dans  la  dernière  Partie,  M.  Amaldi  forme  l'équation  aux  dérivées 
partielles,  aux  variables  t,  el  a2,  qui  admet  pour  solutions  les  potentiels  loxo- 
dromiques;  ceux    d'entre  eux   qui   correspondent    à   la   valeur  0      o  seront   les 
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potentiels  loxodromiques  symétriques;  ils  seront  fournis  par  l'équation 


où  l'on  .1  posé 


Loria  (  ( î .  ).    —  \u  sujel  des  radiales  des  courbes  planes  |  11  i  56). 

Soii    I    le  centre  de  courbure  en   un   poinl    M   d'une  courbe  C;  I>.  Tucker  .1 
appelé  radiale  de  la  courbe  C  le   lieu  géométrique  l'  des  extrémités  des  vec- 

—y 
teurs  Op.  équipollenls  aux   vecteurs  1M.  M.  •'■uni  Loria  énonce  d'abord   divers 

résultats  généraux  au  sujet  de  l'ordre  des  radiales;  puis  il  montre  comment 
l'équation  intrinsèque  de  C  fournil  immédiatemenl  l'équation  polaire  de  r  ;  et 
il  étudie  diverses  courbes  telles  que  l'épicycloïde,  la  cycloïde,  la  chaînette  d'i  ;ale 
résistance  el  la  tractrice  qui  ont  pour  radiales  respectives  la  rosace,  le  cercle, 
la  droite  et  la  courbe  eu  x(p  =atangco).  l'uis  il  énonce  le  problème  inverse, 
qu'on  pourrait  appeler  celui  des  antiradiales ,  et  le  résout  pour  la  droite. 

I  itali  (G.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  homo- 
gènes à  coefficients  algébriques  (57-69). 

La  Note  de  M.  Vitali  a  pour  origine  un  Mémoire  (')  dans  lequel  M.  Appell 
a  étudié  les  équations  différentielles  linéaires,  à  coefficients  algébriques  de 
genre  />,  à  singularités  régulières  et  à  racines  caractéristiques  entières.  M.  ^.ppell 
avait  distingué  ces  équations  en  trois  espèces;  M.  Vitali  envisage  plus  spéciale- 
ment celles  du  second  ordre  et  de  la  première  espèce,  E;  et,  à  leur  sujet,  il  se 
pose  et  résout  le  problème  suivant  :  étant  donnée  une  équation  E,  aux  iule 
gi aies  yt, y2,  former  toutes  les  équations  E,  aux  intégrales  /,.  /,.  admettant 
le  même  groupe. 

Il   distingue  deux  cas,  suivant  qu'on  a  yxt2 — y.,^,      o  ou  =  o.  Dans  le  pre- 
mier cas,  il  montre  que  le-  équations  >e  ramènent  à  la  forme 


Y"-(jj-,?)v+^Y=o 


(<p,  cp,,   ■;,  dérivées   de   deux   intégrales  de    première  espèce),   moyennant    une 
multiplication  de  la  fonction  par  une  exponentielle  convenable. 

Le  second  cas  ne   peut   se    présenter  que   pour  />  >  2  ;  à  ce  sujet.    M.   Vitali 
donne   une   forme   générale   d'équations   E,   qu'il   développe  dans   le   cas   d'une 
relation  nyperelliplique,   et   qui  offre  alors  cette   particularité  d'être  à   coeffi 
cients  rationnels. 

Bcu  bai  1   \l  .).      -    Sur   la   détermination  de   toutes    les   surfaces 
applicables  sur  une  surface  donnée  (70-99). 

L'auteur  s'est  proposé  d'exposer  la  méthode  de  Weingarten   d'une   façon  qui 
(')  Acta  math.,  t.  XIII,   1890,  p.  i<>i-i-'(. 
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mette  mieux  en  évidence  l'enchaînement  des  idées.  Il  termine  en  rattachant 
ses  calculs  .1  l'interprétation  géométrique  que  G.  Darboux  a  donnée  de  la 
mél  hode  de  NN  ei  ngarl  en . 

Toi'clli  ((1.).        Sur  quelques  théorèmes  de  M.  Poincaré  sur  les 
idéaux  premiers  (  ioo-io3)  (en  français). 

L'auteur  de  cette  Note  I  '  1  s'est  proposé  de  généraliser  un  résultat  de  II.  Poin- 
caré  sur  la  distribution  des  nombres  premiers.  Il  s'appuie  sur  deux  formules 
asymptotiques,  établies  par  M.  Torelli  lui-même,  el  qui  permettent  d'évaluer, 
l'une  la  totalité  de-  nombres  premiers  ordinaires,  de  la  forme  M  1  N  et  ne 
surpassant  pas  ./-,  l'autre,  la  somme  *\<->  logarithmes  népériens  de  ces  nombres. 
Il  en  déduit  l'évaluation  asymptotique  des  mêmes  expressions  pour  les  idéaux 
premiers  relatifs  à  l'équation  xv -+- 1  =  o  (p  réel). 

\  11  Ion  in'  1  L.   .         S  ni'  I'Ik  rinil  ien  1  m  \-\  28). 
Soit 

n  n 

Ht./-,  y)       N^  ^hflXjX^  [hjk] 
i  =  1  * = 1 

une  forme  bilinéaire  telle  que  h-k-=  h^  (g  et  g  étant  <\r^  imaginaires1  con- 
juguées); si.  de  plus,  la  forme  est  définie  et  positive,  M.  !..  V.ulonne  l'appelle 
un  hermitien,  réservant  la  dénomination  d'hermitienne  à  la  substitution 
linéaire  associée  a  la  forme.  Soit  encore 

A=[«;,l.        A'=KJ.        A  =  [ajk]; 

si  l'on  a 

n 

Û'I    =E^yiXj, 
/  =  » 

on  dira  que  l    csi  un  hermitien  unitaire. 

Ceci  posé,  dans  un  premier  Chapil  re,  l'auteur  étudie  les  hermitie ;s  unitaires 

et   dén ire  à  leur  sujet   le  théorème  suivant  :  dans  l'espace  à  n  coordonnées 

homogènes  .r, rn  les  hermitiennes  unitaires  forment  un  groupe  tran- 
sitif. 

Li  second  Chapitre  est  consacré  aux  hermi liens  généraux;  M.  I..  \utnnne 
étudie  en  détail  leur  réduction  à  une  forme  canonique;  puis  il  démontre  divers 
théorèmes,    dont   je    citer, h    les   suivants   :    V  étant  une   matrice   quelconque, 

P'P  est  un  liermitien,  et.  réciproquement,  tout  hermitien  peut  s'écrire  sous 
la  forme  précédente  (où  P  a  été  convenablement  choisie).  —  Les  hermi- 
tiennes ne  peuvent  former  un  groupe  que  si  elles  sont  permutables.  Le 
Mémoire  se  termine  par  l'étude  des  hermitiens  réels. 


(')  Luc  le  3  avril  1901  .1  une  séance  du  Circolo  à  laquelle  assistait  H.  Poincaré. 
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Gerbaldi    {F-)-   —   Sur  le  groupe  simple  de  36o   collinéations 

planes  (')  (  i  29-1  '>  \  \. 

L'auteur  poursuit  ses  recherches  sur  le  groupe  G3I  :  et,  afin  de  simplifier 
l'étude  des  résolvantes  du  6  el  du  ro'  degré,  il  f.iit  intervenir  le  sous-groupe 
octaèdrique  G  engendré  par  les  collinéations  T  et  0.  Ce  sous  groupe  admet 
comme  invariant  s  : 

*=eV.  +  «/s      ;/—/■„        P=ÂÂ        et        A. 

qui  sont  respectivement  d'ordres  >.,  1  ri  6;  il  admet  aussi  deux  autres  invariants 
du  sixième  ordre  y  et  r  et  un  invariant  du  huitième  ordre,  F;  l'auteur  les 
forme  tous  explicitement.  Or.  -iijp(...-<.ds  qu'on  se  donne  les  invariants    V    II. 

J  de  G,oso  et  qu'on  cherche  a  calculer  p  et    /:   on  aboutira   à  •  résolvante  de 

degré   i5  (puisqu'il   existe    iô    sous-groupes    <"■,,   dans  <i  so),  el    dont    l'auteur 
indique  seulement  le  terme  tout  connu,  qui   représente  l'ensemble  do  coniques 
octaèdriques  T.   Si   l'on    procède  de  même  pour  r,   on  aboutira  à  une  nouvelle 
résolvante  dont  le  terme  tout  eonuu  U  est  un  invariant  de    degré  90  pour  G 
égalé  à  o.  il  représente  les  \5  droites  «('-),  comptées  deux  fois  chacune. 

\|irô  avoir  calculé  effectivement  ces  invariants,  M.  Gerbaldi  aborde  le  réseau 
linéaire  formé  par  le-  courbes  d'ordre  3o,  invariantes  par  G360  et  passant  pai  les 
(joint-  Ki  :  -on  étude  l'amène  a  celte  conclusion  :  par  un  groupe  général  île 
>6o  points  homologues  passent  cinq  courbes  invariantes  d'ordre  3o,  pourvues 
de  36  points  doubles  K .  et  de  iSo  autres  points  doubles  sur  h  -  droites  u . 

Puis,  revenant  à  l'invariant  L.  il  uiilise  les  calculs  qui  Tout  fourni  pour 
donner  à  la  résolvante  du  b"  degré  la  foi  nie 

(  x1  -+-  a  x  -t-  b  ) ;  (  x-  -t-  a'  x  —  b   1  —  /.  x  =  o 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  deux  paramètre-  distincts,  l'un  d'eux 
pouvant  être  pris  égal   à  k. 

Cela  fait,  l'auteur  retourne  à  la  résolvante  du  10'  degré  et  montre  que  lu 
racine  cariée  de  son  discriminant  se  décompose  en  un  produit  de  deux  facteurs 
qui  sont  entiers  en  A,  H  et  .1  et  qui,  égalés  à  o,  représentent,  l'un  les  j  ">  droites  u. 
comptées  chacune  |  fois,  el  l'autre  les  \>  ioniques  c  qUe  G360  permute  mu- 
tuellement. 

De  Donder  (  Th.}  —  Elude  sur  les  invariants  intégraux  (second 
Mémoire  1  <  1  55-t  79  >. 

Poursuivant  ses  recherches  sur  les  invariants  intégraux,  l'auteur  commence 
par  donner  la  nomenclature  des  travaux  de  Lie  el  île  ses  élèves  sur  cette  branche 
de  l'Analyse;  ainsi  qu'il  le  fait  observer,  leur  point  de  vue  n'est  pas  absolument 
équivalent  à  celui  de  H.  Poincaré. 

(')  Voir  Bull.,  t.  XXXIX2,  p.  i34  :  t.  \L_.   p.  <>\  et  p.  n5. 

(-)  Les  4j  droites  u  sont  les  axes  respectifs  des  _(j  homologies  O  ,y.  . .;  {Bull., 
t.  XXXIXj,  p.  ioj);  il  existe  3fi  points  par  chacun  desquels  passent  cinq  droites  u  ; 
ces  points  sont  au  nombre  de  quatre  sur  chaque  droite  u  :  ce  sont  précisément  les 

points  K. 
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Puis,  l'auteur  étudie  tous  les   changements  de  variables  qui  conservent  soit 
les  équations  des  caractéristiques,  *oit   les  équations  canoniques,  suit   les  équa 
lions   des   transformations    infinitésimales    de  contact.   Il   introduit  ensuite  un 
invariant   relatif  qui  généralise  celui  de  rlelmholtz-Kelvin,  et  l'applique  au  calcul 
des  \  arial  ions. 

Enfin,  M.  de  Donder  donne  une  démonstration  nouvelle  d'un  théorème  de 
II.  Poincaré  sur  la  théorie  des  exposants  caractéristiques  et  des  intégrales 
périodiques;  et  il  termine  par  une  application  aux  équations  linéaires  homo- 
gènes et  à  leurs  adjointes. 

Giudice  |  F.  ).  —  Existence,  calcul  el  différences  de  racines  d'équa- 
tions numériques  (i8o-i84)- 

L'auteur  applique  l'idée  fondamentale  de  la  méthode  d'approximation  de 
Newton  à  la  démonstration  du  théorème  de  d'Alembert;  puis  il  forme  l'équa- 
tion aux  valeurs  d'un  polynôme  f(x)  =  a0x"  +  . .  .-t-  an  pour  les  zéros  de  sa 
dérivée.  II  donne  ensuite  une  borne  inférieure  des  modules  des  différences  des 
racines  de  la  proposée,  et  termine,  enfin,  par  deux  théorèmes  relatifs  à  la  sépa- 
ration des  racines  de  f{x).  L'un  d'eux  peut  s'énoncer  ainsi  : 

1 

I  f(a)\" 

Si  C  est  une  circonférence  décentre  a  et  de  rayon ,  ou  bien  toutes 

I    «o     I 
les  racines   de  f(x)  =  o  sont  situées  sur   C,   ou  bien   il  n'en  existe  aucune 

sur  I  '.. 

Burali-Forti  (C .).  —  Sur  les  radiales  (i85-itji). 

L'auteur  montre  comment  l'étude  des  radiales,  abordée  par  M.  Gino  Loria 
dans  un  article  précédent  du  même  Tome,  peut  être  simplifiée  à  l'aide  de  la 
notation  symbolique  de  Grassmann. 

Paci  (/*•)•  —  Généralisation  d'un  théorème  de  Gauss  (192-195). 

Soient  S  une  surface  fermée,  A   un    point  fixe,   M   un   point  variable  sur  S, 

— > 
(m)  l'angle  de  MA  avec  la  normale  intérieure  à  S  eu    M,  ds  l'élément  d'aire 

— ; >- 

de  S.  /■  la  distance   M  \  el  »  une  fonction  des  cosinus  directeurs  de  MA.  M.  Paci 
remarque  que  l'intégrale 

"  co  cos(  m  ) 


i 


est  indépendante  du  point  A  lorsqu'il  est  intérieur  à  S,  et  qu'elle  est  nulle 
quand  A  est  extérieur  à  S.  11  applique  ce  résultat  à  la  détermination  déjà  den- 
sité d'une  couche  ellipsoïdale  équipotentielle. 

Martinetti  (  I  .).  —  Quelques  considérations  sur  la  configuration 
de  K 11 ci  (  196-203). 
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L'a  u  leur  introduit  la  cou  figura  ti le  Ku  nmci  en  partant  de  trois  complexes 

linéaires  en  i  h  vol  u  lion  mutuelle;  il  établil  divers  résultats  au  sujel  de;  tétraèdres 
de  l.i  con  figu  ra  i  ion  . 

Guccia  (G.-B.).  —  Sur  les  courbes  algébriques  planes  (204-208). 

M.  Guccia  énonce  une  suite  de  théorèmes  sur  le-  -\-teme-  I  i  r  n  '• .  i  i  i  •  *  •  --  de 
courbes  planes  ayant  un  point   base  fixe  d'ordre  k. 

Veneroni  (-E.).         Sur  quelques  systèmes  de  cubiques  gauches 
(209-229  1. 

Suit,  dans  un  espace  à  trois  dimensions,  une  congruence  de  courbes  C; 
M.  Veneroni  appelle  ordre  de  la  congruence  le  nombre  des  courbes  C  qui 
passent  par  un  point  arbitraire,  et  classe  de  la  congruence,  le  nombre  des 
courbes  C  qui  admettent  une  même  corde.  Il  démontre  alors  divers  théorèmes 

concernant   : 

i°  Les  congruences  d'ordre  o  et  de  classe  m  (quelconque); 
2°  Les  congruences  de  classe  o  cl  d'ordre  ///  (quelconque); 
3°  Les  congruences  d'ordre  i   et  de  classe  i  ; 

puis  il  les  applique  aux  cubiques  dans  l'hypothèse  où  ru  est  égal  à  i.  Dans  le 
premier  cas,  les  cubiques  appartiennent  à  une  même  quadrique;  dans  le  second, 
elles  passent  par  quatre  points  et  admettent  une  droite  fixe  comme  corde.  Enfin, 
le  troisième,  le  plus  compliqué  d'ailleurs,  exige  une  discussion  fondée  sur  la 
nature  des  singularités  de  la  surface  lieu  des  cubiques  qui  coupent  deux  fois 
une  droite  lixe.  Elle  conduit  à  trois  types,  dont  le  plus  remarquable  est  formé 
des  cubiques  passant  par  cinq  points  fixes.  L'étude  de  celle  congruence  amène 
l'auteur  à  formuler  la  définition  suivante  de  la  surface  de  Weddle  :  toute 
surface  de  Weddle  est  le  lieu  des  intersections  des  cubiques  passant  par  cinq 
points   fixes  avec  celles  de  leurs  corde-  qui   passent   par  un    sixième   point   ï\\c. 

Marcolongo  |  R.).  —  Sur  la  fonction  Je  Green  de  degré  n  pour 
la  sphère  (  2 3 o-235). 

Soienl  P  et  M  deux  points  intérieurs  à  une  sphère  2,  le  premier  fixe,  et  v  la 
normale  intérieure  à  la  sphère;  on  appelle  fonction  de  Green  de  degré  n 
pour  1  la  fonction  Gn  qui  satisfait  à  l'équation  AjKGn  =  o  et  qui,  sur  S,  vérifie 
les  conditions 

rf'G  dr-'-3 

G»=r         777^  ~dV-     (i  =  I'2 "-°- 

Désignons  par  a  le  rayon  de  -.  par  p  la  dislance  de  P  au  centre  o,  et  par  /■'  la 
distance  de  M   à  l'image  de  P  par  rapport  à  S;  posons 


nous  aurons 
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le  produit  x<o(x)  élanl  un  polynôme  de  degré  2/1  —  3  et  satisfaisant  à  diverses 
conditions  dont  l'examen  conduit  l'auteur  à  la  formule 


/( /',  /-,  )  étant  un  polynôme  à  coefficients  positifs.  De  ce  fait,  la  fonction  G„ 
satisfait  à  diverses  inégalités  que  l'auteur  développe  spécialement  dans  le  cas 
de  n  =  2. 


Ferretti  (G.).  --  Sur  la  réduction  à  l'ordre  minimum  des  sys- 
tèmes linéaires  de  courbes  planes  irréductibles  de  genre  p;  eu 
particulier,  pour  les  valeurs  <>,  1,  2  du  genre  |  286-279). 

Divers  géomètres  se  sont  préoccupés  de  former  des  systèmes  linéaires  de 
courbes  planes,  d'ordre  minimum  et  birationnellement  distincts;  mais  leurs 
travaux,  reposant  sur  un  Mémoire  classique  de  Nœther,  étaient,  par  là  même, 
sujets  à  une  objection  signalée  par  M.  Segre  et  relative  à  l'existence  d'une 
transformation  quadratique  dans  certains  cas  où  le  triangle  fondamental  devient 
infiniment  petit.  Cette  objection  se  présentait  d'ailleurs  lorsqu'il  s'agissait  d'éta- 
blir que  toute  transformation  de  Cremona  peut  être  décomposée  en  un  produit 
de  transformations  quadratiques,  el  ce  fut  M.  Castelnuovo  < ] ■■  i  la  résolut  défi- 
nitivement dans  ce  cas,  par  une  méthode  fondée  sur  la  considération  des  courbes 
adjointes  d'indices  successifs.  Des  lors,  il  était  tout  indiqué  d'appliquer  la 
même  méthode  au  problème  énoncé  plus  haut;  et  tel  est  l'objet  du  Mémoire 
de  M.  Ferretti. 

Dans  un  premier  Chapitre,  il  établit  que  les  systèmes  adjoints  successifs 
d'un  système  linéaire  de  courbes  irréductibles  C,  de  genre  p,  coupent  les 
courbes  C  en  un  nombre  de  points  qui  décroit  au  moins  de  D  —  ip  -+■  1  unités 
(  D,  degré  du  système  donné)  chaque  fois  que  l'indice  du  système  adjoint  croit 
d'une   unité. 

I. 'auteur  montre  ensuite  que  si  le  système  linéaire,  de  dimension  effec- 
tive ^  o,  est  réduit  à  l'ordre  minimum  /?,  et  si,  de  plus,  il  est  privé  d'adjoints 
d'indices  §/,  ou  bien  on  a  n  =  ij'  —  \,  ou  bien  le  système  est  pourvu  d'un 
point  base  de  multiplicité  n —  2/  ■+- 1.  La  démonstration  procède  par  l'absurde 
et  fait  intervenir  des  transformations  de  Jonquières,  qui,  d'ailleurs,  jouent  un 
rè>le  important  dans  tout  le  Mémoire.  Cette  proposition  une  fois  établie,  diffé- 
rents autres  théorèmes  analogues  viennent   la  préciser. 

l'uis,  dans  trois  Chapitres  successifs,  l'auteur  applique  ses  résultats  aux  cas 
où  l'on  a  p  =  o,  1  ou  2.  Dans  le  premier  cas,  il  trouve  que  le  système  peut 
toujours  être  ramené,  moyennant  une  transformation  de  Cremona,  à  l'un  des 
1  \  pes  canoniques  énumérés  par  G.-B.  Guccia;  pour/0  =  i,  la  même  conclusion 
s'applique  aux  systèmes  au  moins  «2;  et  dans  le  cas  d'un  faisceau  de  courbes 
elliptiques,  il  ne  peut  exister  d'autres  types  de  réduction  que  ceux  d'Halphen. 
Enfin,  il  ne  peut  exister  aucun  type  canonique,  pour  p  =  2,  ne  coïncidant  pas 
avec  ceux  de  Jung,  et  dans  le  cas  des  réseaux  surabondants  de  courbes  de 
genre  2,  l'auteur  établit,  de  même,  que  l'énuméralion  de  MM.  Martinetti  et  de 
Franchis  est  complète. 
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Gigli  {/).).  -    Sur  les  s  tînmes  de  //  entiers  distincts  pris  parmi 

les  nombres  i,  :•>,  ...,  ///  (280-285). 

L 'auteur  établit  par  récurrence  le  théorème  suivant  : 

Soient  m  et  // (  2  m)  deux  entiers  quelconques  et  \  un  autre  entier  tel  que 

n(n  +  \)  n  (  n  —  i) 

N      mn—  ; 

2  2 

/e  nombre  des  combinaisons  de  n   entiers,   inférieurs  à   m-\-\,  et  tels   i/ue 

leur  somme  soit  égale  à   N  a  pour  expression  le  coefficient  de  x 
dans  le  développement  du  quotient 

(i  —  x"')(i  —  x"--1)  ...{i~x'n   "•') 

(I  —  3T)(l  —  X")  ...  (I  —  U") 

L'auteur  applique  ensuite  son  résultat  au  cas  de  m  =io  (et  «  quelconque), 
ainsi  qu'aux  cas  de  m  =  90  et  /?  =  3  et  6. 

Guccîa  (G. -/>.).  —  Sur  les  surfaces  algébriques  (286-293). 

L'auteur  énonce  une  suite  île  théorèmes  qui,  ilans  le  cas  des  surfaces  algé- 
briques jouent  exactement  le  même  rôle  que  les  théorèmes  «l'uni-  Note  précé- 
dente dans  le  cas  des  courbes  algébriques. 

Calapso  (•£*•)•  —  Sur  la  déformation  des  quadriques  (29^-826). 

Pour  étudier  le  problème  de  la  déformation  des  quadriques,  l'auteur  résout 
d'abord  la  question  préliminaire  que  voici  :  étant  donnée  une  quadrique  Q, 
rechercher  sur  Q  un  système  qui  reste  conjugue  après  la  déformation.  En 
calculant  les  symboles  de  Christoffel,  et  en  se  servant  îles  équations  de  Gauss 
et  île  Codazzi,  M.  Calapso  parvient  .liusi  au  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles  suivant  : 

Ou   dv        du  dv  _ 

\   al.   n7-,  +  771  dl  ~  °' 

(,)  1     a  »      A 

l    OU    OV  OU    OV  ,     .     ,  , .  ,  ;••■■/ 

A,  {u-+  v:)  —  2h.,uv  +  A  .11 -v-  +  A  ,. 


dx   dx        d'à  àQ 


où  les  Â(  sont  des  constantes  qui  dépendent  des  longueurs  des  demi-axes  de  Q 
(supposée  pourvue  d'un  centre). 

Lorsqu'il   s'agit  d'une  surface  de  révolution,    le   système  (1)   peut    être  rem- 
placé par  l'équation 

à  "H         d2B 


+  iAr.she  che  =0. 


La  fonction  0  détermine  d'ailleurs  une  surface  à  courbure  constante  qui. 
moyennant  une  transformation  de  Bàcklund,  se  ramène  à  une  autre  surface 
à  courbure  constante,  rencontrée  dans  le  même  problème  par  .M.  Guichard, 
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Enfin,  l<-  travail  se  termine  par  une  étude  de  la  déformation  des  paraboloïdes, 
développée  .1  un  poinl  de  \  ue  analogue 

l'uni  1  i  E .).        Sur  les  groupes  finis  de  collinéations  quaternaires 
pourvus  de  cubiques  gauches  invariantes  (32^-345   . 

\  la  suite  des  travaux  de  MM.  Kohn,  Maschke  el  Bagnera,  l'auteur  s'est 
proposé  d'énumérer  tous  les  groupe-  finis  de  collinéations  quaternaires  qui 
transforment  en  elle-même  une  cubique  gauche.  <>r.  soil  G  un  lel  groupe;  il 
détermine  sur  la  cubique  un  groupe  fini  de  proiectivités  binaires  qui,  dès 
lors,  coïncide  nécessairement  avec  l'un  des  cinq  groupes  classiques.  L'auteur 
les  étudie  successivement,  après  avoir  adopté  comme  représentation  <le  la 
courbe  les  équations  suivantes  : 

xt  =  X3,        x ■._.  =  X2,        x  =  /.,        x-  =  1  ; 

il  n'insiste  pas  d'ailleurs  sur  le  cas  de  l'icosaèdre  qui  fait  l'objet  d"un  autre 
Mémoire.  Ce  cas  écarté,  le  plus  intéressant  est  celui  du  groupe  oetaèdrique  :  i! 
conduit  à  une  configuration  remarquable,  formée  de  deux  cubiques  appartenant 
à  un  même  complexe  linéaire  et  possédant  chacune  un  hexagone  inscrit  inva- 
riant II.  De  plus,  parmi  les  surfaces  invariantes  par  les  transformations  de  G, 
on  peut  citer  une  quadrique,  un  faisceau  de  surfaces  du  quatrième  ordre 
1  comprenant  deux  tétraèdres  T  1  el  un  réseau  de  surfaces  du  quatrième  ordre, 
comprenant  notamment  :  deux  surfaces  de  Weddle,  deux  surfaces  de  Kummer 
(quadruples  tétraédroïdes),  deux  surfaces  desmiques  et.  enfin,  quatre  surfaces 
nouvelles,  pourvues  chacune  de  six  points  biplanaires  et  de  quatre  points 
coniques  :  les  premiers  sont  les  sommet-  des  deux  hexagones  II.  les  autres 
sont  les  sommets  des  deux  tétraèdres  T. 


Kolossoff  (G.).  —  Sur  le  cas  de  M.  Goriatchoff  de  la  rotation 
d'un  corps  pesant  autour  d'un  poinl  fixe  1  >46-348)  (Extrait 
(i  une  lettre  à  M.  II.  Marco  longo  ;  en  français.) 

L'auteur  montre  rapidement  comment  la  théorie  de  Jacobi  permet  de 
retrouver  les  intégrales  de  Tchapliguine  dans  le  problème  du  gyroscope  pesant, 
lorsqu'on  a  \  =  L>  •=.  4  C,  et  lorsque  la  constante  des  aires  esl  prise  égale  à  zéro. 

Marcolongo  \  II.).  -  -  Observations  au  sujel  de  la  Note  <!«■ 
\l.  K.olossoff  Sur  le  cas  de  M.  Goriatchoff  de  la  rotation  d  un 
corps  pesant  autour  d'un  [>  mil  1 1  \ < •      1   !  [■)-'>  >~  >• 

Exposé  synthétique  >■(  complet  du  cas  d'intégration  Gorialchoff-Tchapliguine- 
Kolosso  fi". 

Carrone  (C).       Sur  un  complexe  de  droites  du  quatrième  degré 
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Dans  un  espace  à   trois  dimensions,  considérons  quatre  Faisceaux  il<-  droites 

entre  lesquels  on  à  établi  des  corres] lances  lioniograpliiques;  quatre  rayons 

correspondants  déterminenl  une  congruence  linéaire  donl  le  lieu  sera  un  com- 
plexe «In   quatrième   ordre;   les   droites  doubles  de  ce  c plexe  formenl    une 

congruence  (3,3)  de  Roccella.  L'auteur  étudie   en   détail   ce  c plexe  el    celte 

congruence,    donl    il    donne   d'autres    modes   de    générati en    introduisant, 

notamment,  deux  cônes  du  second  degré  el  .1  deux  dimensions  appartenant 
à  un  espace  à  cinq  dimensions.  Certains  cas  particuliers  du  complexe  jouissenl 

de  propriétés  remarquables;  dans   I' l'eux,  le  complexe  se  décompose  en   un 

complexe  linéaire  et  en  un  complexe  du  troisième  ordre  étudié  par  Weiler. 

Pennacchietti  (G.).  —  Sur  une   intégrale  d'une  classe  de   pro- 
blèmes île  l'équilibre  d'un  lil  flexible  el  inextensible (376-  18]  >. 

Écrivons  les  équations  de  l'équilibre  d'un  fil  sous  ht  forme  normale 

dx        11  dy        v  dz        w 

777  =  T'       Th  =  t'       7/7  =  t' 

.  du  dv  dw 

(2)  -j-  =  —X,        -7-=—  V        -r-=  —  Z, 

as  as  as 

et  proposons-nous  de  choisir  des  fonctions 

A.-,     B-,     C,         (î  =  o,  1,  2,  3) 

de  x,  y,  z,  s  telles  que  les  équations  (  1)  ajoutées,  après  multiplications  res- 
pectives par 

\„  ds  +  A,  dx  -f-  A2  dy  +  A3  dz,     B„  ds  -+-  B,  dx  +  B  dy  -1-  B3  dz. 
C„  ds  +  C,  dx  +  C2  dy  -t-  C3  dz, 

admettent  une  combinaison  intégrable  [en  vertu  de  (1)].  lin  procédant  ainsi, 
M.  Pennacchielli  obtient  un  cas  d'intégrabilité  des  équations  de  l'équilibre 
d'un  fil,  qui  comprend  comme  cas  particulier  celui  où  les  forces  appartiennent 
à  un  complexe  linéaire.  Le  résultat  précédent  avait  d'ailleurs  été  obtenu,  grâce 
à  une  autie  méthode,  par  M.  Lagoutinsky. 

Reine  Garnier. 


ACTA   MATHEMATIGA. 

Tome     XXVIII,    1904    ('). 

(Niels-Henrik  Abel  in  Memoriam.  ) 

Pringsheim  {A.).  —  Ueber  den  Diwèrgenz-Charakter  gewisser 
Potenzreihen  an  der  Gonvergeuzgrenze. 

(l)    Voir  Bull,   des   Se.    math.,  t.   XXXVI,,   p.    i85,    t.    WWII..    p.    '>.    —    Les 
analyses  des  Tomes  XXVI  et  XXVII  seront  publiées  ultérieurement. 
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Par  analogie  avec  cette  proposition,  démontrée  par  Abel  pourarréel,  étendue 

par  M.  Stolz  .m  cas  de  ./•  complexe,  que  -i  la   série  convergente    *    <•.  esl  telle 

v     o 

que   lim   \  |  C   |  =  i.  on  a 

lim    V   c  x*  =    y  C. 

V  -=  0  V  =:  0 

lorsque  .r  se  rapproche  du  cercle  de  convergence  suivant  une  courbe  non  tan- 
gente à  ce  cercle,  M.  Pringsheim  s'est  proposé  de  déterminer  la  manière  dont 
diverge  la  série 


V  d  x', 


quand  x  tend    vers    i,   la    série  N    dt   étant   supposée  divergente,  et   telle  que 
lim  \  |CV|  =i.  L'auteur  établit  d'abord  le  lemmc  suivant  : 

V  =  » 

Si  l'on  pose  x  =  i       -le-  .  et  que  o       -     i  os»,  où  I  al       »„,      ->  on  a 

■ 

\l-X'\       ^         2 


X  |  c  o  s  <p  \  "        c  o  s  « 

L'application  de  ce  lemme  conduit  à  considérer  les  séries  pour  lesquelles 

2^ 


lim 

>  '=  1 


V,/|.r'|v 


■j       o, 


qui  seront  dites  uniformément  divergentes,  et  serviront,  dans  la  suite  du 
Mémoire,  de  terme  de  comparaison  pour-  évaluer  la  manière  dont  divergent 
d'autres  séries.  L'auteur  déduit  ensuite,  du  lemme  fondamental,  le  théorème 
suivant  : 

Si  la  saie     »   il  x'  est  convergente  pour  \  x  |  <  i .   uniformément  diver- 
gente l'uttr  x  —  x'  =  i,  et  si 


V 


V,/ 


(g  étant  un  nombre  complexe  quelconque),  lu  série  N  (i  x'  converge  aussi 


KKVUK   l»l>   l'I!  BL1CAT10NS 
pour  |  ./■  [      i  et  diverge  uniformément  /mur  x      x'      i,  et  l  <m  >< 


lini 


II 
V  d  X 


En  appliquant  ensuite  ce  théorème,  la  série  du   binôme  étant  prise  pour  terme 
de  comparaison,  l'auteur  arrive  aux  relations 


V 


lim  (i  —  x'Y  yavx'v  =  T(/?  -I    i).^,  quand 

x'  —  1  m^ 

0 

lim  (i  —  x'Y  \    a  ,.c  "'  =  T  /;  ) .  g  .  .pi. nul 


1 1  m 


dont  la  seconde,  bien  connue,  a  été  obtenue  par  M.  Appell  dans  le  cas  où  x'  et 
les  a  sont  des  quantités  réelles  et  positives.  La  considération  d'une  ~  u  i  t  «  de 
nombres  \(v  =  o,  i,  2,  2,  ...),  satisfaisant  aux  relations 


lim  ev  =  o, 

v  =  x 


lels  que,  de  plus,    lim  a. j—  s.,  et  que,  au  moins  à  partir  d'un  certain  rang,  on 
ait 


—  < 


A.--, 


permet  à  M.  Pringsheim  de  construire  des  séries  divergentes  simples  qui 
deviennent  infinies  comme    lim  )v,  et  seront  utilisées  comme  termes  de  compa- 

V  =  ao 

raison.  En  désignant  alors  par  r  une  variable  positive  continue,  et  )>(/*)  une 
fonction  positive  monotone  telle  que  ).(v)  =  Xv,  l'auteur  déduit  du  théorème 
sur  la  comparaison. "énoncé  en  premier  lieu,  le  théorème  fondamental  suivant   : 

Si  l'on  a 


avec  les  conditions 
ou  bien 


ni'V. 


a  =  rn  i     ou     o 
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/./  siiii-  N  a.f   est  convergente  pour   \  x  |  <  i .   et   diverge   uniformément 
l>our  x  =  x'  =  i,  de  manière  que 

li  m  (i-  x'y\\- ! — —  )      Vaya;'v  =  I' (/'-+-■)  ■-• 

.1  ■'  =  1  \    •  —  ■*-  |  /      -*■>■■ 


La  dernière  Partie  du   Mémoire  de  M.   Pringsheim   esl   consacrée  aux   séries 
qui  deviennent  infinies  comme  certaines  expressions  logarithmiques.  En  posant 


log(loga;)  =  log,x,        log[log(loga;)]  =  log3ar, 


el 


Lm  (;•)  =  /•  log/-  log.;/' . .  .  logm/\ 
l'auteur  arrive  en  dernier  lieu  au  théorème  suivant  : 
Si 


li  m 


a„  L,„-,  (  n  )  [  log,„  (/!)]?(  log„l+l)^t  ■  ■  •  log,M+1  n  )n  _ 


m  désignant  un  entier  =i,  p  une  quantité  positive  et  q  une  quantité  diffé- 
rente de  i ,  on  a 

«-<  ■  -  «r  '  k.  ,  (^-)  ^(nb)'  •  •  ■  ">s (^)"î"  '    -  ' 

o 
tandis  que,  pour  p      o  (  auquel  cas  un  dt>it  avoir  q       i),  on  '/ 

,      ,      6m  \i  —  x'J  [\i  —  x'J  \  i  —  x  J     —  i  —  <7 


Gegenbauer  (  /-).  -     Vote   iiber  <li<'  symmelrischen  Funkti n 

der  zwei  algebraischen  Gleichungen  gemeinsamen  Wurzeln. 

L'auteur  donne  d'abord,  du  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  fondions 
entières  f{x)  el   /"(•''),  l'expression 

V        (x-xXi)(a;-xli)...(x-Xin_r)\s}ï£*     ■''"■{ 

),,). A„_r ____ 

|S1+ll 

(/./,■  =  <),  i .   ■.  ...,//       r), 

qu'il  a  obtenue  dans  un  Mémoire  précédent,  et  où  S*"        "      désigne  la  somme 

des    |>iii>^;ime>  <le>  raeines  de  f(x)  =  o  autres  que   /,;,  x-.,  ...,x^n_  ■ 

M.   Gegeobaner   montre  ensuite  '|ue  toute  fonction   rationnelle  et  symétrique 
des  r  racines  ./..../-,  communes  à  deux  équations  f(x)  =  o  et   »(x)  =  o,  est 
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susceptible  d'une  représentation  analogue 

2     '•'<•/■„.- *xr)|s&2  -M 

GU'---  V        G(a;Xl,arii,...|iF)r)|s^..-»H 

x„xs,...,x. 

(/,/■  =  (I.  1 .   ' /•  —  ]). 

et  en  déduil  le  théorème  su  ivant  : 

.s'/  £a  première  des  /onctions  symétriques  des  n  racines  x{  . . .  xT  def(x)  —  o, 
du  type 

|Si+I|     (i',Ar  =  o,  i,  a,  ...,  n  —  i)        |'S1+l.|     (t,  À"  =  o,  i,  2,  . ..,  n  —  2),     .... 

qui  ne  s'annule  pas  est  la  (n  —  /•  4- 1  /  "  ,/■/  si  la  première  de  celles  du 
type 

£     \^:à Hlslrf -'"'I 

>■..>•.. >,-, . 

1  /.  /.  =  0,  1,  2,  . . . ,  /•  —  1  ;  /,,/.'[  =  0,  1,  2,  . . .,  n  —  p  —  1), 

2       \*U\ HN+> H 

(  /',  A'  =  o,  1 ,  2,  ...,/•  —  1  :  1. ,,/.-„  =  o,  1 .   ■ ra  —  p  —      ' . 

7 

gui  />e  s'annule  pas  est  la  (s  +  i)iême,  /(x)  a  r  de  ses  racines  distinctes, 
dont  (r  —  s)  sont  simples. 

Mellin  (///.).  —  Die  Dirichlet'schen  Reihen,  <lir  zahlentheore- 
tischen  Funktionen,  und  die  unundlichen  Produkle  von  endli- 
chem  Geschlechl . 

L'auteur  expose  d'abord  quelques  propriétés  des  intégrales  réciproques  : 

pli  -ri»  \ 

(  1  )  <P(x)  =  —^    /  F(z)x     dz  J  x  =  u  -   iv  -  | 

}        -    - 
(II)  K(s)   =   /     <P(x)x:    [dx  \  x       a       ':. 

«■  0  J 

où  F(z)  est  une  fonction  régulière  pour  ton-  les  points  à  distance  unie  situés 
dans  une  bande  telle  que  y.  -  u  -  f$,  et  qui,  pour  le>  points  à  l'infini  clans  cette 
Imnde.  prend  la  forme 

F(a  —  iv)  =  e  ïlv|/l  u,  v), 

a  étant  une  constante  positive  non  nulle  et  /'1  a,  v  1  une  fonction  dont  le  produit 
par  er*l"\  reste  fini  quand  |  v]  croit  indéfiniment,  î  désignant  une  quantité  posi 
tive  aussi  petite  que  l'on  voudra.   \ près  avoir  donné  des  limites  ~k  de  convergence 


6o 
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absolue,  el  l  de  convergence,  d'une  série  de  Dirichlet 

/»  =  06 


w=2 


une  expressioi velle,  autre  <|ue  celle  déjà  donnée  par  M.  Catien,  M.  Mellin 

obtient,  en  appliquant  les  formules  (  I  )  et  (II), 


(Il 

(II) 

en  posant 


—   /  F(z)S{z)x--dz, 


W(x) 

Z   t.  L      ! 

*-    il 

F(z)S(z)=  f    W(x)x--idx, 


V(x)=ytf(n)*(a„z). 


Ces  formules  sont  valables  dans  la  portion  commune  au  demi-plan  où  est 
valable  la  série  S(~)  et  à  la  bande  où  la  fonction  F  (z)  est  régulière.  L'auteur 
se  propose  ensuite  d'obtenir,  d'une  fonction  sommatoire  du  type 


F(»)=/(0+/CO 


/(«). 


une  expression  -mu-  la  forme  de  la  limite  d'une  intégrale  de  la  forme  (  I ').  ia 
fonction  f  (n)  étant  celle  qui  figure  dans  la  série  de  Dirichlet  S(s)  considérée. 
\  i  el  effet,  el  eu  utilisant  une  formule,  donnée  par  lui  dans  un  Mémoire  anté- 
rieur, pour  l'expression  du  logarithme  d'un  produit  infini  de  genre  fini  p, 
M.  Mellin  arrive  à  la  formule 

Il  I  De("~E)'l 
im0logn[PeVJ]  =«»"[/<0+/<3) +...-+- /(*)], 

où 

(—  1  ))' ,  £\H 


,,^>=ITKi-£> 


et  p  étant  compris  entre  an  el   an    ,.    V.près   avoir  déduit    du   résultat    précédent 
i|ne  l'intégrale 


lim  JL    / 


sln(lî-6)''S(^'à         (6       a) 


se  rapproche  d'une  limite  linie  quand  e  tend  vers  zéro,  el  après  avoir  donné  un 
exemple  particulier  auquel  s'appliquent  les  considérations  précédentes,  l'auteur 
arrive,  en  utilisant  les  propriétés  des  fonctions  eulériennes,  à  la  formule 


"  /  00 

F/(v)  =  r(ar)+lim    £-    f  r(i  +  ^)s(s 

—  /;<   -  x  3  ..  /  ,  '  h__lx  \  m  ! 


■' 


I 
où  l'on  doi  i  avoii 


b  <  /.    a n      x       au . ,. 
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et  où  r(x)  désigne  la  somme  des  résidus  de  ceux  des  pôles  de  la  fonc- 
tion— S(s)  qui  sonl  situés  dans  la  bande  définie  par  la  dernière  des  inéga- 
lité précédentes. 

V  =  n 

Enfin,  M.   Mellin  obtient   pour   V  /(v)  plusieurs  expressions  équivalentes, 

•/     1 
parmi  lesquelles  la  suivante  : 


(a„<x  <  a„+1  ), 


déjà  obtenue  par  .M.  von  Koch  dans  son  travail  sur  la  distribution  des  nombres 
premiers;  et.  après   l'exposé  d  une  méthode  fournissant  une  expression  asvm|i 
totique  pour  une  somme  du  type 


»  S  (S,  IV-rV),  OÙ        S  (S,  «)=      » 


/(») 

(  u  -+-  n  )' 


le  Mémoire  de  M.  Mellin  se  termine  par  quelques  propositions  sur  la  manière 
dont  se  comporte,  tant  à  distance  Unie  qu'à  l'infini,  le  prolongement  analytique 
d'une  fonction  définie  par  une  série  de  Dirichlet,  propositions  obtenues  en  trans- 
formant le  produit  V{s)  S{s)  au  moyen  d'une  intégrale  multiple. 

Scheffers  {G.).  —  Das  Abei'sche  Tlieorem  nntl  das  Lie'scbe 
Tbeorem  iiber  Translalionsflàchen.  1  Le  théorème  d'Abel  et  le 
théorème  de  Lie  sur  les  surfaces  de  translation.) 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  des  surfaces  qui  peuvent  être  considérées 
de  quatre  manières  comme  des  surfaces  de  translation,  ou,  si  l'on  veut,  qui 
possèdent  quatre  familles  simplement  infinies  de  courbes  parallèles.  L'auteur 
montre  d'abord  que  toute  surface  de  translation  peut  être  considérée  comme 
telle  de  deux  manières  différentes,  que  les  deux  familles  de  courbes  ainsi  définies 
sur  la  surface  sont  conjuguées,  et  enfin  que  toutes  les  langentes  que  l'on  peut 
mener  aux  courbes  d'une  même  famille  rencontrent  le  plan  de  I'inlini  suivant 
une  seule  courbe. 

Inversement,   si  l'on  se  donne  les  équations 

(0  ?i(?i^i)=o>         ÇjUî,  1j)  =  o 

de  deux  courbes  situées  dans  le  plan  de  l'infini,  M.  Scheffers  montre  que  les 
surfaces  de  translation  telles  que  les  tangentes  aux  courbes  de  la  première 
famille  rencontrent  le  plan  de  l'infini  suivant  la  courbe  cp,=  o,  et  les  tangentes 
aux  courbes  de  la  deuxième  famille  rencontrent  le  plan  de  l'infini  suivant  la 
courbe  <pj=o,  doivent  être  des  intégrales  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  deuxième  ordre  obtenue  en  éliminant  les  ;  et  les  r,  entre  les  équations  (1) 
et  les  équations 


(2) 

(  l^j-i-  ;;'r,,)s  +  rt]rl2t=  o. 

Bull,  des  Sciences  matlicm.,  2-  série,  t.  XLI.  (Mai  1917.)  11.  i 
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Pour  résoudre  le  problème  suivant  :  Déterminer  les  surfaces  de  translation 
qui  possèdent  quatre  familles  de  courbes  parallèles,  de  telle  sorte  que  par 
chaque  point  de  la  surface  il  passe  une  courbe  de  chaque  famille,  l'auteur 
est  alors  conduit  à  déterminer  quatre  équations 

(3)  ?i  (  în  t,,  )  =  o,         VjUj,  "»i2)  =  o,        ?3  (  ;3,  T13  )  =  o,         -f,(  ;,,-',,)  =  o. 

de  telle  sorte  que  le-  deux  équations  auv  dérivées  partielles  qu'on  en  peut 
déduire,  par  élimination  de  ;,,  t,,,ç,.  r,  entre  les  équations  (i)  et  (a),  et  de  ;  . 
'■'■■'.  entre  des  équations  analogues  où  les  indices  i  ei  2  sont  remplacés 
par  3  et  .),  admettent  au  m. mus  une  surface  intégrale  commune.  La  formation 
d<-  la  condition  d'intégrabilité,  effectuée  en  remarquant  que.  si  on  laisse  de 
côté  les  surfaces  développables,  on  pourra  prendre  p  et  q  pour  variables  indé- 
pendantes au  lieu  de  x  et  y,  donne,  en  désignant  par  des  accents  les  dérivées 
par  rapport  à  p  : 


La  discussion  de  cette  condition  d'intégrabilité  conduit  M.  Scheffers  au  résultat 
suivant  :  Les  quatre  paires  de  variables  \.  r,  vérifient  une  même  équation 
biquadratique  en  \.  r,,  à  coefficients  constants.  Les  quatre  eourbes  définies 
par  les  équations  (3)  doivent  donc  appartenir  à  une  seule  et  même  courbe  du 
quatrième  degré. 

Réciproquement.    l'auteur    montre,    en    appliquant    le    théorème    d'Abel    aux 
points  de  rencontre  de  la  droite  variable 

P  X  +  q  "n  =  ' 

avec  une  courbe  du  quatrième  degré  située  dans  le  plan  de  l'infini,  que,  si  Ton 
se  donne  d'une  manière  quelconque  l'équation  de  cette  courbe 

(4)  K(;.-0  =  o, 

il  existe  une  surface  de  translation  possédant  quatre  familles  de  1  ourbes  paral- 
lèles dont  les  tangentes  rencontrent  le  plan  de  l'infini  suivant  la  courbe  (4)- 
M.  Scheffers  prouve  ensuite  directement  que  la  surface  la  plus  générale, 
jouissant  de  la  propriété  précédente,  s'obtient  en  prenant  les  surfaces  sem- 
blables des  surfaces  précédemment  obtenues  à  l'aide  du  théorème  d'Abel,  et  où 
I  :.  rj  =  o  désigne  l'équation  générale  du  quatrième  degré  en  £,  t,.  Enfin,  l'auteur 
'h-'  ute  les  différents  ca-  qui  peuvent  se  présenter  suivant  que  F(ij,  té)  est.  ou 
non,  irréductible,  et  donne  quelques  indications  sur  d'autres  démonstrations  du 
même  théorème. 

Brodén  (T.).  — Sur  l'emploi  d'un  théorème  d'Abel  dans  la  théorie 
de  l'intégrale  de  Dirichlel. 

\|m  <  avoir  rappelé  que  l'équation 
(0  l>"i      /     /(^)- — dx  —  o  [o  <a  <  1,  f(+  o)  =  o], 

ID  =  <ei/0  X 

a  laquelle  on  peut  réduire  l'équation  de  Dirichlet,  est  vérifiée  si  la  fonction  f(x) 


RKVUK    l>KS    PUBLICATIONS, 
annule  la  valeur  limite 


(2) 


1 1  m 


où  les  enliers  /,  et  ni  satisfont  aux  inégalités 


a(w) 


a  (  w  )  H , 


(o 
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i  ri=m-ij    jx  ,,  jx        2,-^,         | 

0     L    i  =  *     '      a;  +  a  t  a;  h-  2  i  + 1       )  J 


c/.z 


*(<•>)  étant  une  fonction  positive  île  to  par  laquelle  l'une  ou  l'autre  des  deux 
conditions 

Mm  u.a  =  o  ou  lim   f  g(  a  )  Iog (  w.a  )]  =  o 

est  remplie,  et  «-(a)  désignant  la  limite  supérieure  du  module  de  f(x)  dans 
l'intervalle  o  . . .  a.  l'auteur  démontre,  en  appliquant  à  la  somme  qui  figure  dans 
l'intégrale  (2)  le  théorème  III  du  Mémoire  d'Vhel  sur  la  s«'-ric  du  binôme,  que 
l'équation  (1)  est  bien  vérifiée,  si,  c,  désignant  une  quantité  positive  finie 
et  x  étant  compris  entre  o  et   1,  on  a 


1 1  u  a  n  d  2  k  ^  />  -  2  m  —  1 . 


-g  <  V  (-•)'/ 1 


Boutroux  (P-)-  —  Sur  quelques  propriétés  des  fonctions  entières. 

Cet  important  Mémoire  est  divisé  en  quatre  Parties.  Dans  la  première  Partie, 
M.  Boutroux  se  propose  d'assigner,  au  module  d'une  fonction  entière  de  genre 
fini,  des  limites  plus  précises  que  celles  qui  avaient  été  données  précédemment 
par  MM.  Hadamard  et  Borel,  afin  de  pouvoir  donner  ensuite  du  module  maxi- 
mum M(/*)  de  la  fonction,  pour  \z\  =  r,  une  représentation  asymptotique 
aussi  exacte  que  possible.  En  désignant  par  /\  le  module  du  iim°  zéro  de  la 
fonction  entière  G(z)  à  étudier  (les  zéros  étant  rangés  par  ordre  de  modules 
croissants),  et  par  in(x)  une  fonction  des  x  holomorphe  et  positive  telle 
que  u(t)  —  /",,  l'auteur  évalue  d'abord  des  intégrales  définies  du  type 


u>{x)]-^  dx         et  /      [(j)(x)]-'-  dx 


qui  figureront  par  la  suite  dans  l'expression  d'une  limite  supérieure  du  module 
de  G(~).  Moyennant  certaines  hypothèses,  l'auteur  montre  qu'il  est  permis 
d'assigner  une  limite  supérieure  à  chacune  des  intégrales 

/      [  ^{x  )]-'*■  dx,  f      [^(x)]-'hdx, 

•\i  désignant  une  fonction  convenablement  choisie,  réelle,  positive  et  inférieure 
à  to(.r)  pour  x  réel  et  positif,  et  prouve  que  si  l'ordre  p  de  G(z)  n'e-i  pas 
entier,   on   pourra    faire    coïncider  ty  et  w   pour   des  valeurs  de    X    indéfiniment 
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croissantes,  tandis  que  les  choses  se  présentent  d'une  manière  différente  >i  p  est 
entier. 

M.  Boutroux   obtient  ensuite  pour  la  limite  supérieure   du   i Iule  de  G(z) 

(cette    fonetion    étant    supposée   réduite   à    un    produit  <le  Facteurs  primaires) 

l'expression 

où  g  et  l>  sont  des  constantes  positives  Unies,  et  dont  le  second  membre  pourra 
s'évaluer  au  moyen  des  intégrales  précédemment  étudiées.  En  supposant  alors 
que  l'ordre  o  de  G(*)  n'est  pas  entier,  l'auteur  en  déduit 

|G(*)|<«**. 

/(étant  un  nombre  fini,  et  /*  étant  défini  par  l'égalité 

r  =  -mj;(n)        ( n  entier,  t)  constante  positive  finie 

Vprès  avoir  donné  de  même  de  |  G  (  c  )  |   la  limite  inférieure 
|G(*)|>e*", 

où   iï  est  le  nombre  des   zéros   de   G  (  .3  )   dont  le    module  esl    inférieur    à  t\r 

(r,  <  —  J  »  et  envisagé  les  cas  exceptionnels  où  l'on  peut  prendre  n  =  n',  l'auteur 

démontre  une  proposition  relative  à  des  fonctions  à  croissance  régulière,  puis 
prouve  le  théorème  suivant,  qui  complète  une  proposition  due  à  M.  Borel  : 

Désignant    par   n    la   fonction    inverse    d'une    certaine  fonction    yi  v), 

l'égalité 

M(r)  =  eh"        (h  positif,  fini) 

supposée  satisfaite  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  r.  entraîne,  à  partir 
d'une  certaine  valeur  de  i, 

riz=h'ty{i)         {h'  positif,  fini). 

M.  Boutroux  déduit  des  théorèmes  précédents  plusieurs  autres  théorèmes 
relatifs  à  la  croissance  des  fonctions  entières  d'ordre  toujours  non  entier,  et 
passe  à  l'étude  des  fonctions  d'ordre  entier:  pour  ces  dernières,  il  montre  que 
l'inégalité 

|G(*)|>«*-' 

subsiste,  tandis  que  l'expression  de  la  limite  supérieure  devient 

|  G(s)|  <  ehrr+h>nl0«n        (A,  /',  po-itifs.  finis,). 

Puis,  après  avoir  précisé  une  comparaison  du  module  minimum  de  ('•(:■).  à  nue 
exponentielle,  faite  pour  la  première  fois  par  M.  Hadamard,  l'auteur  met  en 
lumière  un  cas  exceptionnel  où  le  module  maximum  d'une  fonction  entière 
perd  tous  les  caractères  qui  permettent  de  distinguer  une  fonction  de  genre  p 
d' une  fonction  de  genre  inférieur;  un  exemple  vient  confirmer  cette  propo- 
sition, établie  d'abord  dans  le  ra~  général,  qu'il  existe  un  cas  exceptionnel  où 
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la  somme  de  deux  fonctions  de  genre  />  parait  se  comporter  comme  une 
fonction  de  genre  i>  hi.  L'ensemble  des  résultats  obtenus  par  M.  Bout  roux 
jette  donc  un  jour  nouveau  sur  la  manière  différente  donl  les  choses  se  passent 
suivant  que  p  est  entier  ou  non  entier,  et  sur  l'importance  de  l'étude  de  la 
croissance  des  fond  ions  enl  ières. 

Dans  la  deuxième  Partie  du  Mémoire,  et  en  vue  de  pouvoir  applique]  les 
résultats  précédents  à  l'étude  des  fonctions  définies  par  des  équations  différen- 
tielles, l'auteur  étudie  la  dérivée  logarithmique  g(z)  d'une  fonction  entière 
G(z).  En  suivant  une  voie  analogue  à  la  précédente,  mais  en  restreignant 
l'étude  du  mode  de  croissance  de  g(z)  dans  des  portions  du  plan  ne  renfer- 
mant |>a-  de  pôles  de  cette  fonction,  l'auteur  arrive  à  des  résultats  semblables 
à  ceux  obtenus  pour  G(.s);  l'étude  des  dérivées  de  g(z)  conduit  de  même  à 
des  limites  des  modules  \g'(z)\  et  \g"(z)\  analogues  aux  précédentes,  et 
permet  à  M.  Boutroux  de  formuler  cette  conclusion  :  que  le  mode  de  croissance 
est  bien  encore  un  élément  fondamental  pour  la  fonction  g\  z  i,  indépendant  de 
la  disposition  particulière  des  pôles  de  cette  fonction. 

Une  application  importante,  consacrée  à  l'étude,  par  les  méthodes  précé- 
dentes, de  certaines  fonctions  entières  vérifiant  nue  équation  différentielle  du 
troisième  ordre,  et  de  certaines  fonctions  méromorphes,  solutions  d'équations 
d.ifférentielles  à  points  critiques  fixes  déterminées  par  M.  Painlevé,  qui  se 
rattachent  à  ces  fonctions  entières,  termine  cette  intéressante  Partie  du 
Mémoire. 

La  troisième  Partie  du  Mémoire  de  M.  Boutroux  est  consacrée  à  l'étude  des 
fonctions  entières  de  genre  infini,  el  conduit  l'auteur,  par  l'emploi  du  dévelop- 
pement en  produit  infini,  à  des  résultats  généraux  sur  le  mode  de  croissance  de 
ces  fonctions. 

Ces  résultats,  suivis  de  l'étude  de  la  dérivée  logarithmique  d'une  fonction  de 
genre  infini,  permettent  ensuite  d'étudier  le  troisième  type  d'équations  à  points 
critiques  fixes  signalées  par  M.  Painlevé.  Enfin,  la  quatrième  Partie,  consacrée 
à  l'élude  du  mode  de  croissance  des  intégrales  des  équations  différentielles 
algébriques  du  premier  ordre,  conduit  M.  Boutroux  à  partager  ces  équations 
en  deux  classes,  suivant  qu'elles  peuvent,  ou  non,  admettre  des  intégrales 
entières  (de  genre  fini),  et  à  définir  une  classe  d'équations 

y(al+a2y-h...+  apyr-ï)  =  b0+...-hbpyP 

dont  les  intégrales  ont  un  mode  de  croissance  très  analogue  à  celui  des  fonctions 
entières.  En  terminant.  M.  Boutroux  conclut  que  le  mode  de  croissance  obéit  à 
des  lois  fort  simples,  qu'il  e\i~te  entre  l'ordre  de  grandeur  d'une  fonction  entière 
et  la  densité  de  ses  zéros  une  relation  étroite,  et  que,  selon  l'auteur  lui-même, 
«  la  relation  ainsi  observée  dans  le  cas  d'une  fonction  entière  n'est  peut-être 
que  la  manifestation  d'une  propriété  appartenant  à  des  fonctions  plus  géné- 
rales. » 

Pincherle  (S.).  —  Sur  une  série  d'Abel. 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  de  la  série 

d?(x-4-$)    t    a  (  a  —  3  j3  )   d2?(x-*-2$) 


s  (  x  -+-  a  ) 


dx  i .  2  dx1 

x  (  a  —  n  \  ,  "   '   d"  c?  (  x  -t-  n  p  i 
/;  !  dx" 


66  SECONDE    PARTIR. 

obtenue  par  Vbel  en  appliquant  la  transformation  de  Laplace  à  un  développe- 
ment de  e'/r  donné  par  Legendre.  L'auteur  considère  la  dérivée  qui  figure  dans 
le  h  —  i  i  terme  de  la  série  comme  étant  le  résultat  de  l'application  d'une 
certaine  opération  V"  à  la  f tion  -ç(x).  La  série 


étant  supposée  avoir  un  rayon  de  convergence  p  non  nul,  M.  Pincherle  montre 
qu'il  existe  deux  classes  distinctes  DR  et  dZ>  de  branches  de  fonctions  analy- 
tiques monogènes,  n'ayant  pas  d'éléments  c min-,  cl  qui,  substituées  dans  la 

série 

n  =  a> 

(')  A(?)=   V  amV(?), 


rendent  cette  série  uniformément  convergente,  quand  elles  vérifient  en  outre 
certaines  conditions  supplémentaires.  L'ensemble  DR  désigne  l'ensemble  des 
fonctions  entières  dont  les  séries  associées  ont  un  rayon  de  convergence  /•  non 
nul:  les  fonctions  de  cet  ensemble  qui  rendent  convergente  la  série  (i)  sont 

alors  «elles  pour  lesquelles  on  a  /•  '  r.  r  désignant  la  racine  positive  de  l'équa- 
tion 

b 
er  =  rp,        où        h  =  |  p  |. 

I . ' - •  1 1 - " 1 1 1 1 1 1  e  )û  'li'-ii,rn;iiii  l'ensemble  des  fonctions  analytiques  régulières  à 
l'infini,  l'auteur  montre  de  même  que  la  série  (i)  est  convergente  quel  que  soil 

un   élément   a  de  cet  ensemble    '*ô.  à  la  condition  que  l'on   ait  p  >•  -  et  que  x 

vérifie  une  certaine  inégalité.  En  développant  alors  l'opération  8",  qui  consiste 
à  remplacer,  dan-  une  fonction  donnée,  x  par  ( x -+-  a),  M.  Pincherle  obtient  la 
série  d'Abel.    En  considérant  la  série  formée  par  les  coefficients,  l'auteur  trouve 

que  o  =  -,  et  en  déduit  que 
o 

i°  r  étant  la  racine  positive  de  l'équation 

b  *+. 

toutes  les  fonctions  de  DR  pour  lesquelles  r  <  r  appartiennent  au  champ  de 
validité  de  la  série  d'Abel  ; 

L'ensemble  Ob  appartient  tout  entier  au  champ  de  convergence  de  la 
série  d'Abel. 


Teixeira  fF.  Gomès).  —  Note  sur  deux  travaux  d'Abel  relatifs  à 
l'intégration  des  différences  finies. 
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Km  appliquant  successivement  la  formule  d'Abel 

V  ç  (  x  )  =    /  »  (  aj  )  c/.,-  _  i  tp  (  -c) 

?  (  37  H i\  —  O  (x  —  -M 


■/ 


,ll 


aux  cas  ou 


et         o  (./•;  =  c"'.r-"   ', 
l'auteur  parvient  à  la  formule 

d'"(e" — i)~l  e"  e"      .„  .   /    e" 


du" 


(e«— i)-L 


A'  o  '  -4-. .  .± 


-"'} 


d'où  il  déduit  la  formule  d'Herschel  qui  donne  la  dérivée  d'ordre  m  d'une 
fonction  quelconque  de  e'.  Dans  une  deuxième  Partie,  M.  Gomès  Teixeira 
montre  que  la  série 


III  = 


Ll{x)  =    Y     1-^-- ' ri 


est  uniformément  convergente  dans  toute  aire  A  ne  renfermant  aucun  des 
points  d'affiné  — \,  — 2,  — 3,  ...,  étudie  la  fonction  L,(.r)  représentée  par  la 
somme  de  celte  série,  et  montre  que  L,(j;  —  i)  n'est  autre  que  l'intégrale  finie 


Là  x^ 


qu'Abel    avait    étudiée   en    la    représentant   au    moyen    d'une   intégrale    définie 
ordinaire. 


Markoff  l    t.).  —  Recherches  sur  les  valeurs  entières  des  intégrales 
et  sur  l'interpolation. 

L'auteur  considère  une  série  de  fonctions  satisfaisant  aux  inégalités 


\(z)>o, 


\(z)  m*) 


>  o,       .  . 


\(z)      \[{s)      ...     \M(z) 
\(z)      V2\z)      ...      X£»>(,) 


W*î  K+ll*)  •••   *fôi(-0 


>  o 


pour   toutes    les  valeurs   de   z   comprises  entre   a  et  b,  et,  après  avoir   établi 
plusieurs  théorèmes  préliminaires,  aborde  le  problème  suivant  : 

Etant  donnés  les  nombres  a,  b,  c,  C  et  tes  valeurs  des  intégrales 


f  f{z)\(z)dz  =  alt  f    f{z 


)V  <)«**  =  «* 


l 


f(z)\n{z)dz=aH, 
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trouver  (es  valeurs  extrêmes  de  l'intégrale 


sous  la  condition 


j     f(z)\+l(z)dz, 


clf(z)ÛC. 


\.près  avoir  résolu  le  problème  pour  les  cas  de  n  —  i  et  de  n  —  2,  M.  Markoff 
démontre  que  l'on  peul  passer  du  cas  de  n  ~  >  m  au  cas  de  s  =  2m  +  2, 
puis  du  cas  de  n  =  2  /<•  à  relui  de  «  =  2  /.  -+- 1 ,  et  obtient  respectivement,  pour 
le  maximum  ei  le  minimum  de  l'intégrale  (1).   les  valeurs 


f   fmax(z)\+l(z)dz      et        f   fmiû(z)\+1(z 


)di 


où/max(^)  ei /'min  (  ^  )  sont  deux  fonctions  de  z  n'ayanl  dans  l'intervalle  (a,b) 
que  les  deux  valeurs  c  et  <;  el  changeant  n  fois  de  valeur  dans  cei  intervalle; 
l'auteur  détermine  au  moyen  îles  données  les  intervalles  partiels  dans  lesquels 
chacune  de  ces  deux  fonctions  doit  avoir  l'une  des  valeurs  c  ou  C.  L'auteur 
envisage  ensuite  le  cas  où  les  limites  de  l'intégrale  à  rendre  maximum  ou  mini- 
mum sont  a  et  un  nombre  v  compris  entre  a  et  b,  tandis  que  les  intégrales 
figurant  dans  ies  données  conservent  les  limites  <i  et  0,  et  où,  de  plus,  la 
fonction  )>„+1(-3  )  est  remplacée  par  une  fonction  Çl(z)  satisfaisant  aux  inéga- 
lités suivantes  : 

\(z)     l\(z)    ...     Xi»>(«) 

M*),  K  (*) 


û  (*)£<>, 


Û(«),    Û'(«) 


M*>     \',  (-)     • 
û  (*)    Q'(*)    . 


XW(«) 

il1"  (;) 


_  o. 


pour  l'intervalle  entier  (a,  6).  Dans  ce  cas,  la  solution  s'obtient  en  prenant 
pour  /(z)  des  fonctions  qui  changent  (/n-i)  fois  de  valeur  dans  l'intervalle 
(a,  b),  en  passanl  de  l'une  à  l'autre  des  valeurs  c,  C  ;  la  solution  suppose  que 
v  ne  coïncide  pas  avec  un  des  points  de  discontinuité  des  fonctions  fmïn(z) 
ou  fmax(z)  de  la  solution  précédente.  Enfin,  en  posant 


c  =  1 , 


C=  +  i, 


oc,  =  a,  =  . . .  =  a(l  =  0, 


M.   Markoff  applique  la  solution    du  premier  problème  à  la  détermination  des 
coefficients  pt,  p2,  ••■,  p„  de  l'expression 

*(*)  =i>iM-s)+JpA(*)  +-..-r-i»A(*)» 

de  manière  que  l'intégrale 

r  [&(*)- *(z)]dz 

J  a 

soit  minimum.   Le  Mémoire  se  termine   par  une  généralisation  d'une  méthode 
d'interpolation   donnée    par    M     Tchébychef,    et    par    l'extension    des   résultats 
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précédents  à  certains  cas  où  les  inégalités  précédemment  établies  avec  les  X  et 
leurs  dériv ces  n'onl  plus  lieu. 

Stolz  (O.).  —  Die;  Bedeulung  der  Uaelschen  Abhandlung  iiberdie 
binomische  Reilie  fur  die  Funklionentheorie.  (La  signification 
du  théorème  d'Abel  sur  la  série  du  binôme,  au  point  de  vue  de 
la  théorie  des  fonctions.) 

L'auteur  rappelle  d'abord  la  solution  générale 

(1)  f(x)  =       A*[cosi;  (a  -H  2  Ait)  -+-  isia%  (a-(-  2/ck)] 

x  Br. [ cosr, (  [i-h  1 1  -  )  +  i  si n  t\ (  p  4-  2 l  t.  )  | 

(où  x  =  l  +  i,rj),  qu'Abel  a  donnée  du  problème  suivant  (déjà  traité  par 
Cauchy  pour  x  réel  )  : 

Trouver  toutes  les  fonctions  continues  de  la   variable  complexe  x,  satis- 
faisant à  l'équation 

f(x).f(y)=f(x+y) 

et  se  réduisant,  pour  x  =  1,  à  un  nombre  complexe  non  nul 

a  =  A  (cosa  +  t  sina)         (A  >  o,  —  Tt<a^+-). 

Cette  solution  contient  la  constante  arbitraire  positive  Iî  et  la  constante  arbi- 
traire réelle  ,3.  L'auteur  détermine  ces  constantes  en  ajoutant  aux  conditions  du 
problème  celle  que  la  fonction  f{x)  soit  analytique,  et  parvient  sans  difficulté 
à  la  solution 

f(x)  =  e'1-"        [La  =  La+  (a-+- 2kic)i], 

où  A'  est  un  entier  quelconque.  M.  Stolz  indique  ensuite  qu'Abel  avait  déjà 
déterminé  les  constantes  A,  (x+2Â~),  B,  |ii,  de  la  formule  (1),  de  manière 
que  f{x)  soit,  pour  |  x  |  <  1,  égal  à  la  somme  de  la  série  du  binôme 

x          x(x  —  1  )    „ 
H u-\ i u-  -+- 


Vessiot  (E.).   —  Sur  l'intégration  des   systèmes  différentiels  qui 
admettent  des  groupes  continus  de  transformai  ions. 

Dans  ce  travail,  M.  Vessiot  reprend  le  problème  de  l'intégration  d'un  système 
différentiel  quelconque,  sachant  seulement  qu'il  admet  un  groupe  continu, 
connu,  de  transformations  et  parvient,  par  une  méthode  différente  de  celle 
indiquée  par  S.  Lie  sur  des  exemples  particuliers,  à  décomposer  l'intégration 
du  système  donné  en  celle  d'un  système  résolvant  (R)  qui  n'admet  plus  de 
groupe  de  transformations,  et  eu  l'intégration  d'un  système  (S)  dont  toutes  les 
solutions  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  les  transformations  du  groupe 
donné  (G);  de  plus,  ce  système  (S)  est  de  ceux  que  M.  Vessiot  appelle  auto 
morphes,  et  dont  il  sera  donné  la  définition  par  la  suite. 

Dans  la   première    Partie   du  Mémoire,  l'auteur  donne  tout  d'abord  la  forme 
Bull,  des  Sciences  ma  thé  m.,  2'  série,  t.  XLI.  (Juin  1917.)  R.6 
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générale  des  systèmes  autontorphes,  c'est-à-dire  des  systèmes  dont  toutes  les 
solutions  se  déduisent  les  unes  des  autres  parles  transformations,  effectuées  sur 
les  fonctions  inconnues,  d'un  groupe  ponctuel  (G).  En  étudiant  le  cas  où  les 
fonctions  inconnues  #,,  ...,  xn  sont  en  nombre  égal  à  celui  des  variables 
tv  ...,  lm,  et  où  les  solutions  de  (  S  )  sont  des  fonctions  indépendantes  de 
/,,  ...,  tm.  M.  Vessiot  définit  des  systèmes  automorphes,  dits  de  première 
espèce,  du  type 

U,(a?n  ...,  xn,  ...,  xl*i,—,kn)t  ...)  =  e,( *„...,  O        (S  =  I,  2,  ...,  p) 

et  montre  que,  quand  m  >  n,  on  peut  toujours  être  ramené,  par  la  séparation 
rl'un  certain  système  complet,  au  cas  où  m  ^n  et  où  m  des  fonctions  inconnues 
sont  indépendantes:  en  examinant  ce  dernier  cas,  l'auteur  donne  enfin  le  mode 
de  formation  des  systèmes  automorphes  les  plus  généraux. 

Dans  un  paragraphe  suivant,  M.  Vessiot  ramène  d'abord  l'intégration  de  tout 
système  automorphe  à  celle  de  systèmes  automorphes  dont  les  groupes  soient 
simples  et  primitifs  (cette  réduction  nécessitant  au  plus  l'intégration  d'équa- 
tions différentielles  ordinaires),  puis  montre  que  tout  système  automorphe 
dont  le  groupe  associé  est  simple  et  primitif,  est  équivalent  à  un  autre  système 
automorphe  relatif  à  un  groupe  quelconque  isomorphe  holoédriquement  au 
précédent.  Cette  première  Partit;  du  Mémoire  se  termine  par  des  indications  sur 
les  systèmes  automorphes  relatifs  aux  quatre  grandes  classes  connues  dégroupes 
infinis,  simples  et  primitifs;  l'intégration  de  ces  systèmes  est  ramenée  à  celle 
d'équations  différentielles  ordinaires. 

Dans  un  deuxième  Chapitre;  M.  Vessiot  reprend  d'abord,  par  une  méthode 
nouvelle,  un  problème  que  Lie  avait  ramené  à  l'emploi  de  la  méthode  de 
M.  Darboux,  et  décompose  l'intégration  des  systèmes  différentiels  qui  y  sont 
considérés  en  celle  d'un  système  résolvant  et  d'un  système  automorphe. 

Enfin,  après  avoir  traité  un  deuxième  exemple,  l'auteur  expose  une  méthode 
générale  de  réduction  de  tout  système  différentiel  admettant  un  groupe  continu 
connu  (fini  ou  infini),  de  transformations,  à  un  système  résolvant  et  à  un 
système  automorphe.  Comme  M.  Vessiot  l'a  montré  dans  la  première  Partie, 
les  ^sternes  automorphes  aiu-i  obtenus  pourront,  pour  tous  les  types  de  groupes 
continus  simples  et  primitifs  connus,  s'intégrer  au  moyen  d'équations  différen- 
tielles ordinaires;  mais  l'intégration  du  système  résolvant  n'est  en  rien  facilitée 
par  la  connaissance  du  groupe  donné  (G). 

Phragmén  {  E.).  —  Sur  une  extension  d'un  théorème  classique  de 
la  théorie  des  fonctions. 

Dans  ce  Mémoire,  M.  Phragmén  applique  les  propriétés  de  l'intégrale 

q.(.r)  =   /     f(«)e-,lxda, 
<J o 

déjà  étudiée  par  Laplace  et  Abcl  dans  leurs  travaux  sur  les  fonctions  détermi- 
nantes, a  la  démonstration  de  six  théorèmes  relatifs  à  la  manière  dont  se 
comporte,  a  L'infini,  une  fonction  analytique  uniforme  F(ar),  lorsqu'on  l'assu- 
jetlit,  dan-  certaines  portions  du  plan,  à  être  moindre  en  valeur  absolue  que 
certaines  expressions  exponentielles,  et,  dans  le  reste  du  plan,  à  être  moindre 
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en  valeur  absolue  qu'une  constante  donnée.  L'auteur  résume  les  six  théorèmes 
obtenus  < l.i  11  s  le  théorème  suivant  : 
Soit  F(x)  une  fonction  entière  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

i°  |  F(  x)  |  <  r.  1  •'  ■  I  '  ■  dans  certains  ongles  de  grandeur  a,  (/.,!)<-); 

20  |  F(x)  |  <  cvele*v"vl  dans  certaines  bandes  limitées  par  deux  droites 
parallèles  et  une  droite  qui  les  coupe,  /.,,  étant  choisi  dp  manière  que  kvx 
soit  réel  sur  la  droite  médiane  de  la  bande,  et  la  largeur  av  de  la  bande 

satisfaisant  à  l'inégalité  |  Â\|  <  a.,-     rc  ; 

3°  |  F(x)  (  <c  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  x. 

ct,  cv,  c  sont  des  constantes,  et  l'on  suppose  que,  parmi  les  angles  et  les 
bandes  considérés,  il  n'y  en  ait  pas  deux  qui  soient  contigus.  Cela  posé,  la 
fonction  F  (a?)  sera  nécessairement  une  constante. 

L'auteur  donne  ensuite  de  ce  théorème  la  généralisation  suivante  : 

Soit  F(x)  une  fonction  analytique  uniforme  et  régulière  à  l'intérieur 
d'un  cercle  K  donné,  et  possédant  les  propriétés  suivantes  : 

i°  |  F  (x)  |  <  c,el-rl*  pour  tous  les  points  x  situés  à  l'extérieur  de  K  et  à 
l'intérieur  d'un  certain  angle,  l'exposant  /.  et  la  grandeur  a  de  l'angle 
étant  assujettis  à  la  condition  /.  a  <  t.  ; 

2°  |  F  (x)  |  <.  c.  pour  tous  les  autres  points  extérieurs  à  \\. 

Cette  fonction  F[x)  sera  nécessairement  régulière  a  l'infini. 

Enûn,  l'auteur  montre  l'analogie  de  la  méthode  suivie  clans  ses  recherches 
avec  celle  employée  par  M.  Cousin  dans  ses  travaux  sur  les  fonctions  de 
plusieurs  variables,  et  donne  une  démonstration  personnelle  du  théorème  fon- 
damental de  M.  Cousin. 

Burnside  (W.).  —  On  llie  réduction  of  a  group  of  homogeneous 
linear  substitutions  of  finite  order.  (Sur  la  réduction  d'un 
groupe  de  substitutions  linéaires  et  homogènes  d'ordre  fini.) 

Après  avoir  établi  quelques  propriétés  de  la  forme  invariante  hermitienne 
relative  à  un  groupe  de  substitutions  linéaires  et  homogènes  d'ordre  fini, 
l'auteur  démontre  le  théorème  suivant  : 

Si  un  groupe  de  substitutions  linéaires  et  homogènes  est  réductible,  on  peut 
choisir  de  nouvelles  variables  de  telle  sorte  qu'elles  soient  réparties  en  séries, 
les  variables  de  chaque  série  étant  transformées  l'une  dans  l'autre  par 
toute  substitution  du  groupe,  tandis  que,  pour  chaque  série  de  variables 
considérée  isolément,  le  groupe  est  irréductible. 

L'auteur  montre  ensuite  que,  si  le  groupe  a  été  ainsi  Complètement  réduit, 
les  variables  étant  divisées  en  i>,  séries  de  1^  variables,  iv  séries  de  n..,  ...,  de 
telle  sorte  que  les  groupes  transformant  les  vt  séries  de  nà  variables  soient 
équivalents  et  distincts  de  ceux  transformant  les  i\  séries  de  nk  variables  (  k  -:  /'), 
le  nombre  des  formes  invariantes  hermitiennes  du  groupe  qui  sont   linéairement 

indépendantes,  est 

V\  ■+■  i>|-K..+  V*  + 
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M.  W.  Burnside  étudie  enfin  la  nature  de  cette  complète  réduction  d'un  groupe, 
dans  le  cas  de  groupes  de  permutations,  et  arrive  à  cette  conclusion  que  les 
seuls  groupes  distincts  irréductibles  de  substitutions  linéaires  avec  lesquels  un 
groupe  abstrait  G  d'ordre  fini  est  simplement  ou  multiplement  isomorphe,  sont 
les  m  composantes  irréductibles  distinctes  qui  proviennent  de  la  complète 
réduction  de  la  forme  régulière  de  G. 


Tome  XXIX  (igo5). 

Hessenberg  (G.).  —  UebereinenGeometrisclien  Calcul.  (Verkhiïp- 
fungs-Calciïl).  [Sur  un  calcul  géométrique  (calcul  de  liaison).] 

L'auteur  de  ce  Mémoire  développe  un  calcul  géométrique  s'appliquant  aux 
points  d'une  droite,  fondé  sur  le  théorème  de  Desargues  et  sur  les  deux  propo- 
sitions suivantes  :  par  deux  points  passe  une  et  une  seule  droite;  deux 
droites  se  coujtent  en  un  et  un  seul  point.  Deux  figures  composées  de  points 
et  d'un  certain  nombre  de  droites  joignant  ces  points  étant  dites  de  même  sorte 
lorsqu'elles  comprennent  le  même  nombre  de  points  et  le  même  nombre  de 
droites  de  jonction,  l'auteur  démontre  que,  si  une  suite  de  points  en  ligne 
droite  est  l'intersection  d'une  figure  <I>  par  une  droite,  toute  projection  de 
cette  suite  de  points  sur  une  autre  droite  est  l'intersection  d'une  figure  de 
même  sorte  que  •!>. 

En  général,  on  ne  peut  pas  choisir  arbitrairement  n  points  A,,  ...,  A„  sur 
une  droite  a,  et  les  considérer  comme  étant  l'intersection  d'une  ligure  «1»  com- 
prenant //  droites  de  jonction,  avec  la  droite  a;  il  existe  une  liaison  entre  les 
points  d'intersection  d'une  figure  par  une  droite.  Dans  le  cas  où  la  connais- 
sance de  /'  points  en  ligne  droite  Ap  . . . ,  An,  et  de  trois  seulement  des  côtés  de 
la  figure  <I>,  permet  de  déterminer  de  proche  en  proche  tous  les  éléments  de 
cette  ligure,  M.  Hessenberg  dit  qu'il  existe  entre  A,,  ...,  A„  une  liaison  projec- 
tile. Il  résulte  alors  du  premier  théorème  que  la  liaison  projective  existe  aussi 
entre  les  points  B,,  ...,  B(I  de  toute  projection  de  A,,  ...,  AM  sur  une  droite  b. 

L'auteur  étudie  la  liaison  projective  qui  existe  entre  les  six  points  d'inter- 
section d'un  quadrilatère  complet  par  une  droite,  et  qui  détermine  un  des  points 
d'intersection  au  moyen  des  cinq  autres.  Si  l'on  regarde  quatre  des  points  d'in- 
tersection comme  fixes,  la  liaison  projective  peut  être  considérée  comme  une 
■  ertaine  opération  qui.  effectuée  sur  le  cinquième  point,  détermine  le  sixième; 
l'auteur,  apns  avoir  établi  la  propriété  associative  de  celle  opération,  montre 
que  la  propriété  commutative  est  une  conséquence  immédiate  du  théorème  de 
Pascal,  dans  le  cas  particulier  où  la  conique  exinscrite  à  l'hexagone  se  réduit 
à  deux  droites  concourantes.  En  désignant  alors  par  A,,  A2;  B„  B;;  C,,  C2  les 
points  d'intersection  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  complet,  avec  la  droite  a, 

et  en  prenant 

A,  =  xi,         A,  =  o,         B,=  i, 

la  liaison  projective  détermine  B,  au  moyen  de  C  et  de  C,  ;  Bs  est  le  produit 
de  C,  par  C2.  Cette  multiplication  est  associative,  mais  non  commutative.  En 
prenant  ensuite  A,=  A2=  »  et  B,=  o,  la  liaison  détermine  un  point  B2  qui  est 
la  somme  de  C,  et  de  C2;  cette  addition  est  associative  et  commutative;  enfin 
toutes  ces  opérations  sont  distributives. 
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L'auteur  envisage  ensuite,  dans  un  pentagone  complet,  les  divers  quadrila 
tères  complets  obtenus  en  laissant  de  côté  un  sommet  quelconque  du  penta 
gone  et  les  liaisons  projectives  correspondantes;  deux  quelconques  de  ces  liai- 
sons sont  des  conséquences  des  trois  autres.  De  l'étude  des  systèmes  de  trois 
liaisons  projectives  tels  que  l'une  des  liai-ou-  soil  une  conséquence  des  deux 
autres,  M.  Hessenberg  déduit  un  moyen  de  former,  à  partir  d'une  liaison  oik 
deux  éléments  sont  séparés,  une  autre  liaison  où  ceux-ci  forment  une  paire 
(correspondant  à  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  complet). 

Le  .Mémoire  se  termine  enfin  par  l'étude  d'un  systé de  coordonnées  projec- 
tives où  les  coordonnées  d'un  point  M  sont  déterminées  par  les  projections  sur 
une  droite  fixe  a,  du  point  M,  à  partir  de  deux  centres  fixes;  l'auteur  donne, 
dans  ce  système,  l'équation  de  la  droite,  et  celle  de  la  liaison  projective  entre 
les  six  points  d'intersection  des  côtés  d'un  quadrilatère  complet  avec  la 
droite  a. 


Hanni  (L.).  —  Ueher  die  Beziehungen  zwischen  der  Darstellung 
eines  eindeutigen  Zweiges  einer  monogenen  Funktioti  dtirch 
Herrn  Millag-Lefffer,  der  Méthode  der  Mittelwerte  des  Herrn 
Borel  und  der  Transformation  des  Herrn  Lindelof.  (Sur  les 
relations  entre  la  représentation  d'une  branche  uniforme  dune 
fonction  monogène  par  M.  Mittag-Lelfler,  la  méthode  des 
valeurs  moyennes  de  M.  Borel  et  la  transformation  de  M.  Lin- 
delof.) 


L'auteur  considère  la  fonction  définie  par  la  série 


convergente  dans  un   cercle  de  rayon  fini,  et  désigne  par   A    l'étoile  principale 
de  iMittag-Leffler  relative  aux  éléments 

(2)  F(a),     F'(a),     ...,     FM(a) 

Dans  un  premier  Chapitre,  M.  Hanni  compare  les  représentations  fournies 
par  la  méthode  des  valeurs  moyennes  de  M.  E.  Borel,  et  les  développements 
dans  une  étoile  de  iMittag-Leffler.  En  posant 

v 

*,=£  pFlr)  (a). (x-ay        (v  =  o,i,2)  ...), 


la  valeur  moyenne  de  sommes  partielles  s0,  s,,  s...  ...  sera  définie  par 

C„(0*„H-C,(O  s, -h  C,(0  s.,—  ... 


(i)  »/,=    Iim 


<=+«        C,(0-»-C1(0-+-Cj(0-h-.. 
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où  les  C,  sont  des  fonctions  de  t  satisfaisant  aux  conditions  énoncées  par 
M.  Borel,  et  que  L'auteur  assujetti!  de  plus  à  rendre  uniformément  convergente 
la  valeur  moyenne  des  sommes  partielles  de  la  série 

(4)  \-\-x  +  x2-h  x3-h  . . . 

dans  tout  domaine  B'  contenu  dans  un  certain  domaine  B  simplement  connexe 
et  comprenant  un  domaine  fini  en  dehors  du  cercle  de  rayon   i. 

Comme  la  série  (i)  peut  se  transformer  dans  la  série  géométrique  (4)  au 
moyen  de  l'intégrale  de  Cauchy,  il  existera  donc  aussi  un  certain  domaine  E, 
comprenant  un  domaine  fini  hors  du  cercle  de  convergence  de  (i),  et  tel 
que  //(,=  FE,(a;J  dans  ce  domaine.  En  posant  alors 

»,   i-  \  -  Ci(v)*l+CI(v)«,+  C1(v)  *,+  ... 


C0(v)  +  C,(v 
et  en  remplaçant  (3)  par  la  série 


(")+2  ['"<(v  +  1)  —  »»i(v)L 


on  obtient  la  deuxième  valeur  moyenne 

_    ,im    C,(Oml(o)  +  C,(Qml(1)  +  (;(OiHl(î)+... 
2     «=+«  C(«)  +  C1(*)  +  C,(0  +  .-- 

et  ainsi  de  suite.  L'auteur  remplace  alors  mt  par  la  série  double 

m>=  lim   Ê    2!  %7r5rTF(V(B)<*-«)^ 


où   'f(t)  désigne  le  dénominateur  de  (3),  et  enfin  montre  que,  en  posant 

CX,(Q 
<P(«) 


<*"<«> =2%â" 


/.,=  / 


m,  devient  la  limite    d'une   expression  de  la  forme  de   celles    considérées    par 
M.  Mittag-Leffler  : 


'}imx>  2!  C*  ){t)h  FtM  («)(*-«)' 


De  même  m.,,  m3,  ...  peuvent  se  transformer  d'une  manière  analogue;  d'une 
manière  générale,   mn  peut  se  mettre  sous  la  forme 

m„  =  lim  V  c-",(0^  Fto(a)  (as  —  a)\ 

).  =  0 

En  intervertissant  alors  les  signes  \    et  lim,  et  en  posant 

lim  Ci">m  _  r('J) 
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l'auteur  obtient  L'expression 


m,=  V  «'.;'  .',  PO  (a)(a?-a)\ 


qui  est  contenue  comme  cas   particulier  dans    celles    obtenues    par  M.  Mittag- 

Leffler. 

De  même,  M.  Hanni  examine  ensuite  comment  certaines    représentations  en 

séries  rc-uples  obtenues  à  l'aide  de  la  méthode  des  valeurs  moyennes,  peuvent  se 

(1) 
ramener  aux  représentations  données  par  M.  Mitlag-Leffler  pour  FA  '    (x). 

Dans  un  deuxième  Chapitre  sont  exposées  les  relations  qui  unissent  la  trans- 
formation de  Lindelôf  et  les  développements  dans  une  étoile  de  Mittag-Leffler. 
L'auteur  y  parvient  de  deux  manières  différentes,  soit  en  appliquant  à  l'étoile  A 
une  transformation  qui  l'applique  conformément  sur  un  cercle,  soit  en  partant 
de  cette  propriété  qu'une  série  double  peut  être  convergente,  ainsi  que  la  série 
des  sommes  des  termes  contenus  dans  une  même  colonne,  sans  que  les  lignes 
soient  convergentes.  En  définitive,  la  transformation  de  Lindelôf  conduit  à 
envisager  des  séries  contenues  comme  cas  particuliers  dans  les  séries  /î-uples  de 
M.  Mittag-Leffler. 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'examen  des  relations  qui  existent  entre  la  trans- 
formation de  Lindelôf  et  la  méthode  des  valeurs  moyennes,  et  de  la  manière 
dont  on  peut,  dans  un  cas  particulier,  obtenir  par  l'application  successive  d'une 
identité  due  à  Markoff,  les  résultats  auxquels  conduisent  ces  deux  méthodes. 

Gullstrand  (A.)  —   Zur  Kenntnis  (1er  Kreispunkte.   (Contribu- 
tion à  l'étude  des  ombilics.) 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  des  ombilics.  L'auteur  envisage  d'abord 
l'élément  de  surface  dans  le  voisinage  d'un  point  ordinaire,  discute  la  disposi- 
tion des  lignes  de  courbure  en  ce  point,  puis  passe  au  cas  où  le  point  est  un 
ombilic  d'ordre  n  [contact  d'ordre  (rt-t-i)  avec  la  sphère].  Les  formules  ainsi 
obtenues  comprennent  les  formules  tout  d'abord  établies  pour  le  point  ordi- 
naire, qui  s'obtiennent  en  faisant  dans  les  formules  relatives  à  un  ombilic,  n  =  o. 
M.  Gullstrand  étudie  ensuite  successivement  en  détail  le  cas  où  l'ordre  de 
l'ombilic  est  égal  à  i,  et  déduit  les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter,  relati- 
vement à  la  disposition  des  lignes  de  courbure,  de  la  considération  d'une  équa- 
tion différentielle  qui  doit  être  vérifiée  par  toute  ligne  de  courbure  passant  par 
un  ombilic. 

Cette  étude  est  suivie  de  celle  des  ombilics  d'ordre  2  qui  possèdent  deux  plans 
de  symétrie;  enfin,  l'auteur,  après  avoir  donné  des  indications  sur  lecas  général 
d'un  ombilic  d'ordre  n,  montre  qu'il  existe  deux  sortes  de  lignes  lieux  d'ombi- 
lics. Celles  de  la  première  sorte  se  composent  d'une  infinité  d'ombilics  du  pre- 
mier ordre  par  chacun  desquels  passent  deux  lignes  de  courbure  orthogonales 
et  faisant  avec  la  ligne  lieu  d'ombilics  un  angle  fini  ;  cellesde  la  seconde  sorte  sont 
situées  sur  des  surfaces  de  révolution,  et  sont  à  courbure  sphérique  constante. 

Mittag-Leffler  (G.).  —  Sur  la   représentation  analytique  d'une 
branche  uniforme  d'une  fonction  homogène  (cinquième  Note). 
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M.  Mittag-Lefller  rappelle  d'abord  que  les  travaux  île  M.  Borel  et  «le 
M.  Phragmèn  ont  li\é  une  étoile  dans  l'intérieur  de  laquelle  converge  l'inté- 
grale de  Laplace  V.bel  et  en  dehors  de  laquelle  cette  intégrale  ne  peut  être  con- 
vergente, et  se  propose  de  généraliser  l'intégrale  de  Laplace-Abel  de  la  manière 
suivante.  En  désignant  par  K0,   K„   Ka,  ...  des  constantes   telles  que  la  limite 

supérieure  des  valeurs  limites  des  nombres  |  j/Kv  |  suit  Unie,  et  en  posant 


v  =  o 
l'auteur  considère  l'intégrale 


(  «v  )  ! 


(«><>), 


f(x)  =    I     e-wFa(uKa?)  du 


et  démontre,  dans  ce  Mémoire,  le  théorème  suivant  : 

L'intégrale  /{x)  possède  par  rapport  à  x  une  étoile  de  convergence  B*"' 
inscrite  dans  A  et  tendant  indéfiniment  vers  A  quand  x  tend  vers  o.  L'éga- 
lité FB(a>(ar)  =/{x)  a  lieu  partout  à  l'intérieur  de  B<a>. 

\  désigne  l'étoile  principale  définie  par  les  constantes  K„.  K„  K..  ...  et  cir- 
conscrite au  cercle  de  convergence  de  la  série  K0-f-  \\lx  -+-  K.,x"-+-  .... 

Pour  démontrer  le  théorème  en  question.  M.  Miltag-Leffler  démontre  d'abord 
le  théorème  suivant  : 

L'intégrale  f(xa)  étant  convergente,  f  (x)  est  uniformément  convergente 
pour  le  domaine  f)x0,  tel  que  o  <  <)0£  0  £  i. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  analogue  à  celle  donnée  par  M.  Phragmèn 
pour  la  même  question  relative  à  l'intégrale  de  Laplace-Abel. 

L'auteur  définit  ensuite  une  étoile  B(a>  formée  de  tous  les  points  obtenus  en 
faisant  parcourir  à  xlt  tous  les  points  à  l'intérieur  de  A  pour  lesquels  le 
domaine 


^o\x 


{    —  a  -  <  arg  (  —  j  <  a  -         (  si  o  <  a  <  2  ) 

(  -™    <ars(5v  <7Z        (si  a^2) 


est  situé  à  l'intérieur  de  A,  H  (m)  désignant  la  partie  réelle  de  u. 

Puis  M.  Mittag-Lefller  démontre  que  /  (x)  n'est  jamais  convergente  en  dehors 
de  11 '■'  .  La  suite  du  Mémoire  est  alors  consacrée'  à  démontrer  que  f  (x)  con- 
verge partout  à  l'intérieur  de  l!  "  ;  M.  Mittag-Lefller  étudie  d'abord  la  fonc- 
tion 


*•<*>=£  <S 


au  moyen  de  l'intégrale 


f. 


e-   '- 


dz 


R  «       —  1    ( az ) ! 

prise  le  long  d'un  rectangle  symétrique  par  rapport  à    l'axe   des  x  et  coupant 
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cet  axe  aux  poinls  :  m  n  1  .  De  cette  étude  résulte  que,  si  x  esl  compris 
entre  o  el  '.,  I  (x)\  s'approche  indéfiniment  de  0  avec  - — r  quaiid  1  lend 
vers  l'infini  dans  un  angle  intérieur  à  l'angle 

-  T. 

2  t:  —  a  —  >  »  >  a  —  • 

■  2         '  2 

Si  [  .r  |   augmente  indéfiniment   le  long  d'un  des   Jeux  vecteurs   s-±j-  > 

|  Ea(a;)  |  tend  indéfiniment  vers  -:  enfin,  <i  |  x  |  augmente  indéfiniment  dans 
un  angle  intérieur  à  l'angle 

x  -  >»>  —  a-» 
2         '  2 

|Ea(a;)|  augmente  au  delà  de  toute  limite. 

En  utilisant   une  expression  de  —  donnée  par  Hankel,  l'auteur  étudie  ensuite 

le  cas  où  a  2.  2,  et  en  déduit  que  |  Ea(x)  |  tend  vers  l'infini  quand  |  x  |  tend 
vers  l'infini,  x  décrivant  un  vecteur  quelconque  issu  île  l'origine,  sauf  si  x  tend 
vers  l'infini  le  long  de  l'axe  réel  et  négatif. 

\prcs  l'examen  de  diverses  autres  propriétés  de  Eal  X  1,  parmi  lesquelles  celle 
d'elle,  pour  a  rationnel,  solution  d'une  équation  différentielle  linéaire  à  coef- 
ficients rationnels,  M.  Mitlag-Leffler  reprend  l'étude  de  l'intégrale  f(x),  tout 
d'abord  en  faisant  Ea(x)  =  Ea(x).  Celle  étude  se  partage  en  deux  cas,  suivant 
que  l'on  a  a  2  2  ou  o<a<  2.  et  permet  enfin  de  démontrer,  dans  le  cas  général 
où  Pa{x)  n'est  plus  nécessairement  égal  à  Ea(x),  la  convergence  de  f(x) 
dans  l'étoile  B(a). 

L'auteur  donne  ensuite  de  l'intégrale  f(x)  une  expression  ayant  même  forme 
que  celle  donnée  pour  l'intégrale  de  Laplace-Abel  par  M.  Borel,  et  transforme 
cette  expression  de  plusieurs  manières  différentes;  la  dernière  Partie  du  .Mémoire 
contient  d'autres  représentations  sous  forme  de  limites  de  sommes,  ou  sous  forme 
d'intégrales  définies,  dans  le  cas  où  B'a>  n'est  plus  assujettie  à  être  une  étoile 
de  convergence  pour  f(x). 

LindeloJ  (E .).  —  Remarques  sur  un  théorème  fondamental  delà 
théorie  des  ensembles.  (Extraits  de  deux  lettres  adressées  à 
M.  Mittag-Leffler.) 

La  première  lettre  est  relative  à  la  démonstration  de  la  première  partie  du 
théorème  de  Cantor-Bendixson,  à  savoir  que  tout  ensemble  fermé  non  dénom- 
brable  se  compose  d'un  ensemble  parfait  et  d'un  ensemble  dénombrable. 
M.  Lindelôf  considère  d'abord  un  ensemble  non  dénombrable  quelconque  (P) 
situé  dans  une  région  limitée  T  d'un  espace  à  n  dimensions,  et  démontre  suc- 
cessivement : 

i°  Que  la  région  T  comprend  au  moins  un  point  de  condensation  de  l'en- 
semble (  P  )  ; 

20  Que  l'ensemble  C  des  points  de  condensation  de  (P)  est  un  ensemble 
fermé  ; 
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3*  Que  l'ensemble  (H)  des  point*  île  (P)   non  contenus  dans  C  est  dénom- 
bra bte  ; 
4°  Que  l'ensemble  C  est  parfait. 

On  en  déduit,  dans  le  cas  où  (P)  est  fermé,  la  démonstration  de  la  première 
partie  du  théorème  de  Cantor-Bendixson. 

La  deuxième  lettre  est  consacrée  à  une  nouvelle  démonstration  du  théorème 
de  Cantor-Bendixson,  au  moyen  du  théorème  suivant  : 

Etant  donne  un  ensemble  quelconque  de  points  (  I').  situé  dans  un  espace 
à  un  nombre  fini  de  dimensions,  si  à  chaque  point  P  on  fait  corresjiondre 
une  sphère  ayant  ce  point  pour  centre,  on  pourra  choisir  une  infinité dénotn- 
brable  de  ces  sphères,  de  telle  sorte  que  tout  point  de  l 'ensemble  donné  soit 
intérieur  à  l'une  d'elles. 


Wiman  (A.).  —  Ueber  den  Funda  mental  sa  tz  in  «1er  Théorie  der 
Funktionen  Ea(#).  [Sur  le  théorème  fondamental  de  la  théorie 
des  fonctions  Ea(o:).] 

L'auteur  se  propose  d'établir  le  théorème  fondamental  de  M.  Mittag-Leffler, 
relatif  à  la  croissance  de  la  fonction  Ku(x),  dans  le  cas  où  se  est  rationnel,  en 
utilisant  l'équation  différentielle  linéaire  à  laquelle  elle  satisfait.  Cette  équation 

devient,  dans  le  cas  où  se  =  y  (/.entier),  en  posant  y  =  Ea(a?), 


cly 
dx 


v  =  h — 1 


-  kxk 


x'-' 


i) 


en  l'intégrant  par  la  méthode  habituelle  et  en    remarquant   que,    pour  x  —  o, 
y  =  i,  M.  Wiman  nhtient 


v  =  *-i 


E,(ar)  =  e>1 


f'k«-*    v 


dz 


Kn  discutant  ce  résultat,  l'auteur  distingue  trois  cas.  Si  l'on  a  —  —.  ^  ■•?  S  — 7  > 
alors   lim  Ex  (x)  =  ke'k.  Si  l'un  ou  l'autre  des  deux  cas 


4  h-  —  »     <  ,r  <  4  h-  ■+-  ' 

—  ïï  i  9   - 


il, 

4" 


2  A 


-<?< 


2  k 
4u.  +  3 


!À 


[;ji  =  1,  2,  ...,  (/,  —  1)  1 

{x  =  re*?  ) 


se  présente,  on  a 


lim  Ej  ( x)  —  o. 


M.  Wiman  donne  plusieurs  représentations  asymptotiques  de  E!  {x)  au  moyen 

Â- 
de  séries  semi-convergentes,  et  montre  enfin  que  le  cas  où   a  est  rationnel  se 
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lène  au  cas  précédent  où  *       -  •  au  moyen  de  l'identité 

j      E,  Ixhj  4-  E*  (vxh)  +  .,.+■  E,  U*  'arÂJ 
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Ma.lmquisL  (J.)-  —  Elude  d'une  fonction  entière. 

Par  analogie  avec  la  fonction   Ea{x),  l'auteur  recherche  une  fonction  entière 

de  la  forme 

^         x' 

^r(i  +  v<xv) 

qui  ne  devienne  infinie  que  le  long  d'un  seul  vecleur  issu  de  l'origine,  av  dési- 
gnant une  fonction  de  v  qui  tend  vers  zéro  avec  — •  En  posant 

(o<a<i), 


"       (logv)« 
M.  Malmquist  démontre  c|ue  la  fonction  entière 


G(x)=£t 


(1  +  T^f) 


v  =  ,r    i+ 


tend  vers  zéro,  si  x  tend  vers  l'infini  le  long  d'un  vecteur  issu  de  l'origine,  ne 
coïncidant  pas  avec  l'axe  réel  et  positif.  Dans  et  but,  l'auteur  considère,  au  lieu 
de  G  (x),  l'intégrale 

/^  t  nnz~~  - 


X 


(le 


prise  le  long  d'un  rectangle  ayant  pour  sommets  les  points 

2  —  s  —  ih,        2  —  s  -t-  ih,        n-h  e  -+-  ih,        n  -+-  s  —  ih, 

et  cherche  à  faire  croître  h  et  n,  de  telle  sorte  que,  dans  l'égalité 

,n  +  Z  —  i/i  ^b  +  ô+i/i  pi  —  Z  +  ili  /i2-i-  ih 

+■    /  ■+"    / 

[  +  £  +  (7/  «-/2--  Z  +  ih 


p  pn  +  l  —  ili  pn  +  l  +  ili  s%l  —  Z  +  ih  p  S 

/=/  +     /  -+-    /  -+-    / 

<^R        ^2  —  Z  —  ili  ^  n  +  Z  —  i/i  •sn  +  Z-hi/i  «-/2- 


les  trois  premières  intégrales  tendent  vers  zéro. 

Cette  condition  peut  être  réalisée  si  l'on  a  o<s<k,  oùi=  re'r;  G(x) 
est  alors  égal  à  la  limite,  pour  h  =  x.  de  la  quatrième  intégrale,  et  M.  Malm- 
quist démontre  que 

|G(a;)j<r-'M(?)        si        o<?<2tî, 
M(»)  ayant  la  propriété  d'être    plus  petit  qu'un    nombre  fixe  pour   toutes  les 


so  SECONDE   PARTIE. 

valeurs  de  ç  satisfaisant  à  la  condition  £,<»<  it.  —  £p  î,  étant  une  quantité 
positive.  G(x)  tend  donc  uniformément  vers  zéro  quand  x  s'éloigne  à  l'infini 
dans  un  angle  déterminé  par  l'inégalité 

e  <  9  <  2-  —  £, 
£  étant  un  nombre  positif  arbitrairement  j>etit. 

Wiman  (-/.).  —  L eber  die  Nullstellen  der  Funktionen  Ea(jr). 
[Sur  les  zéros  des  fonctions  Ea(x).] 

Pour  étudier  la  position  et  la  condensation  des  zéros  de  la  fonction  Ea(x), 
l'auteur  utilise  les  représentations  de  cette  fonction  données  par  M.  Mittag- 
Lefller  dans  un  Mémoire  précédent.  Dans  le  cas  où  a ^2,  la  discussion  de 
M.  \\  inian  montre  que  la  fonction  Ea(x)  n'a  pas  de  racines  imaginaires; 
l'expression 


4.iio(î) 


représente  une  limite  inférieure  du  nombre  des  racines  négatives  dont  le  module 
est  inférieur  à  r.  Quand  o  <  a  <  2,  l'auteur  montre  que,  pour  des  valeurs  indé- 
finiment croissantes  de  /•,  les  zéros  de  Ea(x)  se  rapprochent  indéfiniment  de 
la  courbe 

•        8 
rasin-  =  logr  +  log [V  (  —  a)]. 


Si  x  <i|  les  zéros  se  rapprochent  de  plus  en  plus,  pour  des  valeurs  croissantes 

de  r,  de  la  droite   »  =  — >    lorsqu'ils  sont  au-dessus  de  l'axe  des   x.    Si    a  >i, 
2 

la  dislance  des  zéros  à  cette  même  droite  croit  au  delà  de  toute  limite  avec  /•. 
L'auteur  envisage  enfin  le  cas  où  a  est  complexe.  Les  zéros  se  comportent 
d'une  manière  analogue,  avec  cette  différence  que  l'équation  sp  =  const.  repré- 
sente maintenant  une  spirale  logarithmique. 

Poincarê  (//•)•  —  Sur  la  méthode  horislique  de  Gyldèn. 

Ce  Mémoire  est  un  examen  critique  de  l'Ouvrage  de  Gyldèn  :  Nouvelles 
recherches  sur  les  séries  employées  dans  les  théories  des  planètes.  Dans  l'ana- 
lyse du   Chapitre  I  de  l'Ouvrage  de  Gyldèn,  relatif  à  l'équation 

(l)  _£_(_(,_  a  )p_pp3  =  _  y  cost-, 

Poincarê  rappelle  d'abord  les  résultats  connus  concernant  cette  équation,  et 
montre  que  les  conclusions  de  Gyldèn  sont  en  désaccord  avec  ces  résultats  bien 
démontrés.  Dans  une  première  méthode  où  Gyldèn  a  employé  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés,  l'erreur   provient  de  ce   qu'il  néglige   des  termes  de 


REVUE  DKS  PUBLICATIONS.  81 

même  ordre  que  ceux  qu'il  conserve:  une  deuxième  méthode,  I >;isi' ♦•  sur  l'emploi 
des  fonctions  elliptiques,  conduit  en  première  approximation  au  même  résultat 
que  la  méthode  de  Delaunay.  M;iis  ensuite  Gyldèn  veul  tenir  compte  des  termes 
négligés  dans  cet  le  première  approximation,  et  montrer  que  les  solutions  asymp- 
totiques  auxquelles  conduisent,  dans  certains  casj  les  méthodes  de  première 
approximation,  sont  dues  uniquement  «  à  la  manière  d'aborder  les  approxima- 
tions »,  et  disparaissent  en  deuxième  approximation.  L'auteur  rappelle  que  cela 
est  impossible,  une  solution  périodique  ne  pouvant  disparaître  que  si  l'un  des 
exposants  caractéristiques  vient  à  s'annuler  lorsqu'on  a  l'ait  varier  l'équation, 
et  que  cela  ne  peut  avoir  lieu  ici,  ces  exposants  restant  réels  et  positifs.  Poincaré 
donne  encore  ici  la  cause  de  l'erreur  de  Gyldèn  :  ce  dernier  applique  une  méthode 
d'approximations  successives  qui  conduit,  non  à  une  solution  de  (i),  mais  à  une 
suite  divergente.  Puis  l'auteur  analyse  une  autre  méthode  où  Gyldèn  développe 
la  solution  de  (i)  suivant  les  puissances  de  y,  et  fait  disparaître  les  termes  sécu- 
laires par  un  artifice  légitime,  conduisant  à  des  développements  convergents, 
mais  ne  fournissant  pas  en  réalité  une  approximation  meilleure  que  la  méthode 
de  Delaunay.  L'auteur  examine  encore  les  principes  de  la  méthode  horistique 
dans  l'application  qu'en  fait  Gyldèn  à  l'équation 

cPz  (  .       d-z\ 

-—  -+-  Z  (  I  +   Z--+-   -v-j        =   il 

du-  \  au-  S 

et  montre  que,  indépendamment  d'une  erreur  commise  par  ce  dernier  sur 
l'ordre  de  grandeur  des  termes  qu'il  néglige,  si  Gyldèn  avait  calculé  les  termes 
exacts,  les  coefficients  y  et  /'  de  la  solution  prise  sous  la  forme 

z  =  y  cos  u  -+-  /'  cos  (  11  +  w  ) 

ne  seraient  pas  limités. 

En  définitive,  Poincaré  conclut  que,  en  aucun  cas,  le  phénomène  que  Gyldèn 
appelle  horistique  ne  peut  avoir  lieu,  que  la  conclusion  de  Gyldèn  relative  à 
l'absence  de  libration  est  inexacte,  et  qu'enfin  ceux  des  résultats  obtenus  par 
cet  astronome  dans  l'Ouvrage  analysé,  qui  sont  exacts,  auraient  pu  s'obtenir 
d'une  manière  plus  rapide  à  l'aide  des  méthodes  anciennes. 

Brodi'n  (T.).  —  Ueber  eine  Verallgemeinerung  des  Riemann- 
schen  Problems  in  der  Théorie  der  linearen  Diiïerentialglei- 
chungen.  (Sur  une  généralisation  du  problème  de  Riemann 
dans  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires.) 

M.  Brodèn  étudie  le  problème  suivant  :  «  Dans  quel  cas,  étant  donné  un 
groupe  G  de  t  substitutions  linéaires  à  n  variables,  et  i  points  e,,  e,,  ...,effdu 
plan  de  la  variable  x,  pourra-l-on  trouver  une  équation  dill'érentielle  linéaire 
et  homogène  régulière  au  sens  de  Kuchs,  dont  le  groupe  G  soit  le  groupe  de 
monodromie,  et  les  points  ei  les  points  de  ramification  fies  intégrales?  » 
L'auteur  étudie  d'abord  quelques  propriétés  des  coefficients  des  substitutions 
linéaires  hyperboliques  de  déterminant  i,  puis  modifie  les  séries  \  de  Poincaré, 
de  manière  à  écarter  certaines  des  restrictions  relatives  à  la  convergence  de  ces 
dernières  dans  le  cas  où  les  substitutions  du  groupe  g  de  Poincaré  sont  parabo- 
liques. En  prenant  ensuite  pour  les  intégrales  jk,,   •  •  • ,  yn  des  quotients  dont  les 
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numérateurs  sont  formes  avec  ces  séries  ç  modifiées,  et  dont  les  dénominateurs 
sont  des  fonctions  thétafuchsiennes,  l'auteur  montre  que  la  question  de  l'exis- 
tence de  l'équation  différentielle  d'ordre  n  répondant  aux  conditions  posées  au 
délmt,  dépend  de  la  solution  de  la  même  question  dans  le  cas  de  n  =  2. 

Maillet  {E.).  —  Sur  les  nombres  c  et  -  el  les  équations  iranscen- 
dantes. 

L'auteur  étend  d'abord  les  méthodes  de  Hilbert  et  Hurwitz  pour  établir  la 
transcendance  de  e  et  de  —  à  la  démonstration  de  plusieurs  théorèmes  qu'il 
résume  dans  les  trois  suivants  : 

1.  Les  puissances  entières  ou  fractionnaires  de  e  ne  peuvent  être  racines 
d'aucune  équation 

(1)  Vc„.r<>'a=o 

0 

quand  ■=-  croit  suffisamment  vite  avec  n  (  C„  rationnel,  u   =  — 1  où  y„  est  un 

1  Q^  J.'  y      a.  g 

entier  donné  croissant  en  fonction  de  n,  et  q  entier  I  pour  un  mode  décrois- 
sance donné  de  /„. 

'2.  //  en  est  de  même  pour  les  équations 


2 


C„ cw« =  0 


(  Ma  étant  positif  ou   négatif,  et  de  la  forme  —  »  /„  et  q  entiers),  pourvu 

que  —  croisse  suffisamment  vite  avec  |a|  et  que  le  mode  de  croissance  de  y a 

soit  donné. 

3.  Les  puissances  négatives  rationnelles  de  e  ne  sont  pas  racines  des  équa- 
tions 


(2)  Vc„a?Wn  =  o 


dont  le  premier  membre  converge  pour  0  <  x  <  k  <i,  quand  ua  croît  suffi- 
samment vite  avec  n,  pour  un  mode  de  variation  donné  des  C„. 

M.   Maillet  établit  ensuite  un  lemme  qui  permet,  moyennant  un  choix  conve- 
nable de  la  loi  de  décroissance  des  coefficients  C„,  de  comparer   les  racines  de 

l'équation 

n 

Vc.rt    0 

— 

à  celles  de  L'équation  (2),  puis  établit  la  réciproque  de  ce  lemme  et  démontre 
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(jue,  dans  une  équation  du  type  (2), on  pourra  toujours  choisir  pour  les  ('.„  un 
mode  assez  rapide  de  décroissance  pour  que  ~  ne  puisse  être  rai  ine  de  l'équa- 
tion. L'auteur  généralise  ensuite  les  résultats  de  la  manière  suivante  : 

t{,  t.,,  ...,tn,  ...  étant  des  entiers  fonctions  données   de  n   et  tels  que  la 

,    — xn  soit  convergente  quels  que  soient  tes  entiers  positijs  «„.  a,,  ..., 

a„,  . . .,  quand  |  b0|,  |  «,  |,  ...  |  a„\,  . . .  ont  une  limite  supérieure  finie  A  et 
si  ',,  ...,  t„,  ...  croissent  suffisamment  rite  avec  n,  aucun  nombre  fonction 
algébrique  à  coefficients  entiers  d'un  nombre  non  algébrique  Ç  n'est  racine 
d'une  des  équations 

V  a"     n 

*    —  x"  =  o . 

0 

M.  Maillet,  applique  ensuite  à  un  exemple  la  méthode  de  Hilbert  et  Hurwitz 
généralisée,  en  précisant  la  nature  de  Ç,  pour  obtenir  une  limite  supérieure  du 
coefficient  de  .r"H  '.  puis  montre  que,  pour  chaque  nombre  Ç,  algébrique  ou  non, 
il  existe  une  infinité  d'ensembles  C  de  nombres  qui  ne  sont  pas  racines  d'équa- 
tions de  la   forme 

y  c..  x"  = ... 


Dans  la  dernière  Partie,  l'auteur  met  en  lumière  les  analogies  qui  existent 
entre  les  équations  du  type  (2)  et  les  équations  algébriques,  au  point  de  vue 
du  nombre  de  leurs  racines  réelles,  donne  au  moyen  du  nombre  des  racines  de 
certaines  équations  binômes  une  valeur  approchée  du  nombre  des  racines  de  (2) 
quand  le  mode  de  décroissance  des  C  est  suffisamment  rapide,  et  prouve  que 
ces  équations  n'ont  aucune  racine  algébrique,  tandis  que  l'ensemble  des  racines 
transcendantes  de  toutes  ces  équations  a  la  puissance  du  continu. 

Lercli   (M.).    —  Essai   sur   le   calcul    cl  11    nombre  des    classes   de 
formes  quadratiques  binaires  aux  coefficients  entiers. 

L'auteur  rappelle  d'abord  quelques  résultats  connus  concernant  le  signe  I  -  ) 

de  Legendre,  les  discriminants  des  formes  quadratiques  et  les  recherches  de 
Kronecker  et  de  Lejeune-Dirichlel  sur  le  calcul  du  nombre  des  classes  de  formes 
quadratiques  binaires  correspondant  à  un  discriminant  donné.  Il  part  ensuite 
de  l'équation  de  Dirichlel 

y      y  ( r- :  )  F  (  ani-  +  bmn  -t-  err)  =  tV   Y  ff)  (%  )  F  (  hk  ) , 

jLd     -*  \am7-+-  bmn -h  cn-J  jL^^\hf\kJ     v       " 

(a,  0,  c)  m,  n  h=\  A— 1 

où  D0  est  le  discriminant  fondamental  correspondant  à  D,  de  sorte  que  D  =  D„CP. 
oùt=i  pour  D  >  o,  t  =  fi  pour  D  =  —  3  et  1  —  \  pour  D  =  —  ,»  puis  t  =  2 
pour  D< — 4.  et  enlin  V(:-)  étant  une  fonction  quelconque  assurant  seulement 
la  convergence  absolue  de-  deux  séries  à  double  entrée.  X  étant  une  quantité 
positive,  l'auteur  prend  F(,s)  =  1  pour  :1X  et  F  (  s  )  =  o  pour  s  >  X,  puis 
divise  par  X  les  deux  membres  de  l'équation  de  Dirichlet  et  passe  à  la  limite 
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pour  \  infini,  en  envisageant  successivement  les  deux  cas  D  <o  et  D>o,  Q  =  i; 
le  passage  au  ras  général  où  D  >  o  sans  que  Q  =  i  se  fait  au  moyen  d'une  iden- 
tité relative  à  la  fonction  numérique  u-(n)  de  Môbius.  Pour  un  discriminant 
positif  fondamental  (  Q  =  i),  l'auteur  obtient,  pour  le  nombre  C.l(  D  )  des  classes 
de  formes  quadratiques  binaires,  les  expressions  suivantes  : 

,.a(D)l.,E(D)4WÎ)ir_r-^+jf!)   f    o-f  , 

l/T    ^™    \"  /    nJ         IIITZ  ~*      ,  "  . ■    ^'n-~  X 

1  «Vit  «  dît 

u  étant  une  quantité  positive  arbitraire,  et  où 

E(D)  =  I±J^S, 

T  et  U  désignant  la  solution  fondamentale  de  l'équation  de  Fermât 

T-— DL:=  4; 
2°  En  prenant  u=  v  2D,  l'expression 


^.«IW^^B^^^-.Vf^.L 


3°  Enfin,  en  prenant  u  =  \  I),  l'expression  suivante  peut   être  employée   pour 
des  valeurs  pas  trop  grandes  de  D  : 


i>-i 


D      h- 


!  m il~ 


—         *"1     I  U  \    II-  V^    ,    I  '    v  ,  / 

-C/(D)logK(D)  =  -tt^é  VÂ/D5  ~ 

i 

-r»ÏQ 


D\   j_ 
m 


e   "    —  i 


Enfin  l'auteur  termine  en  donnant,  pour  le  nombre  C/(  —  A)  des  classes  dans 
le  cas  où  le  discriminant  est  négatif,  un  certain  nombre  d'expressions  au 
moyen  de  séries  semi-convergentes,  parmi  lesquelles  la  formule 


i«i-.)-Ç2; f?  w 


r(ï+^)r(Ç-ll 


2  v  .r 


où  ç  2_  -  ,  n       x  <  i. 

P.  Drouin. 
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Glaisher  (J.-W.-L.).  —  <  >n  tlie  représentations  of  a  number  as 
the  sum  of  two,  four,  six,  eight,  ten,  and  Iwelve  squares.  (Sur 
les  représentations  d'un  nombre  comme  somme  de  deux, 
quatre,  six,  huit,  dix  el  douze  carrés.)  Pages  i-<>2. 

Les  formules  contenues  dans  ce  travail  reposent  sur  les  formules  elliptiques 

1    1 


t  =  V   q»°-,  A^pi      :V   ,/ï'"", 


2  k 

où    p=  —  •  /, ,  K,   y   ayant    les  significations  ordinaires.   <»n  en   déduit   que  le 

nombre  de    représentations    RW(«)  d'un   entier  //  (diurne  somme   de  i   canes 

1 

esi  égal  .m  coefficient  de  q"  dans  le  développement  de  0-  suivant  les  puis- 
sances de  q,  et  que  le  nombre  de  représentations  !!,,(//)  d'un  entier  11  comme 
somme  de  /■  carrés  impairs  et   de  s  pairs,  les  carrés  impairs  étant  placés  les 

premiers,  est  égal  au  coefficient  de  q'*  dans  le  développement  de  L'y  -  -  Le 
nombre  II,.  _(//)  de  représentations  de  n  comme  somme  de  /■  canes  impairs  et 
de  s  pairs,  sans  restriction  d'ordre,  est  d'ailleurs 

Rr;.(»)=  '  '',.!  Vi)!  M--(/,)- 

Deux  représentations  ./•'■    y2  +  ...  et  x"1  -+-.>'"  +  .. .  ne  sont  considérées  comme 

identiques  que  si  x  =  x' ,  y  =  y', Ainsi  x2  -+-  y2  n'est  pas  identique  à  j     <    1 

(sauf  si  x  =  y ) ;  x2 -+- y-  n'est  pas  non  plus  identique  à  (—  x)'--\-y-  (sauf  si 
x  =  o),  etc. 

On  considère  les  fonctions  arithmétiques  suivantes  : 

a,(n)  =  £d',         Ç,(n)  =£(—  O^'rf', 
«(»)  =  S(-i)*-1d',         ;,(")  =  S  (-1  )<<+<"<*', 

où   la   sommation  s'étend   à   tous   les  diviseurs  J  <\<-  l'entier  n,  et  où  rf'=  --,> 

t.* 

et  les  suivantes  : 

4I(«)  =  SS*,         A[(/i)-S8'<, 

-  (8—1)  -<8— i)  . 

Et(»)=2(— 1)«  0',         E'f(n)  =  2* 

où   la  sommation  s'étend  à  tous  les  diviseurs  impairs  S  de  «,  et  où  8'  =    .  • 


(')  Voir  /?«//.  des  Se.  math  .  t.   \LI  .  p.  .">." 
Bull,  des  Sciences  mathérn.,  2e  série,  t.  XLI.  (Juillet    1917.) 
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Enfin,  on  considère  aussi   les  fonctions  '/.(m),   P(m),   v(m  .    li(  m)  définies 
dans  des  Mémoires  précédents  ('). 

Le  Mémoire  contient  un  grand  nombre  de  formules  que  nous  ne  pouvons 
toutes  donner  ici.  Un  certain  nombre  d'entre  elles  étaient  d'ailleurs  déjà  con- 
nues. En  voici  quelques-unes  choisies  comme  exemples  : 

RI>l(4in-i)  =  4E,(4m-i), 
Rv(4n)         =4E,(n), 
Ro,«(4»)         =(-i)-»8Ç(n), 
H,    (  \n  +  1)  =    8A(4«+i), 
Rj2(4«  +a)  =  24  4(îb  +  1), 
!!,,(')//  +3)  =    8  A(4«+3), 

R0)6(4«)  =  RW(n)  =  4[4E;(»)-EJ(n)]) 
RD>g(  \n)=  RW(rt)  =  (—  i)—1  16  Ç3(n). 

Pour  les  représentations  d'un  nombre  comme  somme  de  10  carrés,  on  intro- 
duit une  nouvelle  fonction  arithmétique  /,(  n)  égale  au  quart  de  la  somme  des 
quatrièmes  puissances  des  entiers  complexes  a  -+-  bi  qui  ont  /;  comme  norme, 
en  particulier  /t(4"  +  3)  =  0.  Celte  fonction  peut  s'exprimer  au  moyen  des 
facteurs  premiers  de  n.  Elle  peut  aussi  se  calculer  par  des  formules  de  récur- 
rence. 

Elle  est  régulière,  c'est-à-dire  que  /((»"')  =  /,(  "  )  '/ ,  (n  ')  lorsque  n  et  n' 
sont  premiers  entre  eux. 

On  a 

R("  (n)  =  Rl>It(4i»)=  |tE4(«)-r-i6E'4(n)  +  8x,(n)], 

i:  '    (',/<+!)  =  |['7E4(4«  +  i)  +  8x<(4«  +  *)]< 

R  '"  (/,/;  +3)  =—  12  E4(4n  +  3). 

i!  .  (4m-i)  =  -^LK(î«  +0  -/.,(4"  +■)]• 


On  a  encore 


R<I2>(2/i)  =  —  8  H,(2«), 
Rlï(an  +0  =  8[A5(  2/1  +  1)  +  2  8(2/1+1)], 


Il  est  intéressant  de  remarquer  que,  dans  les  formules  relatives  à  2,  l\,  6,  8, 
1  ■  carrés,  n'interviennent  que  les  diviseurs  réels  de  />,  tandis  que  dans  celles 
relatives  .1  10  carrés  interviennent  en  général  les  diviseurs  complexes. 

Basset    (    /.-/>'.  1.       -   On   the  singularises  of  surfaces.    (Sur  les 
singularités  des  surfaces.)  Pages  63-83. 

I  ne  surfai  e   a-t-elle  un   nombre   fini  de  singularités  simples?  Y  a-t-il  des 


(')  Voir  Bulletin,  t.  XXXIV,,  p.  98. 
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équations  analogues  à  celles  de  PlUcker?  L'auteur  étudie  ces"  questions  sans 
fu i re  usage  de  la  transformation  birationnelle,  employée  par  les  mathématiciens 
qui  s'en  sont  déjà  occupés.  Il  donne,  pour  les  douze  premiers  degrés,  un  tableau 
du  nombre  maximum  de  points  singuliers  que  peul  avoir  une  surface  qui  n'a 
pas  de  point  btplanaire.  (I  suivre.)  Liste  de  Mémoires  se  rapportant  à  la 
question. 

Heawood  (P. -./.).  —  Géometrical  relations  between  Lhe  rouis 
of  f(x)  =  o,  and  f'(oc)  =  o.  (  Relations  géométriques  entre  les 
racines  de  J'(.c)  =  o  et  f'{x)  =  o.)  Pages  S/j-10-. 

D'abord  s\f(x)  est  du  troisième  degré,  ses  racines  étant  distinctes,  soient  P, 
Q,  H  les  affixes  de  ces  racines.  Les  affixes  des  racines  tle  /'(x)  =  o  sont  les 
foyers  de  l'ellipse  tangente  aux  côtés  du  triangle  PQR  en  leurs  milieux. 
Dans  le  cas  général,  en  supposant  que  /(  x  )  soit  de  degré  n  et  ait  n'  racines 
distinctes,  les  aflixe*  des  racines  de  f'(x)  =0  sont  les  foyers  d'une  courbe  de 
classe  n'  —  1,  et  touchant  toutes  les  segments  joignant  deux  à  deux  les  affixes 
de  /(x)  =  o. 

Lorsque  n'  =  n,  les  points  de  contact  sont  au  milieu  de  ces  segments. 

11  y  a  d'autres  propositions  d'un  autre  caractère.  Connaissant  deux  racines  de 
f{x)  =  o,  on  peut  en  déduire  un  cercle  à  l'intérieur  duquel  on  trouve  forcé- 
ment une  racine  de  f'(x)  =  0.  Si,  par  exemple,  les  deux  racines  de  /(  x)  =  0 

ir 
sont  ±1,  le  cercle  a  comme  centre  O  et  comme  rayon  cot— • 

n 

On   peul    même    remplacer   ce   cercle   par    une   courbe   n'ayant    pas  de    point 

extérieur  à  lui.   Enfin   on   peut  trouver  une  courbe  à  l'intérieur  de  laquelle  se 

trouvent  toutes  les  racines  de  l'équation  dérivée. 

Bar  nés  (E.-1V.).  —  The  binomial  theorem  for  a  complex  va- 
riable and  complex  index.  (La  formule  du  binôme  pour  une 
variable  et  un  exposant  complexes.)  Pages  108-1  i5. 

L'auteur  démontre  par  une  méthode  nouvelle  et  relativement  facile  les 
résultats  d'Abel;  c'est-à-dire  que  la  série  binomiale  pour  (i-t-3:)1'  est  valable 
quand  \x\  <  1,  ou  quand  \x\  =1,  |  arg.r  |  <  iz  et  R(s)  > —  1,  ou  en  lin  lorsque 
x  =  —  1    et    R(«)  >  0. 

Burnes  (E.-W.).  --  The  use  of  factorial  série  in  an  asymptotic 
expansion.  (Emploi  de  la  séné  factorielle  dans  un  développement 
asymptotique.)  Pages  tiG-izjo. 


La  série  employée  est  la  série 

s(«)  =  y 


r  (  n  -  .s  ) 


V(n  + 1)  («  -+-  b)P 
convergente  si    R(p-i-«)>o.    La  fonction   S(s)  est  uniforme  etS(s)T( — s) 
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imme  seules  singularités  à  distance  finie  les  pôles 

—   P  II  (il    =  O,    1,2,   .  .  .). 

Posant  s  =  ii  -h  iv.  l'expression   S(s)  e-  '  ,  où  j  est  positif,  tend  vers 

zéro  Ibrsque  |r|  croit  indéfiniment.  Cette  propriété  a  ceci  de  remarquable, 
qu'elle  n'est  plus  vraie  si  l'on  remplace  S(.v)  par  un  îles  termes  de  son  déve- 
loppement en  série;  a  fortiori  si  l'on  remplace  S(s)  par  la  série  des  modules 
de  ces  termes. 

L'auteur  applique  ces  résultats  à  la  recherche  d'une  expression  asymptotique 
pour  l.i  fond  ion 

V x" 

—  r(n  +  i)  (n  +  6)P 

n  =  0 

"o   lii'.ri       ...  expression  qu'il  avait  déjà  obtenue  par  une  autre  méthode. 

L'auteur  donne  ensuite  une  autre  preuve  de  la  propriété  que  S  (s)  e2 
tend    vers   zéro.   Cette   preuve    dépend    des   propriétés   de    la    fonction    V  ^(x) 
définie  pour  \x\       \   par  la  série 

yi    r  (  n  -f-  i  )  x" 

—  r  (  p  +  «  + 1  )  " 

(.est  une  fonetion  multiforme,  avec  x  =  i  comme  seule  singularité  à  distance 
finie.    \u\  environs  de  ce  point,  on  a 


'y.r)=r(.-P)(l-;>?  '+v 


(ar-i)" 


«  = 


v?  n  !  r  (  p  —  /t  )  (  p  —  «  —  i  ) 


Ce  résultai  est  obtenu  en  considérant  l'équation  différentielle  à  laquelle 
satisfait    !•'(./•).    On   en   déduit    aussi    un   développement    pour   F  (x)   valable 

pour  |  ./■  |        i . 

Dickson  (L.-E.).  —  The  abstrael  form  of  ilie  spécial  linear  lio- 
mogeneous  group  in  an  arbitrary  field.  (La  forme  abstraite  du 
groupe  spécial   linéaire   homogène  dans  un  champ  arbitraire.) 

Pages  i/|i-i  \  \. 

Le  groupe  S LII  (  // ,  F)  de  toutes  les  substitutions  linéaires  homogènes  sur 
//  variables  de  déterminant  unité  dans  le  champ  F  est  simplement  isomorphe 
au  groupe  abstrait  engendré  par  b>s  opérateurs 

I» . ,,        '  '•  /       ' n;  i      / '•  i'  parcourant  le  champ  F) 

assujetl  is  aux  relal  ions  générales  : 

B,-AB„       .:„,,.        B,fl=, 

i:  ,  échangeable  avec  BAI  ,  I!  ,,,  et  l:ly , . 

B^B    !.l:   ,i:,,-n.(   ,,y 

B     l;      l;     =B«a»«-'B1-ilB    Bx.   -.  (x=3i  +  u  +  )iav5fo), 
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où  (,  /*,  /..  I  sont   quatre   entiers  distincts      n;  X,  ;i.  v,  assujettis  à  une  condi- 
tion seulement  dans  les  dernières  relations. 

Dickson   (L.-E.  1.  The  abstracl    form  of   ihe    abelian    linear 

groups.   (La  forme   abstraite   des   groupes   abéliens    linéaires.) 
Pages  1 45-i 58. 

Le  groupe  SA.I  >.m,  F)  de  toutes  les  transformations  abéliennes  spéciales, 
linéaires  sur  im  variables  dans  le  champ  I  est  simplement  isomorphe  au 
groupe  abstrail  <:  engendré  par  I.,,  L'a,  <.>,-,.-  N,,,.  S,p  où  X  parcourl  le 
champ  E,  où  les  indices  j,  j  vont  de  1  à  ni  (i  /)  les  générateurs  étanl  assu- 
jettis a  quatorze  relations  qu'il  nous  parait  inutile  d'énumérer  ii  i. 

Basset  (A.-B.).  --  On  ili«-  singularises  of  surfaces.  (Sur  les 
singulari lés  des  surfaces.)  Pages  159-177.  (Suite  d'un  Mémoire 
précédent.  ) 

Étude  des  courbes  nodales  Caylej  et  Salmon  avaient  déjà  remarqué  l'im- 
portance de  la  présence  sur  ces  courbes  des  points-pinces  (  pinch  points),  c'est- 
à-dire  des  points  où  les  deux  plans  tangents  coïncident.  L'auteur  montre 
l'importance  d'une  autre  espèce  de  points  singuliers,  les  Jlecnodal points.  Ce 
sont  les  points  de  la  courbe  nodale  tels  qu'en  coupant  la  surface  par  un  plan 
passant  par  ce  point,  l'intersection  présente  en  ce  point  un  point  double  qui 
soit  en  même  temps  un  point  d'inflexion.  L'auteur  détermine  le  nombre  de  ces 
points. 

Lorsque,  tout  le  long  d'une  courbe  double,  les  plans  tangent-  coïncident,  on 
a  une  courbe  de  rebroussement  (cuspidal  curve).  Un  plan  passant  par  un 
point  de  celte  courbe  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  ayant  en  ec  point 
un  point  de  rebroussement. 

Si  ce  point  est  en  plus  un  point  d'inflexion,  c'est  un  point  singulier  de  la 
courbe  que  l'auteur  appelle  point  tacnodal.  Parmi  les  théorèmes  qu'il  donne  à 
ce  sujet  on  peut  remarquer  le  suivant   : 

Sur  une  courbe  de  rebroussement  silure  sur  une  surface  du  nlr"lr  ardre, 
il  y  a  n  points  taenodaux. 

Cette  courbe  réduit  la  classe  de  la  surface  de  \n  —  12.  Il  \  a  une  autre  espèce 
de  points  singuliers  sur  une  courbe  de  rebroussement.  Supposons,  par  exemple, 
une  conique  de  rebroussement  sur  une  quartique;  le  plan  de  celle  conique 
coupe  encore  la  surface  suivant  une  droite,  et  les  deux  points  où  celte  droite 
rencontre  la  conique  sont  des  point-  de  cette  espèce.  Mais  la  théorie  générale 
de  ces  points  n'est  pas  faite. 

Suil  une  liste  de  Mémoires  relatifs  aux  quarliques  ayant  une  conique  nodale. 

Glaisher  [l.-W  .-L.).  —  <  >n  the  représentations  of  a  number  as 
the  sum  of  fourteeri  and  sixteru  squares.  (Sur  les  représen- 
tations d'un  Domine  comme  somme  de  quatorze  et  seize  carrés.) 
Pages   178    >3(i. 
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Les  méthodes  appliquées  par  l'auteur  dans  des  Mémoires  précédents  (voir 
plus  liaut)  it il  problème  de  lu  décomposition  des  entiers  en  2,  4,  6,  8,  10, 
12  carrés,  le  sont  ici  pour  i\  et  16  carrés.  Il  s'introduit  dans  le  cas  de  1  \  carrés 
une  nouvelle  fonction   arithmétique  \V  (  /;  )  définie  par 

/,'-/,'-;/  =  16  V  \\{,,)rj", 
1 

et  dans  le  cas  de  16  carrés  une  fonction  8(n)  définie  par 
kik'ip*=  ,i,  V  B(  11  \  g". 


On  peut  d'ailleurs  remplacer  ces  fonctions  par  d'autres  liées  à  elles.  L'inté- 
ressant est  de  réduire  autant  que  possible  le  nombre  de  ces  fonctions  qui  ne 
sont  pas  définies  d'une  façon  purement  arithmétique. 

C'est  ce  que  fait  l'a  11  le  m-  dans  une  addition  au  Mémoire  en  donnant  la  définition 
arithmétique  suivante  de  8(/t).  Soit  //  =  a- -+-  b'1  -+-  c-  -+-  d-  une  représentation 
de  /;  par  une  somme  de  4  carrés.  Soit 

A  =  E|  [a6]  —  5[a4ô2]  +  3o[a262c2]  i. 

dans   laquelle  [a6]   est   la   fonction   symétrique,   somme  des  termes  semblables 
à   (i'\  et    de    même   pour   \a'ù':\    et    [a2ô2c2];    et    dans    laquelle    le   signe    S  est 
étendu  à  toutes  les  représentations  de  n. 
Ceci  posé,  on  a 

e(n)  =  jA     ou     ±\, 
suivant  que  //  est  impair  ou  pair. 

[fuir  (Thomas).  —   A  fonrth   list  of  writings  on  déterminants. 
(Une  quatrième  liste  d'écrits  sur  les  déterminants.)  Pages  23-- 

264. 

Cette  liste,  établie  par  ordre  chronologique,  contient  environ  3oo  titres 
s'ajoutent  aux  1 — ■  x>  déjà  collationnés. 

Elliott  \Ii.-ll.). —  A   pascalian   theorem   as   to  pentagons.   (Un 
théorème  pascalien  pour  les  pentagones.)  Pages  265-268. 

Un    Lhéorème   de    Jacôbi-Harle-y-Cayley    relatif   à    la    résolvante   du    sixième 

degré'  la  plus  simple  d'une  équation  du  cinquième  degré,  montre  qu'étant 
donnés  cinq  points  sur  une  conique,  il  existe  un  sixième  point  dont  la  relation 
aux  cinq  premiers  est  projeçtive,  et  qui  ne  change  pas  si  l'on  permute  circulai- 
rement  les  cinq  points  donnés  ou  qu'on  change  leur  ordre.  Recherchant  ce 
point,   l'auteur  arrive  au   résultai   suivant    : 

Soit  un  pentagone  \,  \  V  \,  \  inscrit  dans  une  conique.  On  joint  Ar_,Ar+, 
et  \r     \?  ,    (  bien  entendu  AA+5  est  supposé  identique  à  A,,),  puis  on  joint  le 
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point  d'intersection  de  ces  deux  droites  à   \,:  cette  nouvelle  droite  coupe  I" 
conique  en   un  point  autre  que    V-  soit  Bp.  Soit   R,    le  point  d'intersection 

de   \,  V    et   i:,B.  Ceci  posé,  ta  droite  R,  P+,R,  ,  /'"^''  /""'   V.      /y'   /'/"*- 

/es  17//7  droites  ainsi  définies  coupent  la  conique  en  un  même  point. 

Hardy  (G. -11.).  —  On  certain  osciilating  séries.  (Sur  certaines 
séries  oscillantes.)   Pages  269-288. 

L'auteur  démontre  le  théorème  suivant  : 

Les  deux  séries  ^a  et  Zb  (b  =  akr-  lorsque  n  est  une  puissance  Arième 
parfaite,  bn=  0  dans  le  cas  contraire)  sont  sommables  par  la  méthode  de 
Cesàro  en  même  temps,  et  leurs  sommes  sont  les  mêmes. 

Il  en  résulte  qu'un  certain  théorème  de  M.  L.  Fejér  :  Si  Sa,,  est  so  m  niable 
par  la  méthode  de  Cesàro  et  a  une  somme  s.  2aHx"  (A  entier  >  o)  est  con- 
vergente pour  |  x  |  <  1  et  tend  vers  s  lorsque  x  tend  vers  1,  n'est  qu'un 
corollaire  d'un  théorème  dû  à  M.  Frobenius  et  dont  l'énoncé  est  le  même  sauf 
que  À'  est  égal  à   1. 

On  pourrait  essayer  de  remplacer  dans  l'énoncé  de  M.  Fejér  nk  par  ty(n), 
•}(/?)  étant  une  fonction  arithmétique  de  /(,  croissant  constamment  avec  n . ; 
mais  alors  le  théorème  n'est  plus  toujours  vrai.  L'auteur  prend  comme  exemple 

la  série  Fa(x)  =  s( — i)"x"n.  La  valeur  de  F#1 (x  )  oscille  autour  de  -  lorsque  x 

tend  vers  1.  L'auteur  arrive  à  ce  résultat  en  partant  de  la  relation  fonction- 
nelle Fa  (  x  )  +  Fa  (  x"  )  =  x.  L'auteur  donne  une  autre  expression  de  Fu(x), 
puis  développe'des  considérations  analogues  pour  la  fonction  Zx"".  Cette  der- 
nière, lorsque  x  s'approche  de  1  est  égale  à  f \-\(x),  X(,r)oscil- 

1  '  '  loga 

lant  entre  des  limites  finies.  Toutes  ces  considérations  sont  généralisées  pour 
des  fonctions  satisfaisant    à  f(x)  +f(ax)  =  g(x),  puis  on  considère  comme 

exemple  le  cas  où  g(x)  =  - -•   Enfin,  l'auteur  étudie  encore  la  série 

F(a7)=Xi>i)-a;»!, 

lorsque  x  s'approche  de  t  par  valeurs  réelles  plus  petites  que  1,  la  série  oscille 
entre   o   et    1.    En  résumé,   il   semble   que    les  séries   de   la   forme  S(—  i)"x'^"\ 

x  tendant  vers  1    par  valeurs  réelles  <i,   tendent  vers  -  lorsque  la  croissance 

de  '}(/?)  ne  dépasse  pas  certaines  limites,  et,  clans  le  cas  contraire,  oscillent 
entre  des  limites  comprises  entre  0  et  1,  ces  limites  étant  d'autant  plus  dis- 
tantes que  la  croissance  de  -}  (  n)  est  plus  rapide. 

Glaisher  (J.W.L.).  —  On  the  représentations  of  a  number  as 
the  snni  of  eighleen  squares.  (Sur  les  représentations  d'un 
nombre  comme  somme  de  dix-huit  carrés.)  Pages  289-.)  )  1 . 

Ce  Mémoire  est  la  continuation   des   deux  dont    il   a  été  parlé  plus  haut  et 
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relatifs  aux  représentations  pai  des  sommes  de  2,  \ 16  carrés.  Les  méthodes 

v  -"ni  les  mêmes.  On  j  introduil  deux  nouvelles  fonctions  arithmétiques  yjn) 
et  G  (  n  )  défini*  s  par 

(  }A2*'    I   /•/■  ■)?"      64^  /  .(/m  7". 

1 

/.  7,  •-(  /.     -/.2)o'=  16  Y  G(n  17". 

1 

yt(  "  )   peul   aussi   être  dél •  comme  le  huitième  de   la   somme  des  huitièmes 

puissances  des  entiers  complexes  qui  onl  //  pouf  norme,  de  façon  que 

/„(.',/.  -ho)  =  0 

(théorème  non  démontré  dans  ce  Mémoire).  Les  formules  obtenues  sont  nom- 
breuses  el  ne  peuvent  trouver  placé  ici.  On  peul  signaler  les  formules  suivantes 
qui  smmI  curieuses  : 

RM  ,(  8/î  +  2)  =  i53oR18  0,(8«  +  2), 
ioR108(8«  +6)  =    1  i-'l!,,.,'  8n  +  6  1. 

|  La  signification  de  Rr  ,(n)  a  été  donnée  plus  haut.] 

Le  Mémoire  se  termine  par  des  formules  de  récurrence  el  des  tables  pour  les 
fonctions  /  1  n  )  el  •  '.(/()  et  pour  d'autres  fonctions  liées  aux  précédentes.  Une 
addition  au  Mémoire  donne  la  comparaison  entre  certaines  formules  de  l'auteur 
el  des  formules  données  par  Liouville. 

Jourdain   {^Philip-E .-B.).  —  On  ihe  comparison  ol  aggregates. 
(^  Sur  la  comparaison  des  ensembles.)  Pages  352-366. 

Ce  Mémoire  a  pour  but  de  passer  en  revue  les  résultats  obtenus  jusqu'à 
maintenant  dans  la  question  de  la  comparaison  de  deux  ensembles. 

La  conclusion  est  l<i  suivante  :  Considérant  deux  ensembles  M.  N  ayant  des 
nombres  cardinaux  m,  n  1  ce  qui,  si  l'on  n'adm'el  pas  que  loul  ensemble  .iii  un 

apmbre  cardinal,  constitue  tout  au  1 is  le  cas  particulier  le  plus  intéressant), 

ou  bien  on  peut  duc  ^i  m  el  n  sont  égaux  ou  inégaux  et  quel  est  l<-  plus  grand 
de-  deux,  ou  bien  c'est  qu'aucune  partie  de  M  n'est  de  même  puissance  i|nc  N 
m  aucune  partie  de  N  de  même  puissance  que  M.  Que  ce  dernier  cas  soit 
impossible,  équivaut  .1  l'axiome  d<-  Zermelo  ou  à  tel  autre  équivalent. 

Basset   (A.-B.).  The   mixed    transformation    of    Lagrange's 

équations.  1  La  transformation  mixte  des  équations  de  Lagrange.) 
Pages  367-373. 

L'auteur  avait,  dès  1887,  donné  les  équations  de  la  Dynamique  sous  une 
forme  mixte  entre  celle  de  Lagrange  el  «-elle  d'Hamilion,  mais  il  pouvait  sem- 
bler que  ces  équations  ne  s'appliquaient  qu'au  ras  où  le  système  possède  des 
coordonnées  cinosthéniques,  c'est-à  due  n'entrant  pas  explicitement  dans  les 
expressions  <\<-  l'énergie  cinétique  el  *\<-  l'énergie  potentielle.  L'auteur  .montre 
qu'il  n'en  est  rien  el  donne  une  démonstration  simplifiée  de  ees  équations. 
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Thomson  \   i.    \  .  II.).  --  On  point  reciprocation.  (Sur  La  trans 
formation  par  polaires  réciproques.)  Pages  ■  > -j  | — .'  1 S  i . 

Formules  relatives  à  la  transformation  par  polaires  réciproques,  la  conique 
directrice  étanl  un  cercle.  <  >n  peut .  par  ces  formules,  transformer  di :s  propriétés 
métriques.  On  trouve  ainsi,  par  exemple,  que  le  lieu  des  foyers  des  coniques 
tangentes  à  quatre  droites  est  une  cubique  circulaire.  Il  j  .1  des  considérations 
analogues  dans  l'espace. 

Harold  Hilton.   —   An    application  of   Cayley's   colour-groups. 
(  Une  application  des  groupes  en  couleur  de  Cayley.) Pages  082- 

38  i. 

Exemples  de  représentations  de  groupes  de  genre  un  sur  une  surface  de 
même  genre  par  un  diagramme  à  deux  couleurs. 

L.  Cahejn. 


VWALI   DI   MATEMATICA  PURA  ED   APPLIGATA  (i). 
Série  III,  Tomo  XV,  1908. 

Cerruti  {V.).  —  Le  matematiche  pure  e  nuste  nei  prirai  dodici 
Congressi  délia  Société  italiana  per  il  progresso  délie  Scienze. 
[Les  mathématiques  pures  et  mixtes  dans  les  douze  premiers 
Congrès  de  la  Société   italienne  pour  le  progrès  des  Sciences] 

(1-20). 

Discours  prononcé  à  Parme  le  >\  septembre  190-  à  l'occasion  du  premier 
Congrès  nouveau  de  la  Società  italiana  per  il  progresso  délie  Scienze. 
Au  moment  où  cette  Société  reprend  son  activité,  Cerruti  fait  l'historique  des 
travaux  mathématiques  qui  furent  présentés  dans  lés  Congrès  tenu-,  par  La 
Société  entre  t83g  et  iS'17  par  divers  savants  dont  les  noms  méritent  d'être  tirés 
d'un  oubli  immérité. 

L'auteur  eile  et  analyse,  entre  autres  travaux,  ceux  de  Félix  Chio  et  de 
Menabrea  sur  la  série  de  Lagrange,  de  Minich  et  de  Trudi  sur  les  fonctions 
elliptique-,  ou  abéliennes,  de  Frisiaui  sur  le  problème  de  Pfaff,  de  Lavagna  sur 
les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  un  nombre  quelconque 
de  variables,  de  Tardy  sur  les  différentielles  à  indices  quelconques,  lui  mathé- 
matiques appliquées,  Cerruti  cite  eu  premier  lieu  les  célèbres  travaux  de  RJos- 
sotti  sur  l'éther  et  la  matière,  la  théorie  de  la  lumière,  la  capillarité,  les  diélei  - 
triques    ainsi  que  ceux  de  Plana  sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la  surface 

(')   Voir  Bull,  des  Se.  math.,  i.  XL,,  p.  ir» i-i35. 
Bull. des  Sciences  inatliém.,  2e  série,  t.  XLI.   (Août  1917)  R.8 


94  SECONDE    PARTIE. 

des  conducteurs.  Divers  travaux  relatifs  à  l'hydraulique  sont  ensuite  mentionnés 
.iiii-i  que  les  travaux  de  physique  mathématique  de  Codazza.  Ko  Congrès  de 
Turin  (1840),  Babbage  présenta  -.1  célèbre  machine  à  calculer,  dont  mie  étude 
détaillée  fut  faite  par  Menabrea. 

Le  travail  contienl  une  bibliographie  détaillée  des  œuvres  qui  \  sont  men- 
1  ionni  es. 

Lauricella  (6r.  1.  —  Sulle  equazioni  integrali.  [Sur  les  équations 
intégrales]  (  2  (-45  ). 

Dans  cette  Coi unication  faite  au  Congrès  de  Parme  (1907),  l 'au leur  donne 

un  magnifique  exposé  concernant  l'origine,  le  but  et  les  applications  de  la 
Lhéorie  des  équations  intégrales,  et  il  met  en  relief  les  principaux  résu  Itats  éta- 
blis jusqu'alors  dans  celte  théorie. 

Les  principaux  travaux  analysés  par  Lauricella  dans  cette  conférence  sont 
ceux  de  MM.  Volterra,  Le  Roux,  Fredholm,  Plemelj,  llilbert,  Schmidt,  Pin- 
cherle,  Picard.  L'auteur  insiste  sur  les  applications  de  la  théorie  de  Fredholm 
à  la  physique  mathématique.  L'artifice  imaginé  par  Fredholm  pour  la  solution 

du  problème  de  Dirichlel  s'applique  à   là   plupart  des  problèmes  au  con.t de 

la  physique  mathématique.  Il  peut  se  résumer,  dit  l'auteur,  dans  les  trois  opé- 
rations su  i  va  m  les  :  1  "  construire  une  équation  de  Fredholm  de  deuxième  espèce, 
ou  un  système  de  pareilles  équations,  convenant  au  problème  posé;  2"  déduire 
systématiquement  pour  cette  équation   la    I :tion    caractéristique  (ou  noyau) 

de  certaines  solutions  particulières  du  problème,  analogues   à    l'intégrale  -  de 

l'équation  de  Laplace  pour  le  problème  de  Dirichlet;  •>"  démontrer  que  l'équa- 
tion intégrale  homogène,  correspondant  à  l'équation  de  Fredholm,  ou  sa  con- 
juguée (obtenue  par  la  permutation  de  x  et  de  y  dans  le  noyau)  n'admettent 
aniline  solution  différente  de  zéro. 

La  théorie  de  Fredholm  permet  alors  d'établir  l'existence  de  la  solution  de 
l'équation  intégrale  et  de  résoudre  le  problème  au  contour  proposé  par  un 
potentiel  de  double  couche,  ou  un  potentiel  généralisé  de  double  couche,  ayant 
pour  densité  cette  solution.  L'auteur  montre  comment  la  méthode  doit  être 
1 lifiée  lorsque  l'équation  homogène  déduite  de  l'équation  intégrale  consi- 
dérée admet  nue  ou  plusieurs  solutions  non  identiquement  nulles. 

Enfin,  Lauricella,  à  propos  du   problème   de   l'équilibre   îles   corps  élastiques 

isotropes  pour  des  efforts  d es  à  la  surface,   monlre    l'intérêt    qu'il  y  'ait, 

pour  la  physique  mathématique,  à  étudier  aussi  des  équations  intégrales  de  la 
loi  nie 

?{x)+J    [H(^,y)cp(r)+  K{x,jr)JL  I  dy  =•;(.;■). 

.m  .i/i,,i  [a  fonction  inconnue,  équations  dont  un  cas  particulier  a  été  traité 
par  M.   Picard,  à  propos  du  problème  des  températures  slationnaires. 

Tonelli  (L.).      -  I  polinomi  d'approssimazione  <li  Tchebycheff. 
[Les  polynômes  d'approximation  de  Tchebycheff]  (47-120). 

1  ,e  lr,i\  ail  est  di\  isé  en   1 1  .os   |',n  I  ies. 
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Première  Partie.  L'auteur  expose  d'ahord  brièvement  la  théorie  des  polj 
nomes  de  Tchebycheff  pour  les  fonctions  d'une  variable  réelle.  Celte  étude  esl 
faite  d'après  un  Mémoire  de  M.  Kirchberger  el  d'après  l'exposé  de  la  méthode 
de  rchebycheff  d lé  par  M.  Borel  dans  ses  Leçons  sur  les  fonctions  de  varia- 
bles réelles  et  les  développements  en  séries  de  polynômes  (p.  82).  Étant 
donnée  une  f ;tion/(a?)  définie  el  continue  dans  l'intervalle  a, b  el  un  poly- 
nôme   !'„(./•)    de    degré    />    à    coefficients    /',-/>, p„    indéterminés,    soit 

m(pu,pt /',/)  la  borne  supérieure  de  la  différence  \/{x) —  PH(x)\  dans 

l'intervalle    a,  b.   Lorsque   les  coefficients  p    varient,  l'ensemble   des    nombres 

m(pa,  />, pn)  admel   une   borne   inférieure    u,   positive    ou   nulle.   Si    cette 

borne  esl  atteinte  pour  certaines  valeurs  des  coefficients  /»,-,  le  polynôme  Un(x) 
obtenu  en  donnant  ces  valeurs  aux  coefficients  de  Pn(x)  s'appelle  polynôme 
d'approximation  rf<  Tchebycheff  de  la  fonction  f  (x).  Rappelons  simplemenl 
ici  que  le  polynôme  de  Tchebycheff  de  degré   /'   au  plu-  existe  toujours  et  est 

unique  . 

M.  Tonelli  passe  ensuite  à  l'extension  de  la  méthode  de  Tchebycheff  au  cas 
d'une  fonction  f  (x,  y)  de  deux  variables,  définie  et  continue  dans  un  domaine 
borné  A.  La  définition  des  polynômes  de  Tchebycheff  ( que  nous  appellerons 
polynômes  T)  est  analogue  à  celle  donnée  plus  haut  pour  le  cas  d'une  variable. 
V.près  avoir  établi  l'existence  d'au  moins  un  polynôme  T  de  degré  au  plus 
à  n,  l'auteur  démontre  <|ii'ici.  contrairement  à  ce  qui  avait  lieu  dans  le  cas 
d'une  variable,  il  existe  en  général  plus  d'un  polynôme  T  de  degré  £n;  l'exis- 
tence de  deux  pareils  polynômes  entraîne  d'ailleurs  l'existence  d'une  infinité 
d'autres  polynômes  T  de  degré  n. 

Les  polynômes  T  de  degré  n.  en  nombre  infini,  d'une  fonction  donnée  f(x,y) 
possèdent  la  propriété  suivante  :  il  existe  au  mains  n  -f-  2  points  du  domaine  A 
tels  que,  en  ces  points,  tous  les  polynômes  T  de  degré  n  diffèrent  de  f(x,y) 
d'une  quantité  égale  en  valeur  absolue  au  nombre  u.  (défini  comme  plus 
haut).  Les  polynômes  T  de  degré  n  forment  une  famille  de  fonctions  également 
continues;  les  propriétés  établies  par  Arzelà  au  sujet  de  pareilles  familles  de 
fonctions  permettent  d'établir  l'existence,  dans  la  famille  considérée,  d'une 
fonction  limite  supérieure  U(x,  y)  el  d'une  fonction  limite  inférieure  V(x,y)  : 
Par  un  point  quelconque  compris  entre  U  (x,  y)  et  \(x,y)  passe  toujours 
un  polynôme  T  de  lu  famille  considérée.  Dans  le  cas  où  U  {x.  y)  et  X (x,  y) 
coïncident,  il  y  a  un  seul  polynôme  T  de  degré  n.  L'auteur  donne  encore,  sous 
uni-  autre  forme,  la  condition  pour  qu'il  existe  un  seul  polynôme  T  de  degré  n  . 

La  correspondance  entre  la  fonction  f  (x.  y)  et  ses  polynômes  d'approxima- 
tion esl  continue,  c'est-à-dire  que.  étant  donné  un  uombre  positif  t\  arbitraire- 
ment petit,  on  peut  lui  faire  correspondre  un  nombre  r  tri  que  l'inégalité 

\f(x,  y)  —g(-r,  y)  |  <  e, 

vérifiée  dans  tout  le  domaine  A.   entraîne 

\Un(x,y)-U'll(x,y)\<s, 

où  f 'x,  y)  et  g  (x,  y)  sont  deux  fonctions  continues  donnée-.  U'n  un  quel- 
conque des  polynômes  T  de  degré  n  relatif-  a  g  (x,  y)  el  II„  un  polynôme  T 
convenablement  choisi  relatif  à  f  (x,  y). 

lui  -.■  servant  du  théorème  de  Weierstrass  sur  la  représentation  approchée 
de-  fonctions  continues  par  des  polyi es,  on  peut  voir  qui-   la   série  de  poly- 
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WJ.r.y)  +  [Ul(.r.y)-n(,{x.r)]  +  ...-t-[nn{x.y)  —  n„_,(.r.  ;>-)]+..., 

où  Un(x,  y)  est  un  quelconque  des  polynômes  T  de  degré  n  relatifs  à  f(x,y), 
converge  uniformément  vers  f(.r.r)  dans  tout  le  domaine  V.  Il  existe  en 
_  néral  une  infinité  de  pareilles  séries,  puisqu'il  y  a  une  infinité  de  poly- 
nômes \\n.  Toutes  ces  séries  possèdent  la  propriété  d'être  celles  qui  ont  la  con- 
vergence la  plus  rapide  parmi  toutes  les  séries  de  polynômes  de  degrés  crois- 
sants convergeant  uniformément  vers  f  ( x,  y )  dans  le  domaine   V. 

Deuxième  Partie. —  M.  Tonelli  étend  la  méthode  de  Tchebycheff  à  la  repré- 
sentation approchée  des  fonctions  continues  d'une  ou  de  deux  variables,  pos- 
sédant  la  période  2-  par  rapport  à  chacune  des  variables,  à  faille  de  polynômes 
trjgonométriques.  Dans  le  cas  de  deux  variables,  par  exemple,  un  pol\nome 
trigonométrique  d'ordre  n  est  un  polynôme  de  la  forme 

11  —  r     n 

>      \    («rfcosra;  cossy  -+-  6„sin  rx  cossy+a'rscosrx  si  ii.sk  -+-  b'rssinrx  sinsy), 

s=0 r =0 

les  nombres  /■  et  s  étnnt  tels  que  r-hs£n. 

<)n  établit  alors  comme  dans  la  première  Partie  la  définition  des  polynômes 
trigonométriques  de  Tchebycheff,  les  propriétés  ei  le  calcul  de  ces  polynômes. 
Un  en  déduit  les  mêmes  conséquences  que  plus  haut  relativement  à  la  repré- 
sentation de  la  fonction  f( x,  y)  par  une  série  de  polynômes  trigonométriques 

de  degrés  croissants  uniforme m  convergente  et  de  convergence  la  plus  rapide 

possible. 

Troisième  Partik.  —  Il  s'agit  ici  d'une  fonction  continue  /  x)  de  la  variable 
complexe  ./'  définie  dans  un  domaine  fermé  A.  L'auteur  établit  pour  la  fonc- 
tion/(./-j  l'existence  d'un  polynôme  Tn(x)  de  Tchebycheff,  et  d'un  seul,  de 
degré  //  au  plus.  La  correspondance  cuire  f  {-r)  et  T  a  1  est  continue.  Si 
maintenant  on  suppose  la  fonction  f  (x)  holoinorphe  dans  le  domaine  A,  on 
peut  représenter  f  (x),  à  moins  de  r  près,  dans  le  do  m  .mie  \  par  un  polynôme. 
Il  en  résulte  que  l'on  peut  représenter /(a?),  et  d'une  seule  façon,  par  une  série 
de  polynômes  de  degrés  croissants  convergeant  uniformément  vers  f(x)  dans 
le  domaine  \  el  telle  que  la  somme  îles  n  premiers  termes  soit  un  polynôme  de 
dejjré  n  donnant  pour  f  \x  )  l'approximation  la  meilleure  parmi  tous  les  poly- 
nômes de  degré  n.  Cette  partie'  du  Mémoire  de  M.  Tonelli  est  analysée  avec 
plu-  de  détail  dans  les  Leçons  sur  Us  séries  de  polynômes  à  une  variable 
complexe  de  M.  Paul  Montel  (  p.  6G). 

Fubini  (G.).  —  Su!   principio  <li  minimo  di    Dirichlet.  [Sur  le 
principe  de  m  un  mu  m  «le  Dirichlel  |  (121-125). 

Celte   Mole   a    pour   but    l'exposé   des    méthodes  récentes  qui  oui   permis   <}<■ 

rendre  rig euse  la  méthode  de  démonstration  con sous  le  m  un  de  principe 

de  Dirichlet  relativement  a  l'existence  des  solutions  de  certains  problèmes  de 
la  physique  mathématique  el  du  calcul  des  variations.  L'auteur  met  .n  relief 
le  rôle  joué  par  {'intégrale  de  Lebesgue  dans  ces  procédés  de  démonstration 
récents. 
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Tedone   (O.).   —   Sui  metodi   délia   fisica    matematica.  [Sur  l<> 
méthodes  de  la  physique  mathématique]  <  1  27-1  \  1  ). 

Dans  celte  conférence  lue  au  Congrès  de   Parme  (1907),    M.  Tedone  envisage 

surtout  le  problème  de  l'intégrati les  équations  de  l'équilibre  élastique  pour 

un  corps  isotrope.  Il  étudie  l'influence  exercée  sur  les  recherches  relatives  à  ce 
problème,  aux  diverses  époques  par  les  idées  générales  qui  avaient  coursa  ces 
époques  relativement  aux  méthodes  d'intégration  de  la  physique  mathématique. 
Son  historique  du  problème  de  l'équilibre  élastique  s'étend  depuis  Navier  et 
Lamé  jusqu'aux  travaux  les  plus  récents  qui  comprennent  en  particulier  ceux 
de  l'auteur. 


Sannia  (G.).  Nuova   esposizione  délia  geometria  infinitési- 

male délie  congruenze  rettilinee.  [Nouvel  exposé  de  la  géo- 
métrie infinitésimale  des  congruences  de  droites  |  (1  |3-i85  l. 

Dans  l'étude  îles  congruences  de  droites,  le  point  de  vue  généralement  adopté 
est  celui  de  Kummer  consistant  à  définir  une  droite  quelconque  g  de  la  con- 
gruence  par- les  coordonnées  ce,  y,  :  du  point  où  cette  droite  coupe  anesurface 
de  départ  S  choisie  arbitrairement  et  par  les  cosinus  directeurs  X,  Y,  Z  de  la 
droite  %.  Ces  si\  quantités  ./■,  r.  :,  \,  \  ,  Z  sont  fonctions  de  deux  para- 
mètres u,  v.  Les  trois  dernières  sont  les  coordonnées  d'un  point  qui  est  l'image 
sphérique  de  la  droite  g  et  les  coordonnées  u.  v  définissent,  sur  la  sphère  de 
rayon  1  ayant  pour  centre  l'origine,  un  réseau  de  coordonnées  curvilignes,  qui 
est  Vimage  sphérique  de  la  congruence.  Kummer  introduit  comme  formes 
fondamentales  de  la  congruence  les  formes  quadratiques  différentielles 

ZdX2        et         ZdxdX. 

Ceci  rappelé,  M  Sannia  remarque  que  la  première  seule  de  ces  formes  a  une 
définition  intrinsèque,  indépendante  de  la  surface  choisie  comme  surface  de 
départ;  c'est  pourquoi  il  se  propose  dans  ce  travail   de  remplacer  la  deuxième 

forme  de  Kummer  par  une  forme   ayant    aussi    y>n   sens    intrinsèque.  Désig - 

par  da  la  plus  courte  distance  entre  deux  droites  infiniment  voisines  g,  g' 
correspondant  la  première  aux  \alcuis  ;/,  v,  la  seconde  aux  valeurs  1/  du, 
v  -h  dv  des  paramètres,  et  par  ds'  l'élément  linéaire  de  l'image  sphérique  : 
M.  Sannia  prend  pour  deuxième  forme  fondamentale  la  quantité  —  d a  ds',  c'est- 
à-dire  le  moment  des  deux  droites  infiniment  voisines.  Soient 

(  1  )  ds'2  =  2  dX-  =  E  du-  +  2  F  du  dv  -+-  G  dv1, 

(:>.)  —  d~  ds'  =  D  du2  -+-  2  I  )  du  dv  +  D  dv2 

les  deu\  formes  fondamentales  ainsi  adoptées.  La  théorie  des  congruences  pré- 
sente alors  une  analogie  complète  avec  la  théorie  des  surfaces  en  coordonnées 
curvilignes  et  l'auteur  reprend  à  ce  point  de  vue  l'étude  des  propriétés  connues 
des  congruences. 

I  ne  notion  nouvelle  introduite  par  l'auteur  dans  cette  étude  est  celle  de 
V indicatrice  analogue  à  l'indicatrice  qu'on  introduit  dans  l'étude  de  la  cour- 
bure des  surfaces  :  toutes  les  surfaces  de  la  congruence  contenant  les  deux 
droites  infiniment  voisines  g,  g    si     raccordent    tout  le   long   de  g,  et  le  para- 
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mètre  de  distribution  de  g  (commun  à    toutes  ces  surfaces)  a  pour  expression 

_  tfs  I  »  du1  -+-  i  D'du  dv  +  D"  dv7 

1J  ~  ds'  ~  E  (/«-'  +  •.!  F  tf  m  rfo  +  G  d\>-  ' 

formule  analogue  à  celle  qui  donne  la  courbure  des  sections  normales  d'une 
surface;  dans  un  plan  normal  à  g,  on  peut  donc  décrire  une  conique  indica- 
trice donnanl  une  représentation  géométrique  delà  variation  de  />  lorsque, 
g  restant  (ixe,  la  génératrice  g'-  infiniment  voisine  de  g  varie.  Le  parallélisme 
entre  les  deux  théories  peut  se  poursuivre  et  l'on  définira  ainsi  les  surfaces 
asymptotiqu.es  de  la  congruence  (ce  sont  les  développables  de  la  confluence), 
les  systèmes  de  surfaces  conjuguées,  les  surfaces  principales,  les  paramètres 
principaux  de  la  congruence  (analogues  aux    rayons  de  courbure  principaux). 

Les  deux  formes  (i),  (2)  ne  peuvent  pas  être  choisies  arbitrairement. 
M.  Sannia  donne  les  relations  aux  dérivées  partielles  qui  doivent  exister  entre 
les  coefficients  de  deux  formes  pour  que  ces  deux  foi  rues  puissent  être  les  deux 
loi  nies  fondamentales  (1)  et  (2)  d'une  congruence. 

Indiquons  pour  terminer  les  titres  de  quelques  autres  questions  étudiées, 
toujours  au  même  point  de  vue,  par  M.  Sannia  dans  son  travail  :  congruences 
paraboliques,  isotropes  (Ribaucour),  normales;  congruences  ayant  une  image 
sphérique  donnée;  théorèmes  de  Malus-Dupin  et  de  Beltrami;  congruences 
rapportées  à  leurs  surfaces  développables,  ou  à  un  système  conjugué  de  sur- 
faces, ou  à  leurs  surfaces  principales. 

Levi  {B.)-  -      \  ni  momie  logiche?  [Antinomies  logiques?]  (18-- 
216). 

Il  est  impossible  de  démontrer  que  jamais  les  lois  de  la  logique  ne  peuvent 
conduire  .1  îles  contradictions,  car  une  pareille  démonstration  devant  être  con- 
duite elle-même  d'après  les  règles  de  la  logique,  on  admettrait  '/  priori,  en  la 
faisant,  que  ces  règles  sont  compatibles. 

Apres  avoir  fait  cette  réserve  d'ordre  général,  l'auteur  examine  dans  son  tra- 
vail comment  on  peut  résoudre  les  antinomies  logiques  bien  connues  qui  se 
sonl  présentées  dans  la  théorie  des  ensembles  :  antinomies  de  Richard,  de 
Burali  Forti.de  Russell,  antinomie  relative  à  la  puissance  du  «  tout  ».  L'auteur 
ne  pense  pas  que,  pour  éviter  ces  antinomies,  il  soit  nécessaire  d'écarter  de 
l'étude  des  ensembles  certains  groupes,  certaines  classes  d'individus  ou  de 
de,  1,'nei  que  certaines  propositions  sont  incapables  de  définir  une  classe  :  une 
pareille  exclusion  ne  saurait  en  effet  être  que  provisoire,  les  groupes  qu'on  se 
refuse  ainsi  à  qualifier  d'ensembles  devront  porter  un  nouveau  nom.  et  la  diffi- 
culté reste  eut  ière. 

Le  point  de  vue  de  M.  Beppo  Levi  consiste  surtout  dans  la  distinction  des 
objets  du  discours  en  idées  primitives  et  idées  définies  à  l'aide  de  ces  idées 
primitives.  Une  idée  est  primitive  quand  le  sens  du  symbole  qui  représente 
cette  idée  dans  le  discours  est  indéterminé  :  ce  qui  est  fixé,  c'est  seulement  la 
dépendance  entre  idées  primitives,  dépendance  qui  est  exprimée  par  .des  postu- 
lats. I  ne  idée  définie  ou  dérivée  est  au  contraire  une  idée  dont  le  symbole 
représentatif  a  un  s. -us  parfaitement  déterminé  quand  on  a  fixé  lesens  des  idées 
prises  comme  primitives.  Tonte  proposition  d'une  théorie  s'exprime  nécessaire- 
ment  à  l'aide  des  idées  primitives  de  cette  théorie  et  îles   lois  de  la   logique;  il 
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n'\    .1    pas    lieu    rie    s'élo :i    que  Jeux  idées  primitives  liées  par  des  postulats 

<•  li < n ~ i -  sans  précaution  puissenl  conduire  à  des   contradii  lions.   M    Beppo  Levi 

précise  aussi   la    nature   de    l'opérât qu'il    appelle   procède  d'élémentation 

univoque,  el  qui  consiste  .1  faire  correspondre   un  individu   à   un  ensemble  :  il 
montre  qu'un  pareil  inonde  ne  peul  jamais  embrasser  la  totalité  des  ensembh  s 
<'.'<■-(  dans  cette  remarque  el  dans  la  distinction;  expliquée  plus  haut,  des  idées 
en  deux  catégories  que  M.  Beppo  Levi  trouve  le  moyen  de  résoudre  les  antino- 
mies de  la  théorie  des  ensembles. 

Scorza   (G.).    —     L<     varietà    ,1    curve    sezioni    ellittiche.    [Les 
variétés  à  courbes  sections  elliptiques]  (217-273). 

Soit  V£  une  variété  irréductible  d'ordre  n  cl  de  dimensions  h  d'un  espace  Sr 
à  /•  dimensions.  L'auteur  recherche  celles  de  ces  variétés  <|m  sonl  ci  upées  sui- 
vant des  courbes  elliptiques  par  les  espaces  Sr _I  +  I  pris  dans  S  .  Les  travaux  de 
MM.  Castelnuovo  et  Enriques  pour  le  ras  de  /.  =  2  ou  /.  =  3  foui  prévoir  qu'en 
augmentant  /.  le  nombre  des  cas  possibles  doit  aller  en  diminuant.  Le  travail 
de  l'auteur  confirme  celle  précision.  Ses  résultats,  combinés  avec  ceux  des 
auteurs  précités,  donnent  la   propriété  suivante  : 

Toute  variété  irréductible  \'k,  non  conique,  de  S,  admettant  pour  courbes 
sections  des  courbes  elliptiques  appartient  à  l'un  des  irais  types  suivants  : 

a.  Variété  x1  elliptique  de  St_,. 

b.  Forme  cubique  de  Si+1. 

c.  Variété  rationnelle  projection  '/'une  variété  normale  non  conique  W) 
d'un  espace  à  n  +  k—  >.  dimensions,  avec  I.  quelconque  si  r=  \  et  k  _•> 
si  r  £6. 

L'auteur  énumère  ensuite  toutes  les  variétés  normales  \\  £  de  l'espace  Sn+l_2. 


Nielsen   (N. ).  -      Sur  la  convergence  uniforme  d'une  classe  de 
séries  infinies  (  275-282  )  |  en  français]. 

L'auteur  démontre  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnée  une  suite  de  fonctions  fn(x),  supposons  que  la  sérû 
S  \fn'x)  —  fn{x-t-i)  I  soit  uniformément  convergente  quand  x  carie  dans 
un  certain  domaine.  Supposons  en  outre  la  série  £a„  convergente.  La  série 
-a„f„(-r)  esl  «lors  uniformément  convergente  dans  le  domaine. 

M.  Nielsen  applique  celte  proposition  à  l'étude  des  séries  de  Dirichlet    ><  r^. 

et  il  en  déduit   la   convergence    uniforme    de   la    série  dans  un  certain  domaine 
intérieur  au  domaine  de  convergence. 
Une  seconde  application  concerne  les  séries  de  factorielles 


2 


x{x  +  1)  . .  .{x  -t-  n) 
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el  les  séries  de  coefficients  binomiaux 

xi      (  ./■  —  i  )  (  x  —  i  )    . .  (  x  —  n  ) 


pour  lesquelles  il  <  1  < m i lie  également    l.i    imuci^onit    uniforme,  el    par    --mte 

l'analyticité  de  la  soi e,  dans  un  certain  domaine. 

Burgatli  (  P.).  —  Sulla  teoria  dell'equazione  a  derivate  parziali. 
|Sur  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles]  (288-292). 

Conférence  du  Congrès  de  Parme  (1907)  dans  laquelle  M.  Burgatti  donne  un 
a  perçu  de  l'état  act  uel  de  la  1  héorie  des  équal  ions  aux  dérivées  pari  ielles  d'ordre 
quelconque  , lombre  quelconque  de  variables.  Il  s'occupe  surtout  des  théo- 
rèmes d'existence  (Sophie  Kowalewska,  Riquier,  Delassus),  de  ce  qu'on  <  1  < > i L 
entendre  par  intégrale  générale  (  Darboux,  Goursat,  Bore!  l,  des  méthodes  d'in- 
tégration de  Laplace  et  de  M.  Darboux,  des  méthodes  de  transformation  (Sophus 
Lie,  Bâcklund  ). 

\ maldi  (U .) .  —  Sui  principal!  resultati  ottenuti  nella  teoria  dei 
gruppi  continui  dopo  la  morte  di  Sophus  Lie  (1898- 1907).  [Sur 
les  principaux  résultats  obtenus  dans  la  théorie  des  groupes 
continus  après  la  mort  de  Sophus  Lie]  (1  898-190^)  (293-328). 

Rapport  lu  au  Congrès  de  Parme  {\<)Ci-). 

En  exposant  d'abord  les  travaux  relatifs  à  la  théorie  générale  des  groupes 
continus  finis,  l'auteur  remarque  que  cette  partie  de  la  Lhéorie  n'a  subi  aucune 
transformation  essentielle  après  les  travaux    de    Lie    :    la   plupart  des   résultais 

nouveaux  obtenus  par   des    méthodes   ivelles  pouvaient   aussi  être   obtenus 

sans  difficulté  par  les  méthodes  de  Lie.  La  détermination  de  «lasses  particu- 
lières de  groupes  continus  fi  11  i  s  a  donné  lieu  au  contraire  à  un  très  grand 
nombre  de  travaux  analysés  par  l'auteur  el  relatifs  aux  groupes  projectifs,  aux 
groupes  crémoniens,  aux  espaces  admettant  «les  groupes  continus  de  mouve- 
ments, à  divers  groupes  particuliers,  enfin  aux  équations  ou  aux  systèmes  diffé- 
rentiels admettant  un  groupe  continu  fini. 

Mans  la  théorie  des  groupes  continus  infinis,  on  a  aussi  déterminé  certaines 
cla-scs  particulières  de  pareils  groupes,  que  l'auteur  énumère,  mais  en  outre  la 
théorie  générale  a  été  l'objet    de    travaux  peu   nombreux,  mais  fondamentaux, 

cl  c'est  dans  ce  domaine  qu'on  peut  noter  les  progrès  les  |dus  importants  de  la 
théorie  des  groupes  continus  depuis  1898.  L'auteur  analyse  à  ce  sujet  les  travaux 
de  M.  Medolaghi,  de  M.  Vessiol  el  enfin  les  recherches  fondamentales  de 
M.  Car  tan  sur  la  structure  des  groupes  infinis,  recherches  indépendantes  des 
principes  déjà  établis  par  Lie  relativement  aux  groupes  infinis. 

Sbrana  (£/.).  --  Sulla  deformazione   infinitesima   délie  ipersu- 
perficie  [Sur  la  déformation  infinitésimale   des  hjpersurfaces] 

(329-348). 

Lorsque  n  est  supérieur  à  3,  une  surface  V„   ,  de  l'espace  euclidien  à  n  dimen- 
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s  ion  s  Sn  n'a  dm  ci  pas  en  général  de  déformations  infinitésimales  L'auteur  étudie 
les  surface*  ■.pénales  pour  lesquelles  il  existe  des  déformations  infinitésimales. 
Ces  surfaces  doivent  être  les  enveloppes  de  »'  ou  de  x  hyperplans.  Dans  le 
premier  ras,  les  déformations  infinitésimales  de  la  surface  dépendent  d'unefonc- 
tion  arbitraire.  Dans  le  second  cas,  l'auteur  montre  que  la  rechen  he  des  sur- 
faces répondant  à  la  question  revient  à  la  recherche  et  à  l'intégration  <le  toutes 
les  équations  de  Laplace  à  deux  variables  ayant  leurs  invariants  égaux  et 
admettant  en  outre  un  groupe  de  /;  solutions  X,,  \2,  ....  \„  vérifiant  la  rela- 
tion 

xï  +  x«+...  +  xt=i. 


S.  L 


A.TTES. 


ACTA    MATHEMATICA  ('). 
Tome  3(),   1906. 

Baire  (/?•)•  —  Sur  la   représentation  des  fonctions  discontinues. 
(Première  Partie.) 

Dans  un  premier  Chapitre,  l'auteur  définit  d'abord  diverses  classes  de  fonc- 
tions de  la  manière  suivante  : 

i°  Une  fonction  continue  appartient  à  la  classe  o; 

2°  Une  fonction  appartient  à  la  classe  a(a>o),  si  elle  est  la  limite  d'une 
suite  de  fonctions  appartenant  à  des  classes  inférieures  a  a,  et  si  elle  ne  fait 
pas  partie  de  l'une  de  ces  classes. 

Cette  classification  est  justifiée  par  le  théorème  suivant,  que  démontre  l'au- 
teur : 

Une  fonction  bornée  de  classe  ly.  peut  être  considérée  comme  la  limite 
d'une  suite  de  fonctions  de  classes  -<  a,  dont  chacune  d'elles  est  comprise 
entre  les  bornes  de  la  fonction  limite. 

Le  théorème  est  ensuite  étendu  au  cas  général  de  fonctions  non   bornées. 

Un  deuxième  Chapitre  est  consacré  à  l'énoncé  de  propositions  relatives  aux 
ensembles  de  points  à  n  dimensions,  puis,  dans  le  Chapitre  III,  l'auteur  passe 
à  l'étude  des  fonctions  de  classe  i.  M.  Baire  rappelle  d'abord  sa  définition  de  la 
semi-continuité,  puis  donne  cette  généralisation  d'un  théorème  énoncé  par  lui 
antérieurement   : 

La  condition  nécessaire  et  suj/isanle  pour  qu'une  fonction  définie  sur  un 
ensemble  ferme  P  soit  de  classe  si  est  quelle  soit  ponctuellement  discon- 
tinue sur  tout  ensemble  parfait  contenu  dans  P. 

II  en  résulte  que,  si  une  fonction  n'est  pas  de  classe  __i.  il  existe  un  ensemble 
parfait  sur  lequel  elle   est  totalement  discontinue;   l'auteur  montre   que    toute 


(')  Voir  Bull,   des  Se.  math.,  1917,  p.  72. 
Bull,  des  Sciences  malhéni.,  2e  série,  1.  \LI.  (Septembre  11117.)  P. 9 
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fonction  définie  sur  un  ensemble  fermé  P  est  de  classe   _i,  et   généralise  cette 
proposition  dans  le  théorème  suivant   : 

Soient  /,,/,,  •  ••>//,  des  /onctions  de  classes  -i    respectivement  définies 

sur  les  ensembles  fermés  P„  P.. Ph    Prenons  une  fonction  f  égale    à  fi 

aux  points  de  P   qui  ne  font  pas  partie  de  P,,  P.,.  ...,  P,   ,:    la   fonction    f 

définie  sur  lu  réunion   M  f  I',.  P, 1',  )  des  ensembles  P,,  P:.  ....  Ph,  est  de 

classe  _  i . 

L'auteur  considère  ensuite  une  fonction  /'  définie  sur  un  ensemble  quel- 
rouque  P:  pour-  qu'on  puisse  compléter  la  défini tion  de  f  aux  points  de  l'en- 
semble fermé  P„  (formé  par  la  réunion  de  P  et  de  son  dérive  d'ordre  i)  où  elle 
n'est  pas  définie,  de  manière  à  obtenir  une  fonction  de  classe  ^  i,  il  faut  et  il 
suffit  que  f  soit  ponctuellement  discontinue  sur  tout  ensemble  parfait. 

En  désignant  par  m[f,  11]  la  borne  inférieure  d'une  fonction  /définie  sur  un 
ensemble  II,  par  M'[/,  II  |  la  borne  supérieure  des  nombres  X  tels  que,  H  étant 
un  ensemble  parfait,  l'ensemble  des  points  de  11  où/;  a  soit  de  deuxième  caté- 
gorie, par  m'if,  II]  un  nombre  tel  que  l'ensemble  des  points  où/<m'[/.  II] 
soit  de  première  catégorie  dans  11  tandis  que  l'ensemble  des  points 

f<m'[f,  H]  *-■ 

soit  de  deuxième  catégorie  (s  >  o),  et  en  posant 

«*'(/,  H )  =  M' [/,  H] -!»'[/,  H], 

M.  Baire  démontre  que  :  Si  f  satisfait  à  l'équation 

m  !>'(/,  Il,  A).  Il,  A  ]  -  o. 

il  y  a  un  ensemble  de  première  catégorie  II  tel  qu'en   tout  point  de   H  —  II, 
/  est  continue  par  rapport  a  II  —  II. 

L'auteur  exprime  la  condition  m[w'(/,  H,  A),  H,  A]  =  o,  où  A  est  un  point 
quelconque  de  II,  par  la  notation  m[ia'(f)]  =  o;  le  théorème  précédent  se 
conserve  à  la  limite,  c'e^t-à-dire  que,  si  sur  un  ensemble  parfait  P,  une  suite 
de  fonctions  /,,  fv  . . .,  fv,  ...  a  une  limite  /,  et  si  chacune  des  fonctions  / 
satisfait  à  la  condition  m  [<'>'(/,)]  =  o.  il  en  est  de  même  de  f. 

Dans  le  Chapitre  V.  M.  Baire  commence  l'étude  des  fonctions  de  classe  2  et  3 
en  établissant   d'abord  le  théorème  suivant  : 

P„  P, P.,  ...  désignant  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  fermes 

continus    dans    l'ensemble    fermé  P0,  /   étant   une   fonction   de    classe   ^2 
définie,  sur  P;,  la  fonction  f  qui  est  égale  à  /,  sur  P,,  à  /  (i  =  2,  3,  . . .)  aux 

points  de  P,  ne  faisant  partie  d'aucun  des  ensembles   P,.  P., P,   m   et 

enfin  à  /„  aux  points  de  P 0  ne  faisant  partie  d' 'aucun  des  ensembles  Pt,  P,,  ..., 
est  de  classe      \  sur  P0. 

Enfin,  après  avoir  étudié  h  -  ensembles  de  point-  représentâmes  par  des  frac- 
tion, continues  assujetties  à  certaines  conditions,  l'auteur  démontre  l'existence 
effective  des  fonctions  de  classes  2  et  3. 


Bisconcini  (G.).  —  Sur  le  problème  des  trois  corps.  Trajectoires 
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le  long  desquelles  <I<mi\  au   moins  des  trois  corps  se  choquent. 
Conditions  qui  enlraînenl  un  choc. 

L'auteur  fait  d'abord,  ^nr  les  équations  du  mouvemenl  relatif  de  deux  des 
trois  corps,  I',,  I',.  par  rapport  au  corps  P„,  une  transformation  destinée  à 
mettre  en  évidence  les  composantes  (en  coordonnées  polaires)  «le  la  vitesse 
relative   du    point    P..    En    supposant    alors   que    lim  P0Pl=o,    M.  Bisconcini 

'  =  '■ 
montre  i|ue  les  composantes  de  la  vitesse  absolue  <l<-  I'.  restenl  finies;  en  appe 

tant  p,,  6,,  tp,  les  coordo :es  polaires  relatives  de  I',.  el  R,,  8,,  *,  les  variables 

conjuguées  obtenues  en  prolongeant  la  transformation  ponctuelle  par  une  trans 
formation  de  contact  ordinaire,  l'auteur  montre  île  plus  que 

i"  Pour    lim  P0P,=  o,  les  fonctions 

ne  peuvent  croître  indéfiniment  ; 

2"  La  fonction  R,=  —■  ne  peut  s'annuler  dans  le  voisinage  de  tt; 

3°  Dans  le  voisinage  de  tv  la  limite  inférieure  des  valeurs  de  ptR,  ne  peut 
pas  être  zéro. 

Par  de  nouveaux  changements  de  variables,  l'auteur  donne  aux  équations  du 
mouvement  relatif  une  forme  analogue  à  celle  qui,  dans  le  cas  du  problème 
restreint,  forme  la  base  des  travaux  de  M.  Levi-Cività.  La  variable  indépen- 
dante qui  figure  dans  ce  système  est  /•  =  yo,  ;  à  l'hypothèse  du  choc  /  limr  =  o\, 

\t  =  tt  ) 

l'auteur  adjoint    alors    cette    nouvelle   hypothèse,    purement    intuitive,    que   la 

vitesse  angulaire  — '  reste  finie  au  moment  du  choc;  cette  hypothèse  permet  de 

démontrer  les  théorèmes  suivants  : 

i°  Le  système  d'équations  différentielles   (s)   dont  dépend  le  mouvement , 

admet,  dans  le  domaine  de  r  =  o,  xs  intégrales  holomorphes,  ou  — r    et   —j-*- 

dl  dt 

[qui  figurent  parmi  les  nouvelles  fonctions  inconnues  du  système   (s)],  se 
réduisent   à    o    pour   r  =  o,  tandis  que   les   autres  inconnues  prennent  des 
valeurs  constantes  arbitraires. 
r  Le  système   {s)    n'admet  pas    d'autres   intégrales  pour   lesquelles  -tj 

do.       .  , 

et  — r-1  soient  nuls  pour  r  =  o. 

dt  ' 

Il  en  résulte  que,  dans  le  domaine  de  r  =  o,  le  système  (s)  ne  peut  admettre 
que  des  solutions  holomorphes;  M.  Bisconcini  montre  qu'on  peut  établir  une 
correspondance  univoque  entre  les  trajectoires  de  choc  et  les  intégrales  de  (s) 
holomorphes  dans  le  voisinage  de  r  =  o.  Dans  un  dernier  paragraphe,  M.  Bis- 
concini envisage  les  conditions  de  choc,  obtenues  en  éliminant  les  constantes 
arbitraires  entre  les  intégrales  holomorphes  au  voisinage  de  r  =  o;  ces  condi- 
'  tions,  comme  l'avait  prévu  M.  Painlevé,  sont  au  nombre  de  deux,  et  l'auteur 
en  donne  des  développements  approchés  selon  les  puissances  de  /'. 
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Me.yer  [W.-F. ).  —  Eine  auf  unendliche  Produkte  sich  bezie- 
hende  Fehlerabschâtzungsrehel.  I  Sur  une  formule  de  resie 
relative  aux  produits  infini  ;.  i 

L'auleur  démontre  d'abord  la  proposition  auxiliaire  suivante  : 
g  étant  une  quantité  réelle,  positive,  différente  de  1.  si 

|  Lg  |<  y        et         o  <  v  <  2, 
on  a 

\g  —  i\<et-i<  — ï— • 


Les  i>.  étant  supposés  réels,  L'auteur  considère  ensuite  le  produit   infini  abso- 
lument convergent 

n  =  (n-  v„)  (i  +  i-,)  (n-  f2) ...  (n-  i-„) 

dans  lequel  on  suppose  |f„|<>  à  partir  de  //  2  >,  et  appelle  produits   restants 
les  quantités  du  t  s  pe 

lui  appliquant  la  proposition  énoncée  au  début,  il  obtient 

—  K 

I    Pv.H-'l< 


H 
a  (i-it)     ' 

Rv  désignant  la  limite  supérieure  en  dessous  de  laquelle  restent  toutes  les 
expressions 

Kl  +  I<;v+iI-h----  +  I  «Vp-il- 

quelle  que  soit  la  valeur  de  y.  et  u  la  limite  en-dessous  de  laquelle,  à  partir 
de  «  _  v,  restent  les  quantités  |  r,  ' .  M.  Meyer  obtient  ensuite  une  expression  de 
forme  un  peu  plus  compliquée,  dans  le  ras  où,  la  série  de-  v  |  n'étant  plus 
r, mvergente,  celle  des  v}  converge  néanmoins  encore,  puis  donne  d'autres  limites 
des  produits  Pv   ,  pour  le  cas  où  les  v  sont  complexes. 

Bjerknes  {V.).  —  Recherches  sur  les  champs  de  force  hydrody- 
namiques. 

Ce  Mémoire  contient    une  généralisation    de   l'analogie    hydrodynamique   des 
phénomènes  électi  tques  et  magnétiques  découverte  par  C.-A.  Bjerknes  I  sphères 

puisantes  dans  un  fluide  indéfini).  L'auteur,  au  lieu  de  considérer  le  champ 
hydrodynamique  produit  par  des  solides  dans  un  fluide,  envisage  le  mouvement 
de  corps  fluides  dans  un  fluide  indéfini.  Il  décompose  en  deux  la  vitesse  d'un 
point  matériel,  et  appelle  respectivement  les  deux  composantes  vitesse  d'énergie 
el  vitesse  induite,  puis  forme  les  équations  de  ces  deux  mouvements,  dont  la 
superposition  constitue  le  mouvement  vrai  du   système    fluide,  satisfaisant  aux 
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équalions  du  mouvement  des  fluides  parfaits.  Le  mouvement  induit  s'étend  en 
général  à  tout  le  fluide  el  est  de  nature  hydrodynamique  propremenl  dite.  Le 
mouvement  d'énergie  peul  n'exister  que  dans  les  parties  limitées  du  fluide; 
ses  équations  contiennent,  outre  les  composantes  de  la  force  extérieure,  celles 
d'une  autre  force  fictive,  dite  force  d'énergie  hydrodynamique. 

En  désignant  par  u ,  v,  w  les  composantes  de  la  quantité  de  mouvement  par 
unité  de  volume,  dans  le  mouvemenl  induit,  l'auteur  démontre  que  le  vecteur 
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esL  indépendant  du  temps;  son  intégrale  de  surface,  le  tourbillon  dynamique, 
est  aussi  indépendante  du  temps.  Ensuite,  M.  \  .  Bjerknes  établit  que  la  \  itesse 
d'énergie  n'existe  jamais  dans  une  partie  du  fluide  qui  soit  homogène,  incom- 
pressible, non  soumise  aux  forées  extérieures,  si  à  l'origine  des  temps  la  \  itesse 
d'énergie  était  nulle  dans  cette  portion  du  fluide,  et  le  tourbillon  dynamique  du 
mouvement  induit,  nul  dans  tout  l'espace. 

L'auteur  considère  alors  un  système  II  ni  de  où  certaine-  parties  limitées  (corps) 
et  en  nombre  fini  possèdent  seules  la  vitesse  d'énergie,  tandis  que  le  fluide  illi- 
mité restant,  ou  fluide  fondamental,  ne  peut  acquérir  à  aucun  instant  de 
vitesse  d'énergie. 

Les  théorèmes  précédents  fournissent  les  conditions  que  doivent  remplir  les 
diverses  portions  du  fluide  pour  qu'il  en  soit  ainsi.  M.  Bjerknes  développe  alors 
une  analogie  géométrique  entre  le  mouvement  de  ce  système  fluide  et  le  champ 
magnétique  d'un  système  de  corps  possédant  une  polarisation  magnétique  in- 
trinsèque, parcourus  par  des  courants  électriques  permanents,  et  possédant  une 
perméabilité  différente  de  celle  du  milieu  extérieur. 

De  même,  M.  Bjerknes  compare  ces  équations  à  celles  régissant  le  champ 
électrique  d'un  système  de  corps,  puis  montre  que  l'analogie  se  restreint  exclu- 
sivement au  cas  des  champs  stationnaires;  elle  ne  peut  rendre  compte  des  phé- 
nomènes électriques  ou  magnétiques  variables. 

L'auteur  envisage  ensuite  les  forces  agissant  sur  les  corps  fluides  dans  le 
champ  hydrodynamique,  et  fait  ressortir  leur  analogie  avec  les  forces  pondéro- 
motrices  qui  agissent  sur  les  corps  dans  les  champs  électromagnétiques.  Les 
actions  à  distance  (  apparentes)  dans  le  mouvement  hydrodynamique  et  les  mou- 
vements vibratoires  du  système  fluide,  sont  étudiés  dans  la  fin  du   Mémoire. 

Helge  von  Koch.  —  Une  méthode  géométrique  élémentaire  pour 
l'étude  de  certaines  questions  de  hi   théorie   des  courbes  planes. 

L'auteur  s'est  proposé  de  définir  géométriquement  une  courbe  continue 
n'admettant  de  tangente  en  aucun  point.  L'auteur  désigne  par  il  l'opération  qui 
consiste  à  remplacer  un  segment  de  droite  VI!  par  un  contour  polygonal  défini 
de  la  manière  suivante  :  On  partage  VB  en  trois  segments  égaux,  on  construit 
un  triangle  équilatéral  sur  le  segment  médian,  à  gauche  de  AB  (parcouru  dans 
le  sens  AB),  puis  on  remplace  AB  par  le  contour  formé  du  premier  tiers 
de  VB,  des  deux  côtés  du  triangle  équilatéral  ne  coïncidant  pas  avec  le  deuxième 
tiers  de  AB  et  du  troisième  segment  sur  AB.  En  appliquant  au  segment  AB 
successivement  une  infinité  de  fois  cette  opération  Q.,  l'auteur  démontre  qu'à  la 
limite  on  obtient  un  are  de  courbe  continu,  simple  (ou  de  Jordan)  et  n'admet- 


ioG 
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t ci ii t  (le  tangente  en  aucun  point.  Ensuite,  M.  llelge  von  Koch  démontre  que  la 
longueur  de  la  courbe  comprise  entre  deux  de  ses  points  quelconques  est  infinie  : 
cela  résulte  dr  ce  qu'en  appliquant  l'opération  12  à  une  ligne  polygonale  quel- 
conque, sa  longueur  se  trouve  multipliée  par  -■ 

Par  contre,  l'aire  comprise  entre  VB  el  la  courbe  a  évidemment  une  valeur 
finie;  l'auteur  l'obtient  en  faisant  la  somme  des  aires  comprises  entre  deux  des 
contours  polygonaux  consécutifs. 

Ensuite,  l'auteur  exprime  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  courbe  en  fonc- 
tion uniforme  d'un  paramètre,  puis,  au  moyen  d'une  transformation  simple,  la 
rrmplai'e   par  une  courbe  où   loi  donnée  est   une  foin  lion   uniforme  de   l'abscisse. 

En  dernier  lieu,  M.  Helge  von  Koch  généralise  les  résultats  précédents,  en 
partageant  AI.  en  trois  segments  qui  ne  sont  plus  égaux,  mais  proportionnels  à 
trois  grandeurs  quelconques  a,  b.  c.  et  en  suivant  pour  le  reste  la  même  méthode 
que  précédemment. 


Jensen  (J.-L.-W.-V.).   —   Sur  les  fondions  convexes  et   les  iné- 
galités entre  les  valeurs  moyennes. 

L'auteur   appelle   convexe,  dans   un    intervalle,  toute    fonction    satisfaisant  à 

l 'inégalité 


(■) 


(x)  -+-  9  (y 


1     ■'?(— 7 


(l'inégalité  ne  se  réduisant  pas  constamment  à  l'égalité).  Si  la  fonction  satis- 
fail  a  une  inégalité  analogue,  mais  dont  le  sens  est  renversé,  elle  esl  dite  con- 
cave. 

La  proposili :st  ensuite  généralisée  de   la    manière    suivante  :  n  désignant 

un  entier  positif,  et  r,,  x,. ,  x  n  valeurs  situées  dans  l'intervalle  où  la  fonc- 
tion esl  convexe,  on  peut  remplacer  (i)  par  l'inégalité 


^I>")-7.£<P(*<)- 


M.  Jensen  démontre  que  toute  fonction  qui  est  à  la  fois  convexe  el  continue 
\  érifie  l'inégalité 


a,x, 
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V  =  1 
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V  =  1 

v  =  l 

les  <i,  étant  des  nombres  positifs  quelconques,  el  donne  diverses  applications 
de  cette  dernière  inégalité.  En  particulier,  si  an  ...,  an  sont  des  constantes 
posil  ives  dont  la  somme  esl  i ,  el  si 


\V„    V*Va V 
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sont  des  séries  convergentes  .1  termes  positifs,  I •  t  série 

2  *?:>*": K: 

esl  aussi  convergente. 

D'autre  part,  f(x)  e1  "(.n  étanl  des  fonctions  intégrabies  de  0  à  t,  et 
a{x)  étanl  une  fonction  positive,  on  a,  pour  toute  fonction  convexe  el  continue 
dans  l'intervalle  formé  par  les  limites  supérieures  el  inférieures  de  f(x) 
quand  x  varie  de  o  à  1,  l'inégalité 


/      a(x)f{x)da 


,/./• 


/"     rt(.r);?[/(.r)]r/,7; 
.  0 

/     a  i  x  )  il  v 


M.  Jensen  démontre  encore  le-  thi nie-  suivants  : 

1"  Une  fonction  convexe  qui  a  une  limite  supérieure  finie  dans  un  inter- 
valle esl  continue  il  un  s  cet  intervalle; 

20  Une  fonction  convexe  qui  a  une  limite  supérieure  finie  a  une  fonction 
dérivée  à  droite  ■■o'A  x)  el  une  à  gauche  f'  1  x)  dans  cet  intervalle;  la  dif- 
férence 

est  toujours  positive  ou  nulle. 

Lu  in  h  ut  1  E.  |.  —  l  eber  einen  Salz  von  Herrn  Phragmén.  (Sur  un 
théorème  de  M.  Phragmén.) 

Ko  désignant  par  /,,  l2,  . .  ,,  ln,  .  .  .  une  suite  de  grandeurs  positives  croissant 
avec  n  au  delà  de  toute  limite,  par  c„  ...,c„.  ...  une  suite  de  grandeurs  quel- 
conques,  et  enlin  en  supposant  que  la  fonction 

(>u  la  sommation  s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  n  pour  lesquelles  1,,-t  se 
laisse  mettre  sous  la  forme 

f(t)=ct-hl1W(t)         (o<y<i), 

ou  c  et  •;  smit  des  constantes  et  T  une  fonction  conservant  une  valeur  finie 
pour  toute  valeur  île  l ,  M.  Phragmén,  étendant  une  proposition  de  Dirichlet,  a 
démontré  que  la  différence 


l(0)_yjv_ 


est  développable  en  une  série  qui  converge  au  moins  dans  l'intervalle 

o<p<-(i  — y). 
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Dans   le   présent    travail,    M.   Landau    déi ilre   que  cet  intervalle  peut    èlre 

élargi;  la  série  converge  tanl  que 

o<p<(i  —  y). 

esl  alors  régulière  dans  tout  le  demi-plan  R  (  p  )  ~-  (y  —  t),  excepté  au 
point  p  =  o,  si  c  o,  el  l'on  peut  en  suivre  le  prolongement  le  long  de  la 
droite  R(p)  =  o  [R(p)  désigne  la  partie  réelle  de  p  l 

Lerch   (  M ' .  ).  —    Essais    sur  le   calcul  du  nombre  <les  classes  < I r- 
formes  quadratiques  binaires  aux  coefficients  entiers.  (Suite.) 

Ce  travail  est  la  lin  d'un  Mémoire  commencé  dans  le  Tome  29;  l'auteur 
expose,  dans  le  Chapitre  III.  les  résultats  de  nature  algébrique  qui  lient  la 
théorie  de  l'équation  binôme  el  le  calcul  du  nombre  des  classes  de  formesqua- 
dratiques  binaires.  Il  retrouve  ainsi,  par  une  autie  méthode,  un  grand  nombre 
de  résultats  déjà  obtenus  par  .1.  Liou ville,  O.  Schemmel,  À  Berger  et  H.  Weber, 
puis  ceux  obtenus  par  M.  Hurvitz  dans  le  Tome  19  des  Acta  mathematica . 
La  longueur  des  calculs  développés  dan-  ce  Chapitre  ne  permet  pas  d'en  donner 
une  analyse  succincte;  dan-  le  Chapitre  IV,  L'auteur  considère  une  formule  qui 
est  un  cas  particulier  d'une  formule  de  transformation  qui  a  été  donnée  par 
Kronecker,  et  qui  s'écrit 
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et  en  donne  une  nouvelle  démonstration    fondée  sur  la  considération  de  l'inté- 
gral 


r 


(  e-~'  i'i  '  •—"•!'—  i)  (e-~'  .';■>■ -'>•;!  —  i)  x  -+-  a 


prise  le  long  d'un  contour  fermé  ne  passant  par  aucun  des  pôles  de  la  foin  tion 

sous  le  signe  /  .  et  où  w,,  u.  sont  deux  quantités  réelles  comprises  entre  o  et  i, 

v  .  v  deux  quantités  complexes  dont  le  rapport  n'est  pas  réel.  Mans  la  dernière 
Partie  du  Mémoire,  l*auteur  transforme  cette  formule  et  en  tire  diverses  for- 
mules relatives  au  calcul  du  nombre  des  classes,  parmi  lesquelles  la  suivante  : 

H- 

Cl(D)logE.(D)  =  2|;(g)logI  +  e_^-4-2v/D|;(")^     ^ 

n  =  i  i  —  e     '  "  =  '  e    u    —  i 

Mes  notations  ayant  la  même  signification  que  celles  employées  dans  la  pre- 
mière Partie  du  Mémoire,   t.  29). 


Richard  (/.)■ 
des  Sciences. 
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Lettre  à  M.  le  rédacteur  de  la  Revue  générale 


L'auteur,  à  propos  des  contradictions  que  présente  la  théorie  des  ensembles, 
montre  une  semblable  contradicl  ion  dans  la  théorie  du  roui  mu.  ci  prouve  qu'en 
réalité  cette  contradiction  n'esl  qu'apparente. 


l'a  Bromwich  (T.-./.).  —  On  ihe  roots  of  the  characteristic  équa- 
tion of  a  linear  substitution.  (Sur  les  racines  de  l'équation  carac- 
téristique d'une  substitution  linéaire.) 

L'auteur  considère  l'équation  en  ),  : 

«1.1  —  *  «13  •■•  «lB 

a.,,  a.,.,—  a     ...  a,„ 


a„\  "„-  ■  ■  ■        «un  —  ^ 

et  cherche  de  nouvelles  limites  pour  les  parties  imaginaires  el  les  parties  réelles 
des  racines.  Les  limites  obtenues  pour  les  parties  réelles  sont  les  mêmes  que 
celles  données  par  Bendixsori  et  Hirsch,  tandis  que  relies  obtenues  pour  les  par- 
ties imaginaires  sont  plus  resserrées  ipie  celles  obtenues  par  Hirsch. 

Levi-Cività  (T.) .  —   Sur  la   résolution  rjtialitatne  du  problème 
restreint  des  trois  corps. 

M.  Levi-Cività  considère  le  mouvement  d'un  point  P  attiré  par  deux  centres 
S  et  J  tournant  uniformément  autour  de  leur  centre  de  gravité  commun  et 
étudie  les  trajectoires  de  P  dans  une  région  limitée  D  entourant  le  point  S. 
Pour  cela,  l'auteur  transforme  le  système  canonique  dont  dépend  le  mouvement 
du  système  en  un  antre  système  qui  se  ramène  facilement  à  un  système  régu- 
lier au  point  S.  L'auteur  cherche  ensuite  la  forme  d'une  intégrale  complète  du 
système  transformé,  puis  démontre  que  les  intégrales  canoniques  qu'on  en  pour- 
rait déduire  par  la  méthode  de  Jacobi  sont  effectivement  valables  au  point  S. 
Toutes  les  trajectoires  possibles  à  l'intérieur  de  D  peuvent  se  mettre  sous  forme 
holomorphe;  de  plus,  tout  arc  ne  passant  pas  exactement  en  S  en  reste  toujours 
(tant  qu'il  reste  dans  D)  à  une  distance  finie.  La  distance  minimum  de  S  à  un 
arc  de  trajectoire  A  peut  s'exprimer  en  fonction,  uniforme  dans  D,  d'un  quel- 
conque des  états  de  mouvement  sur  l'arc  A.  Si  cette  distance  n'est  pas  nulle,  le 
mouvement  se  poursuit  régulièrement  dans  D.  Mais  l'auteur  fait  remarquer  que 
rien  ne  prouve  que  le  corps  P,  sortant  de  D  par  un  arc  A  ne  rencontrant  pas  S, 
n'y  puisse  rentrer  par  un  autre  arc  passant  par  le  point  S,  ou  que  cela  ne  puisse 
avoir  lieu  après  un  certain  nombre  de  sorties  du  point  P,  du  domaine  D,  et  de 
rentrées  dans  ce  domaine. 

L'auteur  termine   en  montrant   qu'on    peut   trouver    une   intégrale   antre   que 
celle    des    forces    vives,    fonction     uniforme    des    coordonnées,    mais    clans    le 
domaine  D  seulement;  il  n'y   a   donc  pas   contradiction    avec    le    théorème    de 
Poincaré  sur  la  non-existence  d'intégrales  uniformes  dans  tout  l'espace. 
Bull,  des  Sciences  ma  thé  m  ..  2'  série,   t.  \LI.   (Octobre  1917O  R.io 
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Kônig  (/.)•  —  Sur  les  fondements  de  la  théorie  «les  ensembles  et 
le  problème  <lu  continu. 

L'auteur  démontre  < j 1 1 •-  1  <v  continu  ne  peut,  pas  être  bien  ordonné,  en  partant 
implicitement  de  cette  hypothèse,  qu'on  doit  définir  un  être  mathématique,  pour 
en  démontrer  l'existence,  et  en  s'appuyant  sur  les  axiomes  suivants  : 

a.  Notre  conscience  est  le  théâtre  de  processus  constituant  la  pensée  scien- 
tifique, et,  parmi  ces  processus,  il  en  est  qui  correspondent  univoquement 
aux  processus  pur  lesquels  on  forme  une  suite  de  symboles  qui  déterminent 
univoquement  les  éléments  du  continu  et  les  distinguent  les  uns  des  autres; 

b.  Les  concepts  de  suite  arbitraire  (de  type  w  )  île  nombres  entiers  positifs 
et  celui  de  l'ensemble  de  toutes  ces  suites  sont  exempts  de  contradictions 
logiques; 

c.  Ou  un  élément  quelconque  du  continu  a  une  définition  finie,  ou  il  a  une 
définition  qui  n'est  pas  finie. 

L'hypothèse,  d'après  laquelle  <>n  admettrait  que  le  continu  est  bien  ordonné, 
conduirail  alors  à  admettre  que,  dans  une  suite  de  nombres  ordinaux,  il  j  en  a 
un  qui  est  le  premier  de  la  suite,  et  dont  la  définition  ne  peut  être  finie,  re  qui 
est  impossible. 

Fatou  (/'.  >.  —  Séries  Irigonométriques  et  séries  de  Tajlor. 

Ce  Mémoire  est  divisé  en  deux  Parties;  dans  la  première  Partie,  l'auteur 
montre  que  l'intégrale  de  Poisson 

li/-,  6)=  —    / ,f(u)du 

défini I  toujours    une   fonction    harmonique   dan-   la    circonférence    de   rayon   i, 

quand  f  (  u  )  est  une  fonction  sommable  au  sens  de  M.  Lebesgue,  niais  que 
quand  le  pniui  (  r,  0  )  se  rapproche  d'un  point  de  la  circonférence,  la  fonction 
F(r,  8)  ne  tend  pas  nécessairemenl  vers  une  valeur  déterminée.  M.  Fatou  arrive 
ensuite  à  la  conclusion  suivante  : 

L'intégrale  de  Poisson,  correspondant  <i  une  fonction  périodique,  bornée 
et  sommable,  représente  une  fonction  harmonique  qui,  en  tous  les  points  de 
lu  circonférence  {sauf  peut-être  aux  points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle), 
prend  une  valeur  déterminée  lorsqu'on  tend  vers  l'un  de  ces  points  suivant 
une  courbe  non  tangente  à  la  circonférence. 

L'auteur  démontre  égalemenl  l'existence  de  fonctions  analytiques  uniformes 
possédant,  sur  une  coupure,  une  infinité  non  dénombrable  de  zéro-  qui  peut 
êl  re  dense  dan-  toul  inter^  al  le. 

M.   Fatou  étudie,  dan-  la    deuxième   Partie  du    Mémoire,  la  convergence  des 

si  ries  trig nélriques  données  par  la   loi  de  leurs  coefficients,  et  parvient  au 

théorème  suivant  : 

Si  nan  et  nb„  tendent  vers  o  avec  ->  l'ensemble  des  points  de  divergence 
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de  la  série 

00 

»    (  ancosn  0  -t-  b„  sin  n  6  i 

i 
es/  rfe  mesure  nulle'. 

Envisageant  les  séries  de  Taylor,  l'auteur  démontre  les  résultats  suivants  : 

i  ■  Si  une  série  de  Taylor  {ou  la  partie  réelle  d'une  série  de  Taylor)  est 
convergente  en  tous  les  /min/s  d'un  are  S  ducercle  de  convergence,  il  existe, 
dans  tout  intervalle  de  s.  des  points  où  lu  série  prend  une  valeur  bien  déter- 
minée suivant  (nus  les  chemins  gui  y  aboutissent; 

a0  67  la  série  de  Taylor 

a  un  rayon  de  convergence  égala  i,  et  si  c.  (end  vers  o  avec  -,  la  série  est 

n  n 

convergente  en  (ont  point  régulier  du  cercle  de  convergence. 

Dans  une  Note  qui  termine  ce  travail,  M.  Fatou  donne  une  nouvelle  démon- 
stration cl ti  théorème  de  Cantor  sur  l'impossibilité  de  la  convergence  en  tout 
point  d'une  série  trigonométrique  dont  les  coefficients  ne  tendent  pas  vers  o, 
puis  démontre  que,  si  la  série 

»    {ancosnx  +  bn sin nx) 
î 

est  absolument  convergente  en  tous  les  points  d'un  intervalle,  les  séries 
N"1  an  et  »   bn 


sont  aussi  absolument  convergentes. 


Drouin. 


COMPTES    RENDUS   hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie 
des  Sciences,  publics  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels. 

Tome  162  (ior  semestre  1916). 

Humbert  (G.)  (A  2815,  2830).  —  Sur  les  fractions  continues  et 
les  formes  quadratiques  binaires  indéfinies.  (28-26). 

Appell  (P.)  (B  2000).  --   Sur  les   liaisons  cachées  el  les  forces 
gyroscopiques  apparentes  dans   les  systèmes   non   holonomes. 

(27-29)- 
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Sparre  {M.  de)  (  l>  1650).  —  Sur  la  trajectoire  des  projectiles 
lancés  avec  une  grande  vitesse  initiale  sous  un  angle  de  projec- 
tion voisin  de  45°.  (33-36). 

Humbert  (P.)  (B  2470).  —  Simplification  d'une  formule  de 
M.  Liapounoff.  (4i-f3). 

Darboux  (  G.)  (  \  7210).  —  Sur  une  extension  des  théorèmes  de 
Poncelet  relatifs  aux  polygones  inscrits  ou  circonscrits  à  des 
coniques.  (07-61). 

Humbert  (G.)  (A  2815,  2830).  —  Sur  les  réduites  d'Hermite. 
(67-73). 

Darboux  (G.)  (A  7210).  —  Sur  une  extension  des  théorèmes 
de  Poncelet  relatifs  à  des  polygones  inscrits  ou  circonscrits  à  des 
coniques.  (1  oi-io5). 

Plâtrier  (Ch.)  (  \  1170).  —  Sur  des  solutions  de  certaines  équa- 
tions intégrales  linéaires  de  troisième  espèce  considérées  comme 
limites  d'équations  de  deuxième  espèce.  (1  18-120). 

[ngelesco  |  \  3260,  H20).  —  Sur  une  classe  de  polynômes  à  une 
variable.  (1  2  1-1  a3). 

Priwaloff(J.)  (A06IO,  0430).  —  Sur  la  convergence  des  séries 
trigonométriques  conjuguées.  (1 23- 126). 

Delaunay  (B.)  (A  2800).  —  La  solution  générale  de  l'équation 
\:«p  +  Y3=  1.  (i5o-i5i). 

Julia  (G.)  1  \  2830).  —  Sur  les  formes  quadratiques  binaires 
positives.  (i5i-i  54  )• 

Fréchet  (M.)  (A  0430,  3210).  --  L'écart  de  deux  fonctions  quel- 
conques. (1 54-i  55). 

Liljestrôm  {A.)  (B  0410).  —  Sur  la  différence  entre  le  centre 
de  gravité  et  le  centre  d'inertie,  (ioj-ioy). 
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Mouret  (G.)  (B  2810  .  —  Sur  le  débit  des  déversoirs  à  mince  paroi 
lorsque  la  nappe  esi  noyée  en  dessous  el  le  pied  de  la  nappe 
recouvert  parle  ressaut,  (io*/  160). 

Esclangon  \  E.)  \  l!  1650,  2860).  —  Sur  les  trajectoires  aériennes 
des  projectiles.  (i6o-i-63  |. 

Dejust  (,/.)  (B  2820).  —  Sur  la  détermination  de  la  surface 
rationnelle  des  aubes  d'une  turbine  hydraulique.  (i63-i65). 

Mesnager  (B  3250).  —  Sur  le  problème  de  la  plaque  mince  rec- 
tangulaire encastrée.  (i65-i68). 

Brodetsky  (S.)  (A  1850).  —  Sur  une  analogie  entre  les  équations 
linéaires  différentielles  et  les  équations  algébriques.  (191-194). 

Fontené  (G.)  (A 7210). —  Sur  une  extension  du  théorème  de  Pon- 
celet  relatif  à  des  polygones  inscrits  ou  circonscrits  à  des 
coniques.  (2i3-2i4). 

Darboux(G .)  (A  7210).  —  Remarques  sur  une  Note  de  M.  Fon- 
tené. (2  1 4-2 1  -  1. 

Stoïlow  (S.)  (A  4840).  —  Sur  l'intégration  des  équations 
linéaires     par     les     équations     d'approximations     successives. 

(2  1--220). 

Dejust  (J.)  (B  2820).  —  Sur  le  tracé  des  aubes  d'une  turbine 
hydraulique  dans  laquelle  la  pression  décroit  linéairement  le 
long  des  trajectoires  relatives  des  filets  liquides.  (220-222). 

GronwalL  (T. -H.)  (A  3G20).  —  Sur  la  déformation  dans  la  repré- 
sentation conforme.  (249-252). 

Khintchîne  (A.)  (A  3210,  3260).  —  Sur  une  extension  de  l'inté- 
grale de  M.  Denjoy.  (287-291). 

Appell  (  P.)  (A  7010  1.  —  Sur  certains  polygones  dont  les  sommets 
décrivent  des  courbes  algébriques  et  dont  les  cotés  enveloppent 
des  courbes  algébriques.  1  3o6-3o8). 
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Guichard  (C.)  (A  8450).  —  Sur  les  réseaux  plans  qui  peuvent, 
d'une  infini  lé  de  manières,  être  considérés  comme  la  projection 
orthogonale  îles  lignes  de  courbure  d'une  surface.  (3o8-3ia). 

Goursal  il'-.)  (A  5230,  ^>2i0).  —  Surla  classe  de  certaines  expres- 
sions différentielles.  (3i3-3i5). 

Gronwall  (T.-H.)  (A  3620).  —  Surla  déformation  dans  la  repré- 
sentation conforme  sous  des  conditions  restrictives.  (3i6-3i8). 

Jekhowsky  (B.)  (A  4420).  —  Les  fonctions  de  Bessel  de  plusieurs 
variables  exprimées  par  des  fonctions  de  Bessel  d'une  variable. 
(3,8-3i9). 

.lu  litt  (G.)  (A  28i0).  —  Sur  la  réduction  des  formes  quadratiques 
positives.  (320-322). 

Alexaii(ln>([  (P.)  (A  0430).  —  Sur  la  puissance  des  ensembles 
mesurables  B.  ('3a3-3a5). 

Lebon  (E.)  (A  2810).  —  Sur  une  nouvelle  Table  des  diviseurs 
d'un  nombre.  (346-348). 

Rabut  (Ch.)  (A  8020).  —  Nouveaux  invariants  inversifs.  (348- 
35 1). 

Denjoy  (A.)  (A  0430,  3210).  —  Sur  la  dérivation  et  son  calcul 
inverse.  (3^^-38o). 

Young  (M™  G.-C.)  (A  0430,  3210).  —  Sur  les  nombres  dérivés 
d'une  fonction.  (35o-38a). 

Le  Peu  (M.)  et  Villey  (./.)  (B  0170).  —  Sur  la  mesure  de  la 
puissance  des  moteurs  au  banc-balance.  (383-385). 

Gronwall  (T.-H.)  (A   4460).  —  Sur  i\nc  équation   fonctionnelle 

dans  la  théorie  cinétique  des  gaz.  (4i5-4iS). 

liii/iiit'r  <  A  i830).  —  Sur  les  systèmes  partiels  du  premier  ordre 
auxquels  s'applique  la  méthode  d'intégration  de  Jacobi,  et  sur 
le  prolongement  analytique  de  leurs  intégrales.  (4  i8-4^  i). 
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Ford  |  Lester  II.  )  |  A  2800).  —  Sur  l'approximation  des  irral  i<>n 
nelles  complexes.  (  |5g  46  1  1. 

/>'/////(  /.m  \  M)60,  8460). —  Sur  les  applications  géométriques 
du  théorème  d'Abel  et  de  la  formule  <lr  Stokes.  (  J6 1— 463). 

Hardy  (  (l .-//.  )  (  A  3220).  —  Sur  la  sommation  des  séries  de  Diri- 
clilet.  (  {63-466). 

Spam-  {M.  de)(B  I6o0,  2860).  —  Sur  l'influence  des  conditions 
atmosphériques  sur  les  projeetiles  à  très  grande  portée.  (496- 

498). 

Julia  (G.)  (A  2840).  —  Sur  la  réduction  des  formes  quadratiques 
quaternaires  positives.  (498-001). 

Guichard  (C.)  (A  8830).  —  Sur  les  réseaux  plans  qui  sont  à  la 
fois  projection  orthogonale  d'un  réseau  O  et  projection  ortho- 
gonale d'un  réseau  G.  (548—55 1  ). 

Cerf  (A  48i0).  —  Sur  les  transformations  des  équations  aux 
dérivées  partielles.  (552-554)- 

Levi-Civita  (T.)  (B  1610).  —  Sur  la  régularisation  du  problème 
des  trois  corps.  (625-628). 

Sierpinski  (W.)  (A  0i30).  —  Sur  une  courbe  cantorienne  qui 
contient  une  image  biunivoque  et  continue  de  toute  courbe 
donnée.  (629-682). 

Baticle  (E.)  (B  3660).  —  Calcul  de  la  poussée  exercée  sur  un 
mur  de  soutènement  à  parement  intérieur  plan  par  un  massif 
pulvérulent  à  surlace  libre  plane.  (632-634). 

Kogbetliantz  (E.)  (A  3220,  5610).  —  Sur  les  séries  de  Sturm- 
Liouville  simplement  sommables.  (673-676). 

Bilimovitch  {A.)  (B2000).  —  Sur  les  trajectoires  d'un  système 
non  holonome.  (68i-683). 
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Humberl  (G.)  (A  1210,  2830).  —  Sur  cerlains  groupes  à  cercle 
principal  liés  aux  formes  quadratiques  d'Hermite.  (697-702). 

Sierpiriski  (W  .1  (A  0430).  —  Théorie  des  ensembles;  sur  une 
propriété  générale  des  ensembles  de  points.  ('716-717). 

Guichard  (C.)  |  A  <Si35).  —  Sur  les  congruences  G  dont  l'une 
des  surfaces  focales  est  une  quadrique.  (71 1-7  j6  1. 

Kampé  de  Fériet  (J .  )  (A  5620). —  Sur  une  équation  intégrale  de 
seconde  espèce  admettant  les  fonctions  hypersphériques  comme 
solutions  fondamentales.  (  -  f  ~  -  j  ."> o  ) . 


Tome  163  (2e  semestre   1916). 

Garnier  (/*.)  (A  4820).  -  -  Étude  de  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (VI)  de  M.  Painlevé  dans  le  voisinage  de  ses  singu- 
larités transcendantes.  (8-10). 

Akimoff[  M.)  |  \    1120).   --  Transcendantes  de  Foui  ier-Bessel  à 
plusieurs  variables.  (26-29). 

Petrovitch  {M.)  (  \  3240,  3210).  —  Relations  dïnégalité  entre 
les  moyennes  arithmétiques  et  géométriques.  (81-8  \  >. 

Mesnager  (  l>  3250).  —  Sens  des  déplacements  des  points  d'une 
plaque  rectangulaire.  (84-87). 

Camichel (C.)  (B2S00j.  —  Sur  les  coups  de  bélier;  examende 
l'état  d'une  conduite.  (  1  5o- 1 .02). 

Appell  (f'.\  (A  2S15,  3630).  —  Sur  les  développements  de  la 
racine  carrée  d'un  polynôme  en  fractions  continues.  (i83-i86). 

Petrovitch  {M.)  (  \  4830).  —  Théorème  de  la  moyenne  relatif 
aux  intégrales  d'une  équation  importante  aux  <Ié rivées  partielles. 

(190-192). 

Giraud  (G.)  (A  1230,  ï-070).  —  Sur  les  formes  quadratiques  et 
les  fonctions  hyperabéliennes.  1  \q3-iqo). 
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Liljestrôm  <  V  iOOO).  —  Sur  un  théorème  géométrique  utile  pour 
l'étude  de  l'inversion  directe  des  intégrales  abéliennes.   u<)>- 

Garnie/'  (/»'.)  i  \  1820).  —  Sur  une  méthode  nouvelle  pour 
résoudre  le  problème  de.  RJemann.  I  198-200). 

Birkeland  i  II.)  (  B2810).  —  Développements  sur  le  mouvemenl 
d'un  fluide  parallèle  à  un  plan  fixe.  (200-202). 

Camichel  (C.)  (B2800).  -  Amplitude  des  harmoniques  impairs 
dans  les  coups  de  bélier.  (224-226). 

Lebon  (E.)  (A  2810).  —  Sur  une  nouvelle  Table  de  diviseurs 
des  nombres.  (259-261). 

Godeaux  (L.)  (A  7640).  —  Sur  les  involutions  appartenant  aux 
surfaces  algébriques.  (261-263). 

Eydoiix  (D.)  (B  2800).  -  -  Sur  les  modifications  des  coups  de 
bélier  dans  les  conduites  d'épaisseur  et  de  diamètre  variables. 
(263-269). 

Picard  (E.)  (A  1210,  -4  H0,  284-0).  —  Sur  certains  sous-groupes 
des  groupes  hyperfuchsiens  correspondant  aux  formes  quadra- 
tiques ternaires  à  indéterminées  conjuguées.  (284-289). 

Picard  {E .)  (A  1210,  3(3 10).  —  Sur  des  fonctions  de  deux  variables 
complexes  restant  invariables  par  les  substitutions  d'un  groupe 
discontinu.  (3  17-319). 

Eydoux  (D.)  (B  2810).  —  Sur  la  transmission  des  coups  de 
bélier  dans  les  conduites  présentant  des  bifurcations.  Application 
aux  cheminées  d'équilibre.  (346-349). 

Humbert  (G.)  (A  2890).  —  Sur  quelques  fonctions  numériques 
remarquables.  (4  i  2-4  18). 

Young  (  W.-H.)  (A  5610).  —  Les  séries  trigonométriques  et  les 
moyennes  de  Cesaro.  (42--43o). 
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Pompeiu  {D.)  |  \  0430,  :!22<>  .  —  Sur  Ifs  séries  à  Lermes  positifs 
el  sur  les  fonctions  dérivées.  (4>3o-432). 

Wenchoff \  />.  m  \  5610).  —  Sur  l'unicité  du  développement  trigo- 
nométrique.  (433-  (36  i. 

I  allée  Poussin  (C.  de  la)  (A  3610).  —  Sur  les  zéros  de  la  fonc- 
tion Z(s)  de  Riemann.  (471-47»». 

Jordan  (C.)  (A  0010  B  0010).  —  Notice  nécrologique  sur 
M.  Léauté.  (5oi-5o2 ). 

Young{  U  .-II.)  et  M Grâce  Chisholm  Voung  (  \  0430).  —  Sur 

la  frontière  normale  d'une  région  ou  d'un  ensemble.  (5oc)-5i  1), 

Kœnigs  (G.)  (  \  8420).  —  Sur  un  mouvement  plan  particulier  à 
deux  paramètres.  (5 1 1-5 1 4 )• 

Guichard  (C.)  (A  <S860,  8870).  —  Sur  les  systèmes  triples  ortho- 
gonaux, tels  qu'un  système  de  courbes  de  Lamé  soit  formé  de 
lignes  sphériques,  le  lieu  des  centres  des  sphères  qui  les  con- 
tiennent   étant    une  sphère  ou   y\n  paraboloïde    de   révolution* 

<  5  |S-552). 

Hartmann  (L.)  (B  1020,  3210).  —  Variation  systématique  de  la 
valeur  de  la  force  vive  dans  le  choc  élastique  des  corps.  (•>■)<)- 
562). 

Guillery  (/?.)  (B  0420).  —  Système  nouveau  de  transmission  par 
joint  à  billes.  (5Ô2-564). 

Borel  (E .)  (A  0420).  —  Sur  l'approximation  des  nombres  incom- 
mensurables pour  des  nombres  rationnels.  (    M)f i-f)<)S  ). 

Julia  \  G.  1  1  \  1210,  2830).  —  Sur  quelques  propriétés  du  groupe 
fuchsien  formé  par  des  substitutions  modulaires  qui  n'altèrent 
pa-  une  forme  «Il  [ermite  indéfinie.  (5qq-6oo). 

Kogbetliantz  (E-)  (A  H20).  —  Sur  les  séries  île  fonctions 
u  1 1  ra sphériques.   (60  l-6o3  ). 
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Kœnigs  (G.)  I  \  Simili.  Sur  les  propriétés  du  second  ordre  des 
mouvements  plans  à  deux  paramètres.  (60  '>  606  1. 

I  ergne  1  //.    1  I!  ^I(H)  1.        Sur  une  méthode  de  calcul  des  pertur 
bâtions  <1  un  mouvemenl  connu.  1  606  608  1. 

Picard  (A'.i  1  \  8040).  —  Sur  les  intégrales  de  différentielles 
totales  relatives  ;iu\  surfaces  algébriques  régulières.  (63^-6  (2). 

Guichard  (C.)  \  V  8860,  8870).  —  Sur  les  réseaux  K  d'une  qua- 
drique  de  révolution.  (649-653). 

Kœnigs  (G.)  (A  8420).  —  Sur  la  forme  géométrique  générale  des 
propriétés  du  second  ordre  des  mouvements  plans  à  deux  para- 
mètres. (658-66o). 

Mesnager  (B  32o0).  —  Formule  de  la  plaque  mince  encastrée  sur 
un  contour  rectangulaire  plan.  (66i-663  . 

Sierpinski  (  IV.)  (A  0430).  — Sur  le  rôle  de  l'axiome  de  M.  Zer- 
melo  dans  l'Analyse  moderne.  (688-691). 

Julia  (G.)  (A  1210,  2830).  —  Sur  les  formes  de  Dirichlet  et  sur 
les  substitutions  loxodromiques  du  groupe  de  Picard.  (6g  1  -<hj4). 

Brillouin  {M.)  (B2400).  —  Solution  fondamentale  (sources) 
dans  un  liquide  pesant  a  surface  libre.  (694-696). 

Baticle  (B  3280).  —  Sur  Je  calcul  des  voûtes  épaisses  soumises  à 
une  pression  uniforme.  (696-700). 

Globa-Mikhaïlenko  (  B.)  (B  2470).  —  Sur  une  nouvelle  figure 
d'équilibre  d'une  niasse  lluide  en  rotation.  (-oo-~o3). 

Mesnager  (B  3250).  —  Formules  de  la  plaque  mince  encastrée 
sur  un  contour  rectangulaire  plan.  1  -  [8-n5o  1. 

Sparre  {de)  (B  2810).  —  Au  sujet  des  coups  de  bélier  dans  une 
conduite  forcée,  formée  dedeux  sections  de  diamètres  différents. 

(909-963). 
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Mangeot  (S .)  (A  8440,  8450).  — ■  Sur  une  construction  de  la 
sphère  osculatrice  et  du  rayon  de  torsion  en  un  point  de  la 
courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  données.  (973-975). 

)  oung  1  //  .-//.  \  5610).  —  Sur  les  conditions  de  convergence 
des  séries  de  Fourier.  (9-5-<)_8). 

Baticle  (A  i 470.  B  3280).  —  Sur  l'application  de  la  théorie  des 
équations  intégrales  à  certains  calculs  relatifs  à  la  stabilité  des 
constructions  |  problème  à  une  dimension).  (978-980). 

C.    GoiCHARD. 


\WALI   DI  MATEMATICA   PURA  ED  APPLIGATA  (')• 
Série  III,  Tomo  XVI,  1909. 

//  right  (J.-E.). —  Correspond ing,  djnamical  Systems.  [Systèmes 
dynamiques  correspondants.]  (1-26). 

Soient   deux    systèmes   dynamiques  holonomes   dont    les    mouvements   sont 
donnés  par  les  équations  de  Lagrange 


\dxj  "'r 


d     /  Ù1"  r/T 

al 


n) 


pour  le  premier  système  et 


d_  (àT_\        àT         . 
dt  \dxr)        0xr  ~ 


(/•  =  .,  2,   ...,  n) 


pour  le  second  système.  On  a  posé 


il.r  dxr 

r        <lt  '         dtl 

Il  1  ..n  t  -c  faire  qu'on  puisse  choisir  /,  en  fonction  de/  de  manière  que  les  deux 
systèmes  admettent  les  mêmes  trajectoires.  L'auteur  donne  sous  une  forme 
m  m  I  >lc  les  conditions  de  possibilité  d'une  pareille  correspondance  entre  les  deux 
systèmes,  question  déjà  étudiée  par  M.  Painlevé  et  par  M.  Levi-Cività. 


Voir  liiili.  i/rs  Sr.  math  ,  t.  \LI  .  1917,  p.  93-101. 
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/><'/<><  h    i   1/.  ».         Sulie    trasformazioni    birazionali    nello    spazio. 
|  Sur  les  iransformations  birationnelles  dans  I  espace.]  I  >~  63  ). 

Soil  un  syslème  homaloïde   de   surfaces   r,  c'esl   à  dire  un  syslè linéaire 

de  x>3  surfaces 

SV?;  =  o        (i  =  i,  a,  3,   i  ) 

ici  que  trois  surfaces  quelconques  <lu  syslème  aienl  un  seul  poinl  variable 
commun.  Le  système  précédenl  permet  de  définir  une  transformation  Irration- 
nelle donnée  par  les  formules 

yr-ri:y3'-yi  =  ?r-  ?a:  r.r-  ?.. 

où  les  cp  sont  des  polynômes  homogènes  par  rapport  aux  .r,  d'un  même 
degré  p,. 

L'auteur  introduit  dans  son  étude  la  notion  de  surfaces  adjointes  d'indice 
quelconque  h(h  =  i,  ■?.,  3,  ...)  d'un  système  linéaire  :  ce  sont  les  surfaces 
d'ordre  p.—  \li  passant,  avec  l'ordre  de  multiplicité  i — li,  par  toute  courbe 
fondamentale  du  système  d'ordre  i  de  multiplicité,  et  avec  l'ordre  de  multi- 
plicité oc —  2  h  par  tout  point  fondamental  d'ordre  a  de  multiplicité.  L'auteur 
énonce,  d'après  M.  Castelnuovo,  les  deux  théorèmes  suivants  : 

«  I.  Un  système  homaloïde  ne  possède  de  surface  adjointe  d'aucun  indice. 

«  II.  Tout  système  homaloïde  d'ordre  a  =  \k  possède  : 

«  a.  Ou  bien  une  courbe  fondamentale  d'ordre  de  multiplicité  Q/,+i  et 
d'ordre  £  iô  ; 

«  b.  Ou  bien  un  point  fondamental  d'ordre  de  multiplicité  a|2Â'  +  i.  »  On 
a  des  théorèmes  analogues  pour  les  systèmes  homaloïdes  d'ordre 

[i.  =  \  k -h  i ,         Ak-i-2,         4^"-t-^- 

Dans  ces  divers  cas,  l'auteur  détermine  des  limites  pour  les  ordres  de  mul- 
tiplicité des  autres  courbes  fondamentales  et  des  autres  points  fondamentaux 
et  il  étudie  plus  particulièrement  quelques-unes  des  transformations  biration- 
nelles correspondant  au  type  a  ou  au  type  b. 


Manfredini  {G.).  —  Stilia  deformazione  délie  quadriche  generali. 
Inversione  di  un  leorema  di  Darboux  ed  estensione  det  teoremi 
di  Guichard  sulle  quadriche  di  rotazione.  [Sur  la  déformalion 
des  quadriques  générales.  Inversion  d'un  théorème  de  Darboux 
et  extension  des  théorèmes  de  Guichard  relatifs  aux  quadriques 
de  révolution.]  (69-122). 

L'auteur  se  pose  le  problème  suivant,  dans  le  but  d'établir  la  réciproque  d'un 
théorème  de  Darboux  sur  la  déformation  des  quadriques  (Comptes  rendus 
Acad.   Se,  1899  )  •' 
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o  Soient  P  et  I'  les  points  <lc  conlact  d'une  surface  enveloppe  de  sphères  à 
deux  paramètres  avec  l'une  des  sphères  de  la  famille.  Quelles  sont  les  surfaces 
enveloppes  de  sphères  pour  lesquelles  1rs  deux  nappes  (P)  et(P')  décrites 
par  P  et  I'  se  correspondent  toujours  d'une  façon  conforme  lorsqu'on  déforme 
d'une  façon  quelconque  la  surface  (S),  enveloppe  du  plan  passant  par  le  centre 
de  la  sphère  et  par  le>  points  P  et   P'?  » 

Le  résultat  est  le  suivant.  La  surface  <  S  i  doit  être  applicable  sur  une  qua- 
driquc  a  courbure  totale  positive.  En  outre,  lorsque  la  surface  i  S)  se  déforme, 

la  ( rbure  moyenne  de  la  nappe  (P)  et  la  courbure  moyenne  de  la  nappe  (P') 

demeurent   l'une  ri  l'autre  invariables. 

Cède  dernière  proposition  généralise  les  théorèmes  de  .M.  Guichard  relatifs 
aux  surfaces  applicables  sur  les  quadriques  de  révolution. 

imoroso  i  /..). —  Ricerche  inlorno  aile  equazioni  inlegrali  lineari 
di  prima  specie.  [Recherches  sur  les  équations  intégrales 
linéaires  il«'  première  espèce.  |  (  t  23- 1  î<>). 

Soient  C  une  ligne  fermée  de  longueur  i,  .r  l'abscisse  curviligne  d'un  point 
de  la  ligne,  I  (.r,  r)  une  fonction  continue  et  uniforme  des  points  de  la  ligne, 
c'est  a  duc  une  fonction  continue  telle  qu'à  tout  couple  de  deux  points  pris  sur 
la  ligne  et  définis  respectivement  par  les  abscisses  curvilignes  a;  et  y  corres- 
ponde une  valeur  et  une  seule  de  I  (  x,  y  ).  L'auteur  donne  des  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  qu'il  existe  une  fonction  f(x)  des  points  de  la  ligne 
uniforme  cl  continue  en  vérifiant  l'équation  intégrale  de  première  espèce 


/  f(x)U(x,y)dx  =  h(y), 


ou    //  (y  )   est    É   fonction   donnée. 

Ce  problème  est  lie  étroitement  au  suivant  :  «  Déterminer  les  conditions  aux- 
quelles doit  satisfaire  une  fonction  arbitraire  f  (y)  pour  qu'elle  puisse  être 
représentée  par  une  série  de  la  forme 

«  o  +  a ,  ?  i  (  y  )  -+- a  :  ?  -.  (  y  )  ■+  •  •  •  - ;- a ..  r  »  (  y  '  )  +  •  •  •  - 

où   -,(i   i.  -   l  r) ?»(.X))  •••  sont  des  fonctions  uniformes  données  des  points 

de  C.  »  Ces  conditions  s'expriment  par  l'orthogonalité  def(x)  avec  toutes  les 
fonctions  d'un  certain  système  (8)  qu'on  déduit  du  système  (?)  des  fonctions 
données. 

Fubini  [G.).  —  Sulle  rappresentazioni  die  conservano  le  iper- 
sfere.  [Sur  les  représentations  qui  conservent  les  hypersphères.] 
(i  [t-t6o). 

I  ne  hypersphère  dans  un  espace  quelconque  est  une  hypersurface  dont  les 
points  sont  à  une  distance  géodésique  constante  d'un  point  fixe.  Etant  donnés 
b^  éléments  linéaires 

Z.aik  dx(  dxk,        Z bi]t  dyi  dy\        ( i,  k  =  \,  2,  ....«) 
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de  deux  métriques,  l'auleui  cherche  dans  quels  cas   on   peut    établir  entre  les 

deux  géomélries  une  corn  -[ dance  de  <  ontai  i  telle  qu'aux  hypersphères  d<-  la 

première  géométrie  correspondent  les  hypersphères  de  la  seconde.  Soient  a?„ 
./■ vn  les  coordonnées  du  centre  el  v  .  le  rayon  de  la  première  hyper- 
sphère,    i   .1   yn  les  coordonnées  du  centre  et  yn+l  le  raj  on  de  la  se le 

sphère.  \  la  transformation  de  contact  considérée  correspondra  une  transfor- 
mation de  i.i  foi  me 

1  ,.  .'   r„.  y,u  ,i        (a  =  i,  2 n+  i). 

Pour  qu'une  pareille  transformation  provienne  d'une  transformation  de  contael 
des  deux  espaces,  il   faut  cl  il  suflit    qu'elle  définisse  une  correspondanci 
forme  entre  les  deux  espaces  ayact  pour  éléments  linéaires  respectifs 

1  <7a  dxl  dxk  —  dxh+ ] 
et 

-ba  dyidy*—  dyh+i- 

L'auteur  traite  ensuite  en  détail  le  cas  de  n  =  2,  c'est-à-dire  qu'il  cherche  les 
couples  de  surfaces  telles  qu'il  existe  entre  ces  surfaces  mie  correspondance  de 
contact  qui  transforme  les  cercles  géndésiques  en  cercles  géodésiques. 

Si  l'on  se   limite  aux  surfaces  réelles,  les  deux   surfaces    ou    bien  sont    sem 
blables,  ou  bien  sont  l'une  et  l'autre  à  courbure  constante. 

Levi  [l'J.-E.).  —  Garatterische  multiple  e  Problema  <h  Gauchy. 
[Caractéristiques  multiples  et  problème  de  Cauchy.]  (161-201). 


Soit 


/  à  : 

F(x,y,z,px<l piJk pln)  =  0  lPik=         i)yk  ) 


une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  //  à  deux  variables  indépendantes. 
Les  caractéristiques  d'ordre  n  s'obtiennent  à  l'aide  de  l'équation 

,/F    .  dF      .      ,  dF 

X'»-f-   T  -/."'-+-... H- =0. 

^,,,0  àpn_l>0  ôp0j„ 

L'auteur  étudie  le  cas  où  cette  équation  a  des  racines  doubles  ou  triple-  et  il 
aboutit  aux  conclusions  suivantes  : 

I.  Il  existe  trois  types  de  caractéristiques  doubles. 

Type  A...  —  La  caractéristique  d'ordre  n  est  contenue  dans  deux  caractéris- 
tiques d'ordre  n  +  i,  et  deux  seulement,  distinctes  ou  confondue-. 

Type  B„.  —  La  caractéristique  d'ordre  n  est  contenue  dans  une  double  i  n  fi- 
ni té  de  caractéristiques  d'ordre  n—  1,  et  en  général  elle  est  contenue  dans 
un  ensemble  de  caractéristiques  d'ordre  n  -+-  h  dépendant  de  >lt  constantes 
arbitraires. 

Type  C,.  — Les  caractéristique?  d'ordre  11  —  1  contenant  la  caractéristique 
d'ordre  n  dépendent  d'une  fonction  arbitraire. 

Deux  surfaces  intégrales  ayant  uu  contact  d'ordre  n  —  h  —  1  en  un  point 
d'une  caractéristique  15,  ont   au    moins  un   contact    d'ordre   n  4-  h  en   tous  les 
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points  de  cette  caractéristique.  Ceci  n'a  pas  lieu  pour  les  caractéristiques  <'... 
Quant  aux  caractéristiques  \ . .  elles  appartiennent  en  général  à  deux  surfaces 
intégrales  au  plus. 

II.  I  ne  caractéristique  \'<  ou  C  appartient  toujours  à  une  infinité  de  sur- 
faces intégrales  analytiques  dans  le  voisinage  de  celte  caractéristique. 

III.  Si  dans  un  certain  champ  A  de  l'espace  l'équation  a  toujours  une  carac- 
téristique double,  elle  e-t  toujours  du  type  A.,  ou  du  type  l>.:.  Si  dans  A  toutes 
les  caractéristiques  sont  réelles,  et  si  un  certain  nombre  d'entre  elles  sonl 
doubles  el  du  type  B2,  les  autres  étant  simples,  le  problème  de  Cauchy  est 
résoluble  au   point  de  vue  des  variables  réelles. 

Sibirani  {F.).  —  Sulla  rappresentazione  apprôssimata  délie  fun- 
zioni.  [Sur  l.t  représentation  approchée  des  fonctions.]  (2o3- 
22.1). 

M.Tonelli  a  étudié  {Annale  di  Matematica,  t.  W)  la  représentation  appro- 
chée d'une  fonction  de  une  ou  de  deux  variables  à  l'aide  des  polynômes  de 
Tchebycheff  et  la  représentation  analogue  d'une  fonction  par  des  polynômes 
trigonométriques.  L'auteur  remarque  qu'un  polynôme  entier  de  degré  n  à  deux 
variables  est  une  combinaison  linéaire  des  fonctions  a;", y'2,  Xn~ly,  x"~2y-,  ...; 
de  même  un  polynôme  trigonomélrique  d'ordre  n  est  une  combinaison  linéaire 
de  2 n2 -h  1  n  +  1  fonctions  telles  que  cosrx  cossy,  cosry  sinsj",  ...;  il  est 
ainsi  conduit  à  considérer  des  combinaisons  linéaires  à  coefficients  arbitraires  pt 
d'un  certain  nombre  de  fonctions  données 

plft  (x)  +  p2V2  {x)  +. . .  -4-  p„  -f  „  (  x  ) 
ou 

Pi<?i(&,  y)  +  p^i{x,  r)+---  +i°»?n(^  y)- 

En  suivant  pas  à  pas  la    marche  adoptée  par  M.  Tonelli,  il  étend  sou»  certaines 

c litions  à  ces  nouvelles    combinaisons    linéaires   la    plupart    des  résultats    du 

Mémoire  de  M.Tonelli.  Il  obtient  ainsi  divers  modes  nouveaux  de  représenta- 
tion approchée  d'une  fonction  dans  un  domaine  donné,  en  prenant  par  exemple 
pour  fonctions  -,(.r)  des  fonctions  hyperboliques,  des  fonctions  sphériques  de 
Legi  ndre.etc,  et  en  déterminant  les  coefficients  pi  d'après  la  méthode  de  Tche- 
bycheff par  la  condition  que  le  maximum  dans  le  domaine  de  la  valeur  absolue 
de  la  différence  entre  la  fonction  et  sa  valeur  approchée  ait  la  plus  petite  valeur 
possible. 

Ciani^E.).  —  Una  inièrpretazione  geometrica  del  gruppo   totale 
di  sostiluzioni  sopra   sei  elementi.  [Une  interprétation  géomé- 
trique    du    groupe    total    des    substitutions    à    six    éléments.] 
•  Ua53). 

Le  groupe  total  des  substitutions  de  -i\  éléments  peut  être  interprété  comme 
le  groupe  total  1 .  îles  ;  ;o  col  linéa lions  de  l'espace  S.,  à  quatre  dimensions  qui 
permutent  de  toutes  les  façons  possibles  six  points  de  cet  espace  S4.  On  est 
donc  conduit  à  faire  l'élude  de  l'hexagone  dans  S4  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
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l'élude  de  l'hexaèdre,  configuration  formée  de  six  espaces  quelconques   à    trois 
dimensions  contenus  dans  S4.  C'esl    cette  élude  que   rail   l'auteur.  Il  donne  en 
particulier  l'interprétation  géométrique  des  sous  groupes  connus  du  groupi  G 
et  il  étudie  les  hypersurfaces  des  cinq  premiers  ordres  invariantes  par  les  sub- 

si  1 1  m  lions  du  groupe  I  •  :  . 

Scorza  I  '/.  i.      -   I.p  superficie  ;i   curve  sezioni  ili  genre  3.  |  Les 
surfaces  dont  les  sections  planes  sonl  des  courbes   ilr  genre    >] 

2  Vi-.'i>.<>  i. 

Soient  F"  une  surface  algébrique  irréductible   d'ordre  n  de  l'espace   S, 
et  |  C  [  le  système  linéaire  de  ses  sections  hyperplaues.  Ou  suppose  que  le  genre 

de  |  C  |  soit  .'!.  Soit  |  C*|  le  système  linéaire  des  courbes  du  quatrième  ordre  de 
dimension  maxima  qui  découpe  sur  toute  courbe  de  |  C  !  des  groupes  de  la  série 
i  anoiiique  g\.  Si  l'on  exelul  les  surfaces  ordinaire-  du  quatrième  ordre,  la 
dimension  de  I  <'.'|  est  au  plus  .!.  Le  cas  où  cette  dimension  est  égale  à  2  a  été 
traité  par  .M.  Castelnuovo  (Atti  Accad.  délie  Scienze  di  Torino,  1890).  L'an 
teur  traite  ici  le  cas  où  la  dimension  de  |  C*|  est  inférieure  a  2  et  il  détermine 
les  surfaces  F"  normales  de  l'espace  ordinaire. 

Ces  surfaces  -oui  d'ordre')  et  elles  contiennent    c'   coniques  qui  peuvent   être 
situées  : 

a.   Ou  bien  deux  par  deux    dans   les  plans  d'un  faisceau  ayant  pour    axe    une 
droite  double  de  F  ; 

-.   i>u   bienl une"par  une  dans  les  plans  tangents  d'un  cône  elliptique  de  troi- 
sième classe: 

y.  Ou  enfin  une  par  une  dans  les  plans  tangents  d'une  developpable  elliptique 
de  classe  4-  non  conique. 

Ces  trois  catégories  de  surfaces  donnent  heu   a    un  grand  nombre  de  types 
suivant   la  nature  de  la    ligne   double.    L'auteur  classe    et    étudie   ces    différent 


types  de  surfai  es. 


S.   I.M 
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Tome   \\  \  I   '  1907  ). 

Poincaré    (H.).  —  Sur   l'uniformisation    <lr-    fonctions    analy- 
tiques. 

L  auteur  précise  un  certain  nombre  d.e  points  laissés  de  côte  dans  le  Mémoire 
Siir  un  théorème  de  la  théorie  générale  des  fonctions  {Bull.  Soc.  math. 
France,  t  XI).  Considérant  la  notion  de  fonction  analytique  au  sens  de  Weier- 
strass.  M.  Poincaré  fait  correspondre  à  la  suite  d'éléments  contigus  qui  repré- 
sente une  fonction  analytique  dans  un  certain  domaine,  une  surface  de  Riemann 
Bull,  des  Se.  math.,    ■    -en.-.  1.  \LI.  (Nov.  el   Dec.  1917-)  K .  11  et  12 
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ayant  généralement  une  infinité  de  feuillets,  puis  montre  par  l'application  de 
la  méthode  de  balayage  cl  du  théorème  de  Harnack,  qu'étant  donné  un  système 
de  fondions  analytiques,  on  peut  lui  associer  un  certain  domaine  simplement 
connexe,  pour  lequel  existe  la  fonction  de  (jreen.  De  celle  fonction  se  déduit 
une  fonction  s  qui  permet  la  représentation  conforme  delà  surface  de  Kiemann 
sur  un  cercle.  L'auteur  indique,  en  dernier  lieu,  les  propriétés  des  fonctions 
uniformes  de  z  :  ces  fonctions  jouissent  de  propriétés  analogues  à  celles  des 
fonctions  fuebsiennes. 

Schlesinger  (L.).  —  Sur  la  résolution  du  problème  de  Riemann. 

L'auteur  démontre  l'existence  de  n  fonctions  liolomorphes  pour  toute  valeur 

finie  de  z,  sauf  en  -  points  av  a.. aa,  où  elles  sont  régulières  au  sens  de 

Puchs,  et  subissent  des  substitutions  linéaires  arbitrairement  données  quand  on 
franchit  les  coupures  (a.,,  x  i. 

Husson  (C).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Poincaré,  relativement 
au  mouvcmeul  d'un  solide  pesant. 

M.   Husson  démontre  le  théorème  suivant  : 

Pour  qu'il  existe,  dans  le  mouvement  d'un  solide  pesant  autour  d'un 
point  fixe,  une  intégrale  première  algébrique  qui  ne  se  réduise  pas  à  une 
combinaison  des  intégrales  classiques,  il  est  nécessaire  que  l'ellipsoïde 
d'inertie  relatif  au  point  de  suspension  soit  de  révolution . 

Ce  théorème  avait  été  démontré  par  M.  Poincaré  dans  le  cas  particulier  oii  le 
produit  du  poids  du  corps  par  la  distance  du  point  de  suspension  au  centre  de 
gravite  est  très  petit  :  l'auteur  le  démontre  dans  le  cas  général. 

Kônig  (i/-)-  —  Sur  les  fondements  de  la  théorie  des  ensembles  et 
le  problème  du  continu  (deuxième  Communication ). 

L'auteur  précise  d'abord  le  concept  de  définition  logique,  en  distinguant 
entre  la  forme  et  le  sens  d'une  définition,  puis  introduit  des  définitions  pseudo- 
finies (comprenant  une  infinité  dénombrable  de  signes,  mais  ces  signes  étant 
tous  identiques  à  partir  d'un  rang  fini  n).  L'introduction  de  ces  définitions,  et 
l'application  successive  du  procédé  diagonal  de  M.  Canlor.  conduit  M.  Kônig 
à  i  (  résultat  que,  si  l'on  pouvait  regarder  la  deuxième  classe  de  nombres  Z  i  S0) 
comme  un  ensemble,  celui-ci  devrait  être  dcnomhrable. 

I hiliir  (// '.). —  Sur  le<  set  tes  de  Mae  Laurin  à  plusieurs  variables. 

M,  Dulac  démontre  le  théorème  suivant  : 

Une  série  dont  les  termes  sont  des  polynômes  homogènes  a  un  nombre 
quelconque  de  variables,  définit  une  fonction  holomorphe  dans  le  voisinage 
de  l'origine,  à  la  condition  que  cette  série  soit  uniformément  convergente 
dans  le  domaine  D  formé  par  (ensemble  des  valeurs  réelles  et  voisines 
de  zrro.  des  variables. 
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En  dernier  lieu,  l'auteur  <i p [ >1  i •] u<-  ce  résultat  à  prouver  que, dans  le  domaine 
complexe,  le  développement 

F  =  #'-+-  v-  —  f3  (  x,  y)  +■  /,  (  x,  y  )  -t-  .  . . 
satisfaisant  formellement  d  L'équation  aux  dérivées  partielles 

|  y  +  <p3  (x,  y  )  ]  ^  -  [a?  +  T  i  .r,  .»'  )  |  ^  =  o 

(les  /,  o,  T  étant  des  polynômes  liomogènes  de  degré  égal  à  l'indice)  définit 
une  fonction  holomorphe  pour  x  —y  =  o. 

Cotton  {E '.).  —  Sur  L'intégration  approchée   des  équations  diffé- 
rentielles. 

L'auteur  considère  le  système 

-r±  =fi(t,  xv  ....  x„)        (i  —  i,  2,  ...,  n) 

et  lui  applique  la  méthode  des  approximations  successives  de  M.  Picard,  mais 
en  prenant  pour  première  approximation  n  fonctions  de  t  continues  dans  l'in- 
tervalle (o.  /;)-  les  fi  étant  assujetties  à  satisfaire  la  condition  de  Lipschitz. 
M.  Cotton  démontre  qu'on  peut  toujours  choisir  des  fonctions  initiales  assez 
près  de  satisfaire  aux  conditions  initiales  pour  que  les  erreurs,  par  rapport  aux 
solutions  exactes,  soient  moindres  en  valeur  absolue  que  des  nombres  arbitrai- 
rement petits.  Ensuite,  l'auteur  envisage  toutes  les  intégrales  situées  dans  un 
certain  domaine,  comme  l'a  fait  M.  Painlevé,  et  enfin  étudie  l'erreur  commise, 
en  grandeur  et  en  signe,  en  appliquant  un  théorème  de  M.  Petrovitch.  Dans 
tout  ce  Mémoire,  M.  Cotton  se  borne  à  considérer  les  valeurs  réelles  des 
variables. 

Petrini  (H.).  — Les  dérivées   premières  el   secondes  du   poten- 
tiel. 

Ce  très  long  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  des  dérivées  du  potentiel  newto- 
nien  d'une  masse  attirante,  dans  le  ca<  général  où  la  densité  peut  être  discon- 
tinue. Après  avoir  donné  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'existence 
de  ces  dérivées,  l'auteur  applique  les  résultats  obtenus  à  l'intégration  de  l'équa- 
tion de  Poisson  : 

Si  p  est  une  fonction  quelconque,  finie  et  integrable,  l'équation  AV  =  —  4~ç 
n'a  généralement  aucune  solution.  Mais  on  peut  toujours  trouver  {et  en 
général  d'une  seule  manière  |  une  fonction  9,  jouissant  pour  tout  domaine!' 
île  la  propriété 

I  e  dv  —  o 

telle  que  Véquation    àV  =  —  \Hp   h  8   ait  des    solutions,  si  \\  est  défini  par 
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/  'égalité 


AV=lim     VfU 

/,,=o    *"    '>i  I 


iV(x-j-  hx,  y,  z)        <>\  (x,  y,  z)~ 


/;5=o-''.  y> 

A  3=0 

lladamard  («/•)•  —  Théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles 
linéaires  hyperboliques,  et  du  problème  de  Cauehy. 

M.  Hadamard  généralise  la  méthode  de  M.  Volterra  en  utilisant  directement 
les  solutions  fondamentales  el  en  faisant  disparaître,  par  l'emploi  d'un  nouveau 
symbole  d'intégration,  les  difficultés  qui  se  présentent  lorsqu'on  veut  effectuer 
!<■-,  différentiations  indiquées  par  les  formules  de  M.  Volterra.  L'auteur  arrive 
aux  résultats  suivants  :  le  problème  intérieur  esl  toujours  possible  et  déter 
miné,  sous  certaines  conditions  de  dérivabilité  imposées  aux  données:  tandis 
que,  pour  le  problème  extérieur,  les  données  sont  surabondantes. 

Phragmén  {E.)  et  Lindelôf  [E .). —  Sur  une  extension  d'un 
principe  classique  de  l'Analyse  el  sur  quelques  propriétés  des 
fonctions  monogènes  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier. 

Les  auteurs  présentent  diverses  généralisations  (puis  diverses  applications  de 
ces  généralisations)  du  théorème  suivant  : 

Si  f(x)  est  une  fonction  analytique  régulière  dans  un  domaine  T,  et  si, 
{jour  tout  point  ;  du  contour,  on  a 

|  f  (x)  I  <  C  -t-  s        (s  arbitrairement  petit) 

dès  que  x.  restant  à  l'intérieur  de  T.  se  rapproche  suffisamment  du  point  '-. 
on  aura,  pour  tout  point  intérieur  à  T. 


\f(x)\ZC. 


Pierre  Du  ou  in. 
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